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Vorwort. 


Band  Hl  der  Elemente  der  Stereometrie  behandelt 
zunächst  die  Galdin sehen  Regeln  und  ihre  Ver- 
allgemeinerangen.  Bei  den  letzteren  waren  eioige  Ein- 
schaltungen über  Ranmknrven  nötig,  die  sich  auf  Schmiegnngs- 
ebenen,  Erttmmnngskreise,  Erttmmungsachsen,  Hauptnormalen, 
Binormalen,  Tangenten,  rektifizierende  Geraden  und  die  von 
ihnen  gebildeten  Flächen  beziehen.  Die  Schreibweise  der 
höheren  Analysis  wurde  dabei  auf  das  strengste  vermieden, 
so  dafs  es  sich  hier,  wie  in  späteren  Abschnitten,  um 
Differentialgeometrie  im  eigentlichen  Sinne  handelt. 
ELs  zeigt  sich,  dafs  man  z.  B.  den  Satz  von  Laueret,  die 
Sätze  über  die  rektifizierenden  Ebenen,  über  die  Schmiegungs- 
kugeln  und  dergl.  ganz  elementar  behandeln  kann. 

Die  Animosität,  mit  der  einige  Analytiker  der  Elemen- 
tarisiernng  solcher  Gebiete  entgegentreten,  kann  ich  nicht 
als  gerechtfertigt  anerkennen.  „Geometrica  geometrice^^  sage 
ich  mit  Schell,  dessen  vortreffliche  „Allgemeine  Theorie 
der  Kurven  doppelter  Krümmung  in  rein  geometrischer  Dar- 
stellung^ (2.  Aufl.  1898,  Leipzig  bei  Teubner)  zwar  die 
Differentialbezeichnungen  benutzt,  aber  diese  an  allen  Stellen 
entbehren  könnte,  ohne  schleppend  zu  werden,  ebenso,  wie 
sie  bei  den  Stein  ersehen  Arbeiten  vermieden  sind. 

An  durchgeführten  Beispielen  für  Inhalts-  und  Mantel- 
berechnungen, für  die  Bestimmung  der  Schwerpunkte  für 
Kurven  und  Flächen  —  die  Körperschwerpunkte  sollen  erst 
im  Schlufsbande  berücksichtigt  werden  —  bietet  der  erste  Ab- 
schnitt mehr  als  jedes  mir  bekannt  gewordene  Elementarwerk. 

Einige  Einschaltungen  aus  der  Geometrie  der  Ebene, 
die  in  den  elementaren  Lehrbüchern  fehlen,  mufsten  hier 
hereingezogen  werden,  z.  B.  die  Krümmungskreise  der  Kegel- 
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schnitte  und  gewisse  komplexe  Schreibweisen,  die  die  be- 
kannten Analogieen  zwischen  Kreis  und  gleichseitiger  Hyperbel 
aufklären  In  einem  späteren  Abschnitt  mofsten  aach  die 
Eigenschaften  der  logarithmischen  Spiralen  und  Doppel- 
spiralen abgeleitet  werden. 

Unter  anderem  gelang  es,  die  Fläche  des  Drehnngs- 
paraboloids  and  die  Schwerpunkte  der  Parabelbogen  elemen- 
tar zu  bestimmen.  Die  Metiiode  wird  im  Schlafsbande  dahin 
verallgemeinert  werden,  dafs  jeder  ebenen  Karve  sich  zwei 
Flächen  derart  zuordnen  lassen,  dafs  die  Formeln  für  die 
Rektifikation  der  Kurve  und  ftlr  den  Inhalt  der  Fläche 
identisch  werden.  Es  handelt  sich  also  um  ein  für  die 
Ausdehnung  der  Elemente  wichtiges  und  allgemeines  Prinzip. 
Die  Schwerpunktskoordinaten  des  Bogens  stimmen  mit  je 
eiaer  der  Schwerpunktskoordinaten  der  beiden  Flächen 
ttberein. 

Auch  die  verschiedenen  Anwendungen  der  Guldinschen 
Regeln  auf  Schraubengewinde  sind  von  einigem  Interesse. 
Im  Anschlufs  an  diese  geht  der  zweite  Abschnitt  zu  Unter- 
suchungen über  Schrauben  flächen  über,  wobei  sich 
zeigt,  dafs  die  Bo urschen  Sätze  über  die  Möglichkeit  der 
Abwickelung  der  Schraubenflächen  auf  bestimmte  Drehungs- 
flächen der  elementaren  Behandlung  fähig  sind.  So  werden 
z.  B.  die  Schraubenregelflächen  im  allgemeinen  auf 
das  Drehungshyperboloid  (mit  einem  Mantel)  ab- 
gewickelt, die  Minimalschraubenregelfläche  als  Aus- 
nahme auf  das  Katenoid,  die  abwickelbare  Schrauben- 
regelfläche  auf  die  doppelt  bedeckte  Ebene  (aufser- 
halb  eines  Kreises)  als  Sonderfall  des  Hyperboloids.  Dadurch 
ist  zugleich  die  Möglichkeit  der  konformen  Abbildung 
auf  den  Parallelstre^  und  die  Ebene  nachgewiesen,  damit 
auch  die  Möglichkeit,  die  Geometrie  der  Ebene, 
namentlich  die  Geometrie  der  Lage,  auf  die  ge- 
nannten Flächen  zu  übertragen.  An  den  Beispielen 
des  Katenoids  und  der  Minimalschraubeuröhrenfläche  wird 
diese  Art  der  Übertragung  ausführlich  durchgeführt,  damit 
der  Leser  einen  Einblick  in  diese  schönen  Gebiete  erhalte, 
die  in  Elementarwerken  in  der  Regel  auf  den  Cylinder,  den 
Kegel  und  die  Kugel  beschränkt  werden.  Der  Koordinaten- 
zusammenhang wird  auf  Tabellen  übersichtlich  zusammen- 
gestellt.    Die  Dupinschen  Cykliden  werden  schon  im 
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ersten  Bande  in  „Quadrate''  eingeteilt  nnd  damit  auf  das 
Bechteck  abgebildet.  Also  auch  hier  zeigt  sich  die  Möglich- 
keit einer  Differentialgeometrie,  die  ganz  unabhängig  von 
der  Sprache  der  höheren  Analysis  ausgebaut  werden  kann. 
Die  Lehre  Ton  den  Isothermenseharen,  von  den  Strom- 
and  Niveaulinien  stationärer  elektrischer  Strö- 
mungen auf  den  genannten  Oberflächen  läfst  sich  also  eben- 
fiills  elementar  bebandeln.  Das  Gebiet  meiner  Potential- 
theorie in  elementarer  Darstellung  (Leipzig,  bei 
Teubner)  ist  daher  einer  grofsen  Ausdehnung  fähig. 

Die  Schraubenflächen  spielen  zwar  in  der  darstellenden 
Geometrie  eine  bedeutungsvolle  Bolle,  die  wichtigeren  auf 
ihnen  verlaufenden  Kurven  werden  aber  in  den  Lehrbüchern 
nur  selten  dargestellt.  Gerade  die  beiden  Scharen  von 
KrUmmungslinien  und  die  Scharen  von  Schraubenlinien  und 
deren  Orthogonalkurven  nebst  den  Diagonalscharen  geben 
die  dankbarsten  Übungen  und  lassen  die  Flächen  in  geradezu 
überraschender  Weise  plastisch  erscheinen.  Man  vergleiche 
dazu  die  Zeichnungen  der  abwickelbaren  Schrauben- 
regelfläche  und  vor  allem  der  Schraubenröhrenfläche. 
Bei  den  Schraubenröhrenflächen  spielen  die  vom  Verfasser 
eingeführten  Erümmungscykliden  eine  wichtige  Bolle.  Sie 
ermöglichen  eine  einfache  Untersuchung  der  KrUmmungs- 
linien und  des  Gaufsschen  Krümmungsmafses. 

Der  dritte  Abschnitt  behandelt  kurz  die  Inversions- 
verwandten der  Schraubenflächen  und  der  auf  ihnen  ver- 
laufenden Kurvenscharen.  Die  Krümmungscykliden  gehen 
dabei  in  Dupinsche  über.  Dabei  ergeben  sich  zahlreiche 
Übungsaufgaben  für  die  darstellende  Geometrie, 
die  zur  Kräftigung  des  räumlichen  Vorstellungsvermögens 
dienen  mögen.  Am  Schlnfs  werden  einige  Bemerkungen 
über  Transformationsgruppen  im  Sinne  von  Lie 
gemacht 

Da  bei  der  Inversion  die  einbeschriebenen  Kugeln  der 
Schraubenröhrenfläche  zwar  Kugeln  bleiben,  aber  ihre  Gröfse 
verändern,  so  ist  es  jetzt  am  Platze,  die  Böhrenflächen 
zu  verallgemeinern,  d.  h.  solche  mit  gesetzmäfsig 
veränderlicher  Kugel  zu  untersuchen.  Als  schönstes 
Beispiel  drängt  sich  von  selbst  die  Gruppe  der  loga- 
rithmischen Spiralröhrenflächen  und  ihrer  Inver- 
sionsverwandten  auf,   denn   die   auf  den   ersteren  ver- 
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laufenden  Eegelloxodromen  geben  bei  der  Projektion  auf 
die  Symmetrie-Ebene  logarithmische  Spiralen  einer  Schar, 
die  sich  bei  der  Inversion  yon  einem  Punkte  der  Ebene  ans 
in  Bioirknlarspiralen  (logarithmische  Doppelspiralen)  ver- 
wandeln. Die  Kreissohnitte  und  die  einbeschriebenen  Engeln 
bleiben  solche  nnd  definieren  die  neuen  Flächen,  deren 
Ertlmmungslinien  nun  leicht  zu  behandeln  sind,  während  die 
Eugelloxodromen  in  Loxodromen  gewisser  Cykliden  oder  in 
Loxodromen  der  Bilder  gewisser  Cylinder  mit  spiralischer 
Grünfläche  tibergehen.  Die  Inversion  von  beliebigen  Punkten 
der  Ebene  aus  giebt  drei  Haupttjpen  solcher  Flächen,  die 
sich  bequem  durch  Modelle  veranschaulichen  lassen.  Macht 
man  aber  einen  beliebigen  fiaumpunkt  zum  Inversionscentrum, 
so  verwandeln  sich  die  Doppelspiralen  in  gewöhnliche  oder 
verallgemeinerte  Eegelloxodromen,  und  an  die  Stelle  der 
Symmetrie  gegen  die  Ebene  tritt  Inversion  gegen  die  aus 
ihr  entstehende  Eugel.  Die  Ereisschnitte  als  solche  bleiben 
erhalten.  Damit  entstehen  die  allgemeinsten  Formen  dieser 
transscendenten  Flächen,  über  die  ich  vor  Jahren  im  Journal 
für  reine  und  angewandte  Mathematik  berichtete.  Die 
Ejümmungscykliden  (Dupinscher  Art)  sind  auch  bei  ihnen 
ein  wichtiges  Hilfsmittel  der  Eonstruktion  und  Untersuchung. 
Die  Figuren  120,  122,  123,  124,  125  deuten  einige  der 
Formen  an,  die  fttr  die  darstellende  Geometrie  geradezu 
prachtvolle  Übungsaufgaben  darbieten.  Beiläufig  sei  als 
Ergänzung  folgende  Aufgabe  empfohlen.  Man  biege  die 
Hälfte  der  Figur  122  zu  einem  Eegel  mit  dem  Sektor- 
winkel 180^  um,  so,  dafs  der  Schnittpunkt  der  beiden  Ge- 
raden zur  Spitze  wird.  Dabei  schliefsen  sich  die  Eurven 
so  einander  an,  dafs  die  Eegelfläche  in  ein  System  von 
Quadraten  eingeteilt  wird,  nicht  nur  durch  die  umgebogene 
Doppelschar  von  Ereisen,  sondern  auch  durch  die  beiden 
Systeme  von  Doppelspiralen.     Durch  die  ganz  elementar  zu 

behandelnden   konformen   Abbildungen   Z  =  V  z ,  Z=v  Zj 

n 

Z  =  Vz  kann  man  statt  des  Sektorwinkels  180^  einen 
beliebigen  anderen  erhalten,  also  ein  ganz  allgemeines 
System  von  Isothermen  auf  den  Eegelflächen  her- 
stellen. Der  Eegel  ist  leicht  dnrch  Inversion  in  Cykliden 
besonderer  Art  zu  verwandeln.  Damit  ist  eine  neue  Gruppe 
interessanter  Übungsaufgaben  für  die  darstellende  Geometrie 
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und  die  mathemaÜBehe  Physik  geschaffen.  Schneidet  man 
femer  die  Figor  längs  einer  Geraden  bis  zor  Mitte  ein 
und  klebt  man  eine  Figur  derselben  Art  in  geeigneter 
Weise  an,  mit  der  ebenso  zu  verfi&hren  ist,  so  erhält  man 
zunächst  eine  Riemannsche  Windungsfläche  mit 
quadratischer  Einteilung.  Schneidet  man  aber  einen 
Mittelpunktskreis,  z.  B.  den  durch  die  beiden  „Pole^ 
gehenden  aus,  so  entstehen  durch  geeignete  Biegung  z.  B. 
abwickelbare  Schrauben-Regelflächen  mit  qua- 
dratischer Einteilung  durch  die  gezeichneten 
Euryensjsteme  und  damit  ein  Modell  von  sehr  instruktiver 
Art,  welches  noch  mit  Hilfe  der  obigen  Abbildungen,  oder 
auch  der  Abbildungen  Z^=z^^  z^^  tS^  verallgemeinert  und 
sehlielslich  durch  Inversion  umgestaltet  werden  kann.  Auch 
die  isothermische  Spiegelung  gegen  jedes  Individuum  der 
behandelten  Isothermenscharen  ist  elementar  durchführbar. 

Auch  an  diesen  Beispielen  erkennt  man  den  uner- 
schöpflichen Reichtum  an  lohnenden  Aufgaben  und  in- 
teressanten Raumgebilden,  der  ohne  jede  Benutzung  der 
höheren  Analysis  dem  Leser  zugänglich  gemacht  wird. 

Mit  einigen  Bemerkungen  über  sonstige  Röhrenflächen 
und  einige  Gebilde  anderer  Art  schliefst  der  Band  ab. 

Wenn  nun  behauptet  werden  sollte,  die  höhere  Analysis 
würde  dies  alles  kürzer  abmachen  können,  so  ist  zu  ent- 
gegnen, dafs  auch  die  hier  angewandten  Betrachtungen 
erheblich  abgekürzt  werden  können.  Der  rein  pädagogische 
Charakter  des  Werkes  aber  verlangte  eine  gewisse  Aus- 
führlichkeit der  Darstellung  und  ein  näheres  Eingehen  auf 
manche  Einzelheiten.  E^  handelt  sich  eben  nur  um  ein 
Elementarwerk,  allerdings  um  ein  solches,  welches  er- 
heblich weiter  geht,  als  die  bisher  erschienenen. 

Von  einer  Erschöpfung  des  Gegenstandes  kann  schon 
aus  Raumgründen  keine  Rede  sein.  Als  instruktive  Übung 
könnte  die  elementare  Untersuchung  der  hier  behandelten 
Flächengruppen  hinsichtlich  der  geodätischen  Linien  und  der 
geodätischen  Abbildung  empfohlen  werden. 

Dafs  zur  Unterstützung  der  räumlichen  Anschauung 
gerade  für  das  elementare  Gebiet  eine  grofse  Anzahl  von 
Figuren  nötig  war,  ist  selbstverständlich.  Der  Verlags- 
buchhandlung sage  ich  für  die  Bereitwilligkeit,  mit  der  sie 
auf  alle  meine  Wünsche  einging,  den  verbindlichsten  Dank. 


Vin  Vorwort. 

Dafs  die  Figuren  mit  Sorgfalt  hergestellt  sind,  werden  anck 
die  Gegner  von  Elementarwerken  anerkennen. 

Das  Buch  enthält,  wie  jedes  Lehrbuch,  viel  Altes,  aber 
auch  mancherlei  Neues.  Manchen  der  eingeschlagenen 
elementaren  Wege  darf  ich  als  mein  geistiges  Eigentum 
bezeichnen.  Die  logarithmischen  Spiralen  und  Doppelspiralea 
behandelte  ich  schon  im  Jahre  1871.  Yergl.  Band  16  der 
Schlömilchschen  „Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik^. 
Über  die  logarithmische  Spiralröhrenfläche  und  ihre  In- 
yersionsverwandten  machte  ich  schon  dort  Andeutungen,  die 
ich  in  Band  94  des  Journals  fttr  reine  und  angewandte 
Mathematik  fortsetzte.  Dort  deutete  ich  auch  die  Benutzung 
der  Dupinschen  Gykliden  als  Erttmmungscjkliden  an.  In 
Band  44  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik'^ 
(Mehmke)  1899  findet  man  auf  Seite  194  bis  213  die  Fort- 
setzung dieser  Untersuchungen.  Die  Spiralröhrenflächen  und 
ihre  Inyersionsyerwandten  sind  meines  Wissens  vor  diesen 
Abhandlungen  noch  nirgends  behandelt  worden.  In  der  in 
der  Ausarbeitung  befindlichen  zweiten  Auflage  meiner  Ein- 
führung in  die  isogonalen  Verwandtschaften  und  konformen 
Abbildungen,  die  zuerst  im  Jahre  1882  bei  Teubner  in 
Leipzig  erschien,  werde  ich  den  Gegenstand  auf  analytischem 
Wege  weiter  verfolgen.  —  Wo  ich  schon  bekanntes  behandle^ 
ist  in  den  geschichtlichen  Bemerkungen  das  Nötige  über  die 
Verfasser  gesagt.  Sollte  mir  ein  Vorarbeiter  unbekannt 
geblieben  sein,  so  wäre  ich  nur  dankbar  für  jede  ent- 
sprechende Mitteilung. 

Möge  auch  dieser  dritte  Band  zeigen,  in  wie  frucht- 
barer Weise  die  Elemente  nach  verschiedenen  Richtungen 
hin  erweitert  werden  können.  Der  schon  im  Druck  beflnd- 
liche  Schlufsband  wird  ein  anderes  Gebiet  in  entsprechender 
Weise  behandeln. 


Hagen  i.  W.,  im  Mai  1902. 


Dr.  G.  Holzmttller. 
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Die  OnldinscheiL  Segeln  fdr  Drehnngs- 

körper,  Drehnngsflacben  und  allgemeine 

Baamgebilde. 


o)  InhaltsbeTeohmuii  fdr  Qnldiiuob»  Drehosgsk&rper. 

§  1)  Der  konzentrische  Hohlcylinder.  Ein  Recbt- 
«ck  ABB.A^  (Fig.  1)  drehe  sieh  nm  eine  in  seiner  Ebene 
liegende  Gerade  PQ, 
die  einer  seiner  Seiten, 
z.  B.  AB=b,  parallel 
ist  ond  ganz  anfserbalb 
des  ReehteekB  Hegt.  Bei 
voller  Umdrehnng  ent- 
steht dann  ein  konzen- 
trischer Hoblcylinder, 
bei  miTollendeter  Um- 
drehnng ein  Sektor 
diese»  Körpers.  Der 
Inhalt  des  Hohlcjlin- 
den  ist 

J=Gh  =  n{r*  —  r\)b 

^.-r(r  +  r,)(r-r.)i 

=  n(r-\-r,)ab 


,0  a  =  A^A,  F  die  Rechteeksfläche, 

HtltntlKt,  BUit«B*t)rl*  IIL 


=  CA,  ist. 


2  I-  Die  GnldinsclieD  Regeln  ffir  DrehangBkQrper  etc. 

Nun  irt- 
Also  kanD  man  anch  achreiben 

wo  10  den  Schwerponktsweg  bedeutet.  Man  bat  also  fUr  diesen 
FaU  den  Satz: 

Der  KOrperinbalt  ist  gleich  dem  Prodakte  aus 
Schwerpunktsweg  und  Fläche, 
oder  in  abgekürzter  Redeweiee: 

Inhalt  glalch  Schwerpnnktsweg  mal  Fläche. 
Ist  die  Umdrehung  nur  der  n**  Teil  einer  vollständigen, 
so  wird  der  Körperinhalt  nur  der  n**  Teil  des  Hohlcylinders. 
Da  aber  auch  der  Schwerpnnktsweg  nur  der  n**  Teil  des 
ToUen  Weges  ist,  so  bleibt  der  Satz  auch  itlr  unvollständige 
Umdrehong  bestehen. 

§  2)  Ausdehnung  dea  Satzes  auf  mehrere  Recht- 
ecke. In  Figur  2  sind  mehrere  Rechtecke  solcher  Art 
gezeichnet  Sind  f\,  F^, 
/■„...,  F,  ihre  Flächen  und 
ft.  ft.  Sn,  ■  ■;  e»  ihre 
ScbwerpunktsabBtände  von 
. — ^,  der  Drehungsachse  PQ,  sn 

ist  der  Inhalt  des  entsteben- 
'  den  DrehnngskOrpers 

J=27i^jF^-\-27T^,F, 
+  ...  +  2«p.f. 
oder 

—fr  + . . .  +  e^^n]  =  2}tm. 

wo  m  die  Summe  der  Pro- 
dukte aus  jedem  Rechteck 
und  seinem  Schwerpunkts- 
abstande bedeutet.  (Vergl. 
"B-«  Band  2,   Abschn.  II    ttber 

abgeschrägte  PrismeD  und  CyUuder.)  Dieser  Ausdruck  ist 
das  geometrisch  gedeutete  statische  Moment  der 
sämtlichen  Flächen  in  Bezug  auf  die  Schwerpunktsachse  und 
als    solches    gleich    der   Summe    der    einzelnen    statiscbea 


InhaltsberechnuDg  für  Gnldiiiflche  Drehmigaköiper. 


Q 


Momente.*)  Man  kann  also  fttr  m  den  Aa8d]iick^F=^^/\ 
+  ft  ^9  +  -  •  •  +  QnFn  setzen,  wo  F  die  Gesamtfläche,  q  ihren 
Sehwerpanktsabstand  von  der  Achse  PQ  bedeutet.  Demnach 
ist  auch  hier 

J=^27tQF=wF, 

d.  h.  Inhalt  gleich  Schwerpunktsweg  mal  Fläche. 

§  3)  Ausdehnung  des  Satzes  auf  ebene  Flächen 
von  beliebiger  Gestalt.  Ist  die  ebene  Fläche  F  von  be- 
liebiger Gestalt,  so  läfst  sie  sich 
mit  Rechtecken  von  der  Lage 
der  firüher  betrachteten  aus- 
füllen. In  die  am  Rande  übrig 
bleibenden  kleinen  „Dreiecke^ 
bringe  man  kleinere  und  klei- 
nere Rechtecke  dieser  Art,  so 
dalis  der  nicht  ausgefüllte  Rest 
schliefslich  unendlich  klein  gegen 
die  Gesamtfigur  wird.  [Jedes 
der  kleinen  rechtwinkligen  „Drei- 
ecke" hat  den  Inhalt  -f'n  =  x  g^h 

WO  g  und  li  unendlich  klein 
werden,  die  Fläche  also  unend- 
lich klein  zweiter  Ordnung  wird. 
Die  Anzahl  dieser  Randdreiecke 
ist  aber  unendlich  klein  erster  ^»-  ^• 


*)  Denkt  man  sich  in  den  Flächen  J^i  und  W%  sehr  zahbreiche 
homogen  verteUte  Pnnkte,  in  der  einen  in  der  Anzahl  (m.Fu  in  4er 
andern  in  der  Anzahl  fiF%^  so  dafs  die  Zahlen  sich  wie  die  Flachen 
verhalten,  so  ist  der  mittlere  Abstand  (»i  fär  die  Pnnkte  von  JFi  (nach 
Bd.  I  §  49)  zu  berechnen  aus  ^^i  (»i  »=  ri  +  r«  +  r«  + . . .  +  r       fttr 

die  andere  (*%  ans  ijlF%o^  »  n'  +  ^t'  +  •  •  •  +  ^L-  ^^^  die  Gesamtfläche 

folgt  der  mittlere  Abstand  (»  ans  (>  (jjlFx  +i«Jt)  =  (ri-|-r«+  . . .  +*■    ) 

+  (''i'  +  ♦■«'+•••+  **V)«    Hier  ist  die  rechte  Seite  gleich  der  Snmme 

der  rechten  Seiten  der  vorigen  Gleichnnfi^en.  Folglich  ist  auch  für  die 
linken  Seiten  (»(/a-R +/«R)  =  (>iia-Pi +(>»/« Ä,  oder  (>(JFV+J5',) 
«PiJ^i -h  (^-^t-      Ebenso    ist    fdr    n    Flächen    derselben    Ebene 

(»W+^«  +  ---  +  -^»)  =  Ci-^i  +  e«-^«  +  ---  +  C*^H»  d.h.  das  ge- 
samte statische  Moment  ist  gleich  der  Summe  der  einzelnen 
statischen  Momente.  Dafs  aber  der  Punkt  mittleren  Abstandes 
der  Schwerpunkt  ist,  folgt  aus  Bd.  I  §  49. 
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Ordnung,  also  wird  die  Snmme  der  kleinen  Inhalte  unendlich 

i  i 

klein  erster  Ordnung.  Symbolisch  geschrieben  — g-  oo  =  — .] 

Man  kann  also  den  Einflufs  der  Randfiguren  schliefslich  ver- 
nachlässigen. Da  es  sich  aber  jetzt  nur  noch  um  Rechtecke 
handelt,  so  bleibt  der  Satz  auch  hier  bestehen. 

Die  nach  Guldin  benannte  aber  schon  dem  Pappus 
bekannte  „Regel^  läfst  sich  also  folgendermafsen  ausdrücken: 

Dreht  sich  eine  beliebig  gestaltete  ebene  Fläche 
um  eine  in  ihrer  Ebene  gelegene  Achse,  die  die 
Fläche  nicht  schneidet,  so  ist  der  Inhalt  des  ent- 
stehenden Drehungskörpers  gleich  dem  Produkte 
aus  Flächeninhalt  und  Schwerpunktsweg.  Dies  gilt 
sowohl  von  vollständiger,  als  auch  von  unvoll- 
ständiger Umdrehung.  Die  Guldinsche  Inhaltsformel 
für  volle  Umdrehung  ist  daher 

1)  J=27tqF=wF, 

Bemerkungen,  a)  Bedenkt  man,  dafs  der  Schwer- 
punkt der  Punkt  mittleren  Abstandes  ist,  so  erscheint  es  als 
selbstverständlich,  dafs  er  der  Punkt  mittleren  Weges  wird. 
Jedes  der  Rechtecke,  die  jetzt  als  unendlich  klein  zweiter 
Ordnung  und  als  gleich  grofs  angesehen  werden  sollen,  giebt 
bei  unendlich  kleiner  Bewegung,  die  als  geradlinig 
angesehen  werden  darf,  einen  abgeschrägten  Gylinder,  der 
unendlich  klein  dritter  Ordnung  ist.  Die  Summe  der  Gy- 
linderinhalte  ist  gleich  der  gesamten  Grundfläche  multipliziert 
mit  der  mittleren  Höhe.  (Vgl.  Bd.  II,  von  Seite  73  ab, 
wo  die  abgeschrägten  Cylinder  behandelt  werden.) 

b)  Aus  J=27tQF  folgen  die  Gleichungen 

J 


27tF 


2)  Q  = 

und 
3)  F=-^  =  ^. 

27tQ  W 

Beide  kann  man  als  Umkehrungen  der  Guldinschen 
Regel  auffassen.  Kennt  man  den  Inhalt  des  Drehungs- 
körpers und  den  der  gedrehten  Fläche,  so  kann  man  nach  2) 
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den  Sehwerpnnktsabstaiid  q  bestimmeii.    So  kennt  man  z.  B. 

den  Inhalft  der  Kugel  und  den  der  Halbkreisfläche^  ans  der 

sie  durch  Drehung  um  den  Durchmesser  entsteht,  also  mub 

der  Schwerpunkt  der  Halbkreisfläche,  wie  in  den  Beispielen 

4r 
gezeigt  werden  soll,  vom  Mittelpunkte  den  Abstand  q  =  -— 

haben.    Die  Formel  2)  findet  häufig,  die  Formel  3)  seltener 
Anwendung. 

§  4)  Ausdehnung  des  Satzes  auf  den  Fall,  dafs 
die  Fläche  von  der  Drehungsachse  geschnitten  wird. 
In  diesem  Falle  sind  die  AbstiLnde  teils  ^ 
positiv,  teils  negativ  aufisufassen.  Der  ^ 
Ausdruck  f^F^  -j-  q^F^  geht  also,  wenn 
die  ^  und  die  F  positive  Oröfsen  sein 
sollen,  in  ^«F^  — q^F^  ttber,  was  ganz 
dem  Verhalten  der  statischen  Momente 
in  der  Mechanik  entspricht.  Der  Aus- 
druck für  den  Inhalt  wird  also 


Flf .  4. 


4)     J=27iQF=27t(Q,F,^Q^F^) 

=  27tmy 

wobei  m  das  statische  Moment  der 
Fläche  in  Bezug  auf  die  Drehungs- 
achse bedeutet. 

Geht  demnach  die  Drehungs- 
achse durch  den  Schwerpunkt 
selbst,  wobei  der  mittlere  Abstand  ^  =  0  wird, 
wird  fOr  diesen  Fall  der  Inhalt  des  Drehungs- 
kOrpers  gleich  Null 

Die  Betrachtung  dieser  neuen  Fälle  ist  wichtig  wegen 
des  nachstehenden  Satzes,  der  im  Hinblick  auf  seine  Be- 
deutung volle  Allgemeinheit  erhalten  soll. 

§5)  Vergröfsert  man  den  Abstand  der  Drehungs- 
achse vom  Schwerpunkte  der  Fläche  f  um  +«,  so 
nimmt  der  Inhalt  des  Drehungskörpers  um  +27ceP 
zu.  Der  Inhalt  geht  nämlich  von  27cqF  Aber  in  2n(Q  +  e)  F, 
die  Zunahme  ist  also  gleich  der  Differenz  +  27teF.  Man 
hat  daher  die  Gleichung 


5) 


J^=J+27teF. 
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Wichtig  ist  dabei,  dafs  man  die  Zunahme  berechnen 
kann,  ohne  die  Lage  des  Schwerpunktes,  d.  h.  ohne 
die  GrOfse  des  Abstandes  ^  zu  kennen.  Man  erhält 
vielmehr  durch  den  Satz  ein  neues  Mittel,  diesen  Abstand 
zu  bestimmen,  sobald  man  J  und  F  kennt. 

Setzt  man  nämlich  J^  =  0,  so  geht  die  neue  Achse 
durch  den  Flächenschwerpunkt,  und  die  nOtige  Verschiebung  e 
berechnet  sich  aus 

6)  J—27ceF=(L 

als 

_     J 
^~  27t F' 

was  in  der  That  mit  Gleichung  2)  flbereinstimmt. 

Soll  z.  B.  ein  Halbkreis  um  eine  Achse  rotieren,  die 
seinem  Durchmesser  parallel  ist  und  von  diesem  den  Ab- 
stand +  6  hat,  so  kann  man  den  Inhalt  des  entstehenden 
Drehungskörpers  nach  Gleichung  5)  sofort  als 

^TZ  7ZV  ^7t 

Jj  =  —5—^*  +  27te—j-  =  —5—^*  +  ^"^^* 
o  2  3 


oder  auch  als 


Ji  =  7tr^  I  y  r  +  ite\ 


hinschreiben,  ohne  den  Schwerpunktsabstand  q  zu  kennen-. 
Denn  «/=— r-9*^  ist  bekannt  als  Inhalt  der  durch  Drehung 
der  Halbkreisfläche  um  den  Durchmesser  entstehenden  Kugel, 

TtT^  

F=  — —    als    Fläche   des   Halbkreises.     Will   man   aber 
2 

den  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Halbkreisfläche  haben, 

so    setze    man    (für    den    Fall    mit   —  e)J^  =  0,    d.  h. 

nr^\—-r  —  7te\  =  0  oder  -r-r  —  7te=^0,wHSe  =  — —  als 
L  3  J  3  37t 

den  gesuchten  Abstand  giebt. 

Die  Kenntnis  des  Satzes  5]  erspart  in  zahlreichen  Fällen 
?iel  Rechnung. 
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(i)  Die  emfaehsten  VenUgemeinenrng«!!  der  Guldineohen 

InlialteformeL 

§  6)  Ausdehnung  der  Guldinschen  Inhaltsformel 
auf  den  Fall,  dafs  die  Fläche  F  während  der 
Achsendrehung  in  ihrer  Ebene  Drehungen  um  den 
Schwerpunkt  macht.  Jeder  der  angedeuteten  Lagen  der 
Fläche  F  wttrde  (ohne  solche  Schwerpunktsdrehungen)  bei 
Achsendrehung  um  dieselbe  Gerade  ein  besonderer  Drehungs- 
körper entsprechen.  Jeder  hat  bei  voller  Umdrehung  den- 
selben Inhalt  J  =  2n:QF,  bei  unvollkommener  ist  J=  2QaF. 
Nan  habe  ein  Körper  folgende  Entstehung:  Für  die  An- 
fangslage von  F  bilde  man  den  Drehungssektor  für  einen 
kleinen  Bogen*)  a^,  so  dafs  sein  Inhalt  ist 

1)  J=fa^F=w^F. 

Jetzt  drehe  sich  die  Fläche  F  in  der  ihrer  Schlufslage 
entsprechenden  Ebene  um  ihren  Schwerpunkt,  und  zwar  um 
einen  beliebigen  Winkel.  Dann  drehe  sie  sich  um  die  erste 
Achse  PQ  weiter  um  einen  Bogen  a,.  Der  neue  Sektor 
erhält  den  Inhalt: 

J^  =  Qa^F=  tß^  F. 

So  fahre  man  fort  bis 

Der  Gesamtkörper  hat  dann  den  Inhalt 

J=J, +J,  +  ...  +  jr,  =  jF(cr,  +  a,+...+a^) 

=  jP  (W,  +  tr,  +  .  .  .  +  TT»)  =  «?  F, 

wenn  w  den  Gesamtweg  des  Schwerpunkts  bedeutet.  Der 
Inhaltssatz  bleibt  also  trotz  der  neuen  Drehungen 
bestehen. 

Sind  nun  die  Bogen  ai^a,,...,?«  unendlich  klein  und 
anch  die  Drehungen  von  F  in  seiner  Ebene  unendlich  klein, 
Bo  erhält  man  neben  der  stetigen  Drehung  um  PQ  ein 
stetiges  Drehen  der  Fläche  F  in  der  eigenen  Ebene  um  den 
Schwerpunkt,  oder  um  die  (veränderliche)  Schwerpunktsachse, 
die  stets  normal  zur  Ebene  bleibt  Bei  dieser  Bezeichnungs- 
weise erhält  man  folgenden  Satz: 


*)  Es  handelt  sich  um  Bogen  dss  Einheitskreisea,  die  oft  auch  als 
Winkel  beeeicbnet  werden»    obgleich  die  Proportion  a:7t  =  u9i  180^ 


a« 


besteht,  80  dafs  3  =  ti  -j^T^i  ist. 
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Die  Güldinsche  Inhaltsformel  bleibt  bestehen^ 
wenn  während  der  Drehang  am  die  feste  Achse  die 
bewegte  Fläehe  sich  irgendwie  um  die  zu  ihr 
normale   Schwerpunktsachse   dreht. 

'27t 

Gehört  z.  B.  zu  jeder  Drehang  vom  Betrage  —  ant 
die  Achse  PQ  eine   Drehang   vom  Betrage  ^^  am   jene 


ni 


Schwerpanktsaohse,  so  dafs  also  jeder  Pankt  der  Fläche 
eine  Art  Ton  Schraabenbewegang  am  eine  kreis- 
förmige Spindel  macht,  so  bleibt  der  Galdinsche 
Inhaltssatz  bestehen.  Dabei  kann  z.  B.  aach  m  =  n  sein. 
Die  Geltang  der  Regel  wird  dadarch  ganz  erheblich  aasgedehnt, 

§  7)  Aasdehnang  des  Galdinschen  Inhaltssatzes 
aaf  den  Fall,  dafs  der  Schwerpankt  der  Fläche  sich 

stets    senkrecht 

gegen  deren 
Ebene  and  zwar 

in  beliebiger 
ebenerKarve  be- 
wegt.*) Die  Be- 
Sj  wegangdesSchwer- 
panktes  S  geschehe 
zunächst  aaf  ein- 
zelnen  Kreisbogen 

von  verschiedenen 
Radien  nach  S^,S^y 
S^j. . ,  hin  and  stets 
in  derselben  Ebene. 
Die  Mittelpunkte 
der  einzelnen  Bogen 
seien  .u^,  fi^,  fi,^, 
fi^  . . .  Senkrecht 
zur  Ebene  hat  man 
durch  /ij,  iWä,  .  .  . 
gehende  Gerade  zu 


Fiff.  6. 


*)  Die  Paragraphen  7  bis  41  kömien  überschlagen  werden,  wenn 
man  sich  nur  auf  Kreisbewegungen  des  Schwerpnnkts  beschränken  wül. 
Da  aber  viele  Lehrbücher  und  Aufgabensammlungen  irrige  Behaup- 
tungen aufstellen,  soll  das  Allgemeine  gründlicher  untersucht  werden. 
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denken,  welche  die  DrehungsaehBen  P^Qu  i^t^a»--  ^^^ 
die  Bewegangen  der  Fläche  F  sind.  Fä:  jeden  Sektor 
des  entstehenden  Körpers  gilt  die  Inhaltsfonnel  Jj  =^w^P 
bezw.  J,  ==  tu,  F,  u.  8.  w.  Der  Inhalt  des  Gesamtkörpers 
wird  also 

J=  Jj  +  Jg  +  . , .  =  F(tri  +  W7,  +  . . .  )  =  Fwy 

wobei  w  den  Gesamtweg  bedeutet.  Die  Formel  bleibt 
also  bestehen. 

Macht  man  nun  die  Bogen  w  unendlich  klein,  so  erhält 
man  als  Schwerpnnktsweg  eine  Kurve,  die  ihre  Krttmmung 
TOD  Punkt  zu  Punkt  wechselt.  Auch  die  ^  bilden  eine 
Kurve,  die  sogenannte  Evolute,  während  die  Punkte  iS 
die  sog.  Evolvente  bilden.  Die  Krümmungsradien 
S^^y  S^IA^j  S^(A^  ...  oder  ^^ q^^  ?a  -  •  -  ^^^  Normalen  der 
Evolvente  und  zugleich  Tangenten  der  Evolute.  Die  auf 
der  Ebene  in  den  Berührungspunkten  dieser  Tangenten  er- 
richteten Lote  heifsen  die  Krttmmungsachsen  fttr  die 
stattfindende  Bewegung  der  Fläche.  Sie  bilden  den  zur 
Evolute  gehörigen  Cylkider. 

Da  alle  Punkte  der  Fläche  F  sich  für  jede  Lage  um 
dieselbe  Krümmungsachse  drehen,  bewegen  sie  sich  sämtlich 
senkrecht  gegen  die  Ebene  von  F.  Sie  beschreiben  also 
Parallelknrven.  Der  entstehende  Körper  wird  von  einer 
sog.  Kanalfläche  (oder  Röhrenfläche)  mit  ebenem 
Sehwerpunktswege  begrenzt.  Für  solche  Kanalflächen 
gilt  also  die  Formel  J=wF, 

Aber  sie  gilt  nach  §  6  auch  dann,  wenn  die 
Fläche  während  ihrer  Drehungen  um  die  Krümmungs- 
aehsen  noch  Drehungen  in  ihrer  Ebene  um  den 
Schwerpunkt  vollführt.*)  Dabei  hören  jedoch  die  Wege 
der  einzelnen  Punkte  auf,  Parallelkurven  zu  sein.  Die  Grund- 
fläche des  entstehenden  Körpers  könnte  dann  als  eine  ver^ 


*)  Bali z er 8  Elemente  der  Math.  Bd.  n.  3.  Aufl.  schliessen  auf 
Seite  268  diese  Fälle  aus,  und  zwar  im  AnschluTs  an  Enlers  Ab- 
handlang  ,,über  krumme  Cylinder**,  1778,  Nov.  Act  Petrop.  12,  Seite  91. 
Hier  uiä  im  folgenden  wird  gezeigt,  dafs  dieses  Ausschliefscn  nn- 
gerechtfertigt  ist,  sobald  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  des  körper- 
lichen Inhalts  handelt.  Gerechtferti^  ist  es,  sobald  die  Oberfläche 
des  Körpers  berechnet  werden  solL 
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allgemeinerte  Eanalfläche    ebenen   Schwerpankts- 
weges  bezeichnet  werden. 

Die  untersuchten  Flächen  der  ersten  Art  lassen  sich 
durch  die  Parallelkurven  und  ihre  Orthogonalen  zwar  in  ein 
System  von  Rechtecken  einteilen,  aber  nicht  in  ein  solches 
von  kleinen  Quadraten,  weil  jedem  q  eine  besondere 
cyklidische  Einteilung  entspricht,  so  dafs  die  einfache  Fort- 
setzung der  Parallelkufven  auf  unähnliche  Rechtecke  ftthri 

y)  Einige  Bemerkungen  über  Baomkorven. 

§  8)  Um  das  Verständnis  zu  erleichtem,  nehme  man 
für  die  Zeichnung  z.  B.  die  cylindrische  Schraubenlinie  als 
Beispiel,  die  schon  in  Bd.  I  zur  Behandlung  gelangte. 


Fiff.  C. 
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Ein  sehr  kleines  Stttck  einer  Samnkonre  kann  angenähert 
als  eben  betrachtet  werden.  Da  eine  Ebene  durch  drei 
(Dicht  in  einer  Geraden  liegmde)  Punkte  bestimmt  wird,  so 
^Qflgen  drei  benachbarte  Punkte  der  Kurve  zur  angenäherten 
Bestimmung  dieser  Ebene  fttr  das  kleine  Eurrenstttck  AA^A^. 
Je  näher  die  Punkte  aneinander  rttcken,  um  so  genauer 
wird  die  Ebene  bestimmt. 

Dabei  wird  die  gerade  Verbindungslinie  AA^  schliefs- 
lieh  zur  Tangente  t  im  Punkte  A.  Durch  diese  und  einen 
i^achbarpunkt  des  Berührungspunktes  wird  die  Ebene  eben- 
falls bestimmt.  Ebenso  wiiä  sie  bestimmt  durch  die  Tan- 
^Dten  t  und  t^  für  zwei  aufeinander  folgende  Eurvenpunkte 
A  und  A^. 

Diese  Ebene  soll  heiCsen  die  Schmiegnngsebene  der 
Kurve  fttr  den  Punkt  A  (obwohl  A^  gleichberechtigt  ist. 
Dieses  soll  aber  der  geordneten  Reihenfolge  halber  hier 
ausscheiden).  Auch  der  Name  Tangentenebene  kann  an- 
gewandt werden. 

§  9)  Drei  dicht  aufeinander  folgende  Tangenten  tj  t^ ,  t^ 
der  Kurve  bestimmen  zwei  aufeinander  folgende  Schmiegungs- 
ebenen.  Da  t^  den  beiden  Ebenen  angehört,  ist  es  ihre 
Schoittiinie.  Der  Winkel  a,  unter  dem  die  Ebenen  einander 
sehneiden,  soll  der  Schmiegungswinkel  fttr  das  kleine 
Kurvenstttck  AA^  heifsen.  Errichtet  man  in  irgend  einem 
Punkte  von  \  auf  beiden  Ebenen  Lote,  so  stellen  auch  diese 
den  Schmiegungswinkel  a  dar. 

§  10)  In  der  Schmiegungsebene  hat  die  Eurve,  wie 
jede  ebene  Eurve,  einen  Erttmmungsmittelpunkt  /u.  Er 
wird  gefunden,  indem  man  in  der  Schmiegungsebene  in 
zwei  sehr  nahe  aneinander  liegenden  Eurvenpunkten  Nor- 
malen auf  den  zugehörigen  Tangenten  errichtet  Diese 
schneiden  sich  fttr  den  Grenzfall  in  /u.  Dies  bedarf  aber 
noch  der  Präzisierung,  da  diese  beiden  Normalen  fttr  die 
Kurve  von  verschiedener  Bedeutung  sind,  indem  nur  die  eine 
eine  sog.  Hauptnormale  ist. 

Man  denke  sich  zu  diesem  Zwecke  in  A  auf  der  Tan- 
gente t  eine  Normalebene  errichtet.  Diese  schneidet  die 
zn  A  gehörige  Schmiegungsebene  in  einer  Geraden,  die  von 
den  ttbrigen  dortigen  Loten  der  Eurve  sich  dadurch  unter- 
scheidet, dab  sie  eben  in  der  zu  A  gehörigen  Schmiegungs- 
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ebene  liegt  Dieses  Lot  soll  heiÜBen  die  Haaptnormale 
der  Kurve  f  flr  den  Punkt  A.  Auf  dieser  muft  der  Krttmmungs- 
mittelpunkt  liegen«  Bildet  man  ebenso  für  die  Nachbar- 
ponkte  Aj^  and  A^  Hanptnormalen,  so  zeigt  sieb,  dafs  diese 
einander  bei  einer  eigentlichen  Raumkurve  nicht 
schneiden,  sondern  kreuzen.  Würden  nämlich  zwei 
aofeinander  folgende  Hanptnormalen  einander  sehneiden,  so 
wttrden  die  aufeinander  folgenden  Schmiegungsebenen,  in 
denen  sie  liegen,  nicht  nur  die  Tangente  t^  gemein  haben, 
sondern  auch  noch  jenen  Schnittpunkt,  d.  L  die  beiden 
Schmiegnngsebenenmttfsten  ganz  zusammenfallen,  der  Winkeln 
würde  gleich  Null  sein,  das  Eurvenstflck  AA^  würde  also 
nicht  nor  angenähert  als  eben,  sondern  als  vollkommen  eben 
zu  betrachten  sein.  Also:  Soll  das  kleine  Kurven- 
stttck  AA^  nicht  absolut  eben  sein,  so  dürfen  die 
beiden  zugehörigen  Hanptnormalen  einander  nicht 
schneiden. 

Von  den  beiden  einander  schneidenden  Geraden,  durch 
die  vorher  fi  angenähert  bestimmt  wurde,  kann  also  höchstens 
die  eine  eine  Hauptnormale  sein.^) 

§  11)  Um  die  aufeinander  folgenden  KrtUnmungsmittel- 
punkte  zu  bestinmien,  soll  daher  folgendermaCsen  verfahren 
werden:  Man  bilde  die  Normalebenen  der  Kurve  laA,  A.^  A^j . . . 
Die  beiden  ersten  schneiden  einander  in  einer  Geraden  EG, 
die  beiden  folgenden  in  einer  Geraden  E^  G^  u.  s.  w.  Für 
den  Grenzfall  unendlich  nahe  aufeinander  folgender  Punkte 
heifsen  diese  Geraden  die  Krttmmungsachsen  der  Kurve 
für  ihre  Punkte  Aj  A^,  A^, ..,  Auf  diesen  Achsen  liegen  die 
einzelnen  EjtUnmungsmittelpunkte,  und  zwar  da,  wo  die 
Achsen  von  den  Hauptnormalen  geschnitten  werden.  Also: 
Die  zu  A  gehörige  Hauptnormale  und  die  Krttnunungsachse 
schneiden  einander  in  /i,  die  zu  A^  gehörigen  in  ju^  u.  s.  w. 

^)  Vor  einem  naheliegenden  Fehler  sei  gewarnt.  Scheidet  man 
Fignr  5  ans  und  knickt  man  die  einzelnen  Sektoren  nm  die  sie 
trennenden  Geraden,  so  dafs  zwischen  je  zwei  benachbarten  dieser 
Linien  Winkel  «i,  ot,  ag  . . .  entstehen«  so  erhält  man  an  SteUe  der 
ebenen  Knrre  (für  den  Grenzfall)  eine  Banmknrve,  bei  der  scheinbar 
aufeinanderfolgende  Krümmungsradien  einander  sdmeiden.  Dies  ist 
aber  nach  obigem  unmöglich.  Die  Trennnngslinien  der  S^toren  dürfen 
also  nicht  mehr  als  Hanptnormalen  (Krümmungsradien)  betrachtet 
werden.  Die  ans  den  Sektoren  entstandene  Fläche  ist  eine  in  die 
Ebene  abwickelbare  Regelfläche. 
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§  12)  [Man  könnte  vermnten,  dafs  der  Krttmmongs- 
mittelponkt  in  der  Gegend  zu  snohen  sei,  wo  die  aufeinander 
folgenden  Hauptnomuden  einander  kreuzen.  Dies  ist  aber, 
wie  sehon  bei  der  Schraubenlinie  sich  zeigt,  durchaus  nicht 
der  FaU. 

In  Figur  6  sind  die  entsprechenden  Verhältnisse  f ttr 
diese  dargestellt.  Die  aufeinanderfolgenden  Tangenten  sind 
tn  t^,  t^j  . .  .j  EG  lAt  äie  Erümmungsachse  für  A  und  stellt 
zugleich  die  Normalebene  dar.  A/ij  A^/ä^j  ^%f^97  -  •  •  sind 
die  hier  horizontalen  Erttmmungsradien.  Diese  sind  bei  der 
gewöhnlichen  Schraubenlinie  sämtlich  gleich  grofs,  denn 
Kuryenteile  von  derselben  Länge  sind  hier  einander  kon- 
gruent. Demnach  liegen  alle  fi  auf  einem  bestimmten 
Cylinder,  auf  dem  sie  eine  zweite  Schraubenlinie  von  der- 
selben Ganghöhe  bilden.  In  diesem  Sonderfalle  (nicht  aber 
allgemein)  sind  die  Geraden  EG,  E^G^y  E^G^,  ...  die  Tan- 
genten dieser  zweiten  Schraubenlinie,  derart,  dafs  die 
Steigungswinkel,  wie  EG  und  t  zeigen,  Komplement- 
winkel sind,  Daraus  folgt,  dafs  für  die  neue  Schrauben- 
linie, wenn  der  neue  Cylinderradius  mit  r,  bezeichnet  wird, 

i 

h  =  2n:r„  tanr«  =  27tr^  cotv  =  27tr^ 

•  tany 

ist,  während  für  die  gegebene  war 

h  =  27tr^isxiy. 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  r^  =  r^  tan-y. 

DieLänge  für  jeden  Krümmungsradius  der  ersten 
Schraubenlinie  ist  demnach 

Ä^ii^  =  r, +7-2  =  r^ +ri  tan -y  =  r^  (^  +  tan V)  =  -~^  =  Q- 

§  13)  Ebenso  grofs  ist  naturgemäfs  der  Krümmungs- 
radius für  den  Punkt  A  der  in  Figur  6  durch  die  Gerade  CD 
dargestellten  Schnittellipse  des  ersten  Gylinders,  der  also 
beiläufig  gefunden  sein  würde,  wenn  er  nicht  aus  der  Plani- 
metrie bekannt  geworden  ist  Ist  diese  Ellipse  in  Fig.  7 
durch  CA'JD'  dargestellt,  ist  also  M'A'  =  b  =  r  und 
CM'  =  a  =  A'Fj  wo  F  der  Brennpunkt  ist,  so  ist  A  MA'F 
in  Figur  7  kongruent  dem  AB  AD  in  Figur  6.  Errichtet 
man  also  auf  A'F  in  F  ein  Lot,  so  bestimmt  dieses  auf  der 
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Nebenachse  MA'  den  Pnnkt  ii*  so,  dafs  A'fi'  der  Erümmnngs- 
radius  r  ist.   Da  nämlich  infolge  der  Kongmenz  4-  MA'F  =  / 


ist,  so  folgt    a  = 


cosy' 


also  A'fi'  =  — ^  =  ^ 


cos*y 


T 

Lefft  man  in  Figur  6  an  AD  =  a=^ — ^ —  in  D  den 
^  °  cosy 

T 

Winkel  ADE=^y  an,   so   wird  DE:= — ^  =  q,    so  dafs 

'       '  cos  y 

man  den  konstanten 
Krtlmmangsradins  r  der 
gegebenen  Schrauben- 
linie leicht  konstmieren 
kann.  Statt  dessen  kann 
man  auf  AD  in  D  ein 
Lot  errichten,  welches 
auf  ^^  das  Stttck 
AZ=Q  abschneidet. 

Für  die  zweite  Schrau- 
benlinie (die  der  fi)  ist 

r,  r,tan-y 

?2=-      -    — 
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Fig.  7. 


cos^y 


so  dafs  beide  Schraubenlinien  denselben  Krümmungs- 
radius haben.  Für  beide  Schraubenlinien  findet  also  eine 
Art  von  Gegenseitigkeit  statt.  Die  Ellipse  für  die  zweite 
Schraubenlinie  ist  ebenfalls  in  Figur  7  dargestellt] 

§  14)  Die  aufeinanderfolgenden  Tangenten  jeder  Kanm- 
kurve  bilden  eine  Tangentenfläche,  die  von  den  aufeinander 
folgenden  Schmiegungsebenen  umhttllt  und  Ton  jeder  längs 
einer  Tangente  berührt  wird.  Denkt  man  sich  alle  Tangenten 
in  unendlicher  Länge  an  der  Kurve  angebracht,  so  hat  man 
die  ganze  Fläche,  die  nun  gratähnlich  Ton  der  Raumkurye 
begrenzt  wird.  Die  letztere  ist  also  die  sogenannte  Grat- 
linie (oder  Rückkehrkante*))  der  Tangentenfläche.  Die 
Fläche  wird  von  lauter  Geraden  gebildet,  ist  also  eine  Regel- 


*)  Dieser  Name  kommt  daher,  dafs  die  Tangenten  beim  Berührungs- 
punkte die  Fläche  nicht  verlassen,  sondern  in  sie  zurückkehren. 
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fiäebe.  Weil  ferner  die  aufeinanderfolgenden  Tangenten 
einander  anf  der  Gratlinie  schneiden,  so  dafs  diese  Tangenten 
„Sektoren*^  bilden,  die  für  den  Grenzfall  als  eben  zn  be- 
trachten sind,  so  läfst  sich  die  Fläche  anf  die  Ebene  ab- 
wickeln, ist  also  eine  abwickelbare  Segelfläche.  Bei 
dieser  Abwickelung  geht  die  Raumkurve  in  eine  ebene 
Kurve  über. 

[Bei  der  gewöhnlichen  Schraubenlinie  handelt  es  sich 
um  die  abwickelbare  Schraubenregelfläche,  die  von 
den  Tangenten  der  ersteren  gebildet  wird.  Denkt  man  sich 
auf  der  Schraubenlinie  Funkte  markiert,  die  sie  in  gleiche 
and  sogar  kongruente  Stücke  einteilen,  die  sehr  klein  sein 
soUen,  so  erhalten  die  Sek- 
toren lauter  gleiche  Winkel  k 
(Eontingenzwinkel),  und  die 
Abmckelung  muCs  die  Aufsen- 
fläche  eines  regelmäfsigen 
Polygona,  für  die  Grenze  die 
eines  Kreises  geben.  Denkt 
man  sich  also  die  Aufsen- 
f lache  eines  Kreises  z.B. 
längs  einer  Tangente 
aufgeschnitten,  so  läfst 
sich  diese  ebene  Fläche 
in     eine      abwickelbare 

Schraubenfläche  um- 
biegen. Eine  so  begrenzte 
Papierfläche  z.B.  läfst  sich  praktisch  in  die  genannte  Schrauben- 
fiäche  umbiegen,  wenn  man  die  Kreistangenten  z.  B.  durch 
angeklebte  Holzstäbchen  zwingt,  geradlinig  zu  bleiben.  Man 
hat  nur  den  Kreis  in  die  Gestalt  irgend  einer  Schrauben- 
linie zu  bringen.] 

§  15)  Die  Tangenten  einer  allgemeinen  Raumkurve  in 
den  benachbarten  Punkten  Ä  und  A^  bilden  einen  Winkel  X;, 
den  schon  genannten  Kontigenzwinkel  für  das  Kurven- 
stttek  AAy  Er  wird  auch  gebildet  von  den  beiden  zu- 
gehörigen Normalebenen,  die  sich  in  der  entsprechenden 
Krttmmnngsachse  EG  unter  diesem  Winkel  schneiden.  Unter 
demselben  Winkel  kreuzen  sich  auch  die  beiden  zugehörigen 
Hauptnormalen  (Krümmungsradien).    Setzt  man  das  kleine 


Flg.  f$. 


X6  I*  ^^  Quldinscheii  Regeln  für  Drehimgskörper  etc. 

Karvenstttck  gleieh  s,  and  mifst  man  k  im  Bogenmab,  d.  h. 

s  1        k 

am  Kreise  mit  Radius  1,  so  ist  ^  <;  =  «,  also  ?  =  x  ^^^  -  =  -. 

Den  letzteren   Ausdruck   bezeichnete   man   als   die   erste 

Krümmung  der  Kurve.  Die  zweite  Krümmung  ergiebt  sich 

i       o 
rein  schematisch  aus  ra  =  «  als  —  =  — ,  wo  a  der  Schraie- 

^ungswinkel  ist.  (Daher  „Kurven  doppelter  Krümmung".) 
Über  diese  beiden  Krümmungen  und  die  geometrische 
Deutung  von  r  soll  unten  eingehender  gesprochen  werden. 

§  16)  Jeder  der  Krümmungsradien  g  ist  Schnittlinie  der 
Normalebene  und  der  Schmiegungsebene  für  den  betreffenden 
Punkt  A  der  Kurve.  £r  liegt  also  in  einer  der  die  Tangenten- 
fläche  berührenden  Schmiegungsebene,  aber  nicht  etwa  in  der 
Tangentei^äche,  die  nicht  über  die  Gratlinie  hinausreicht.  Er 
ist  senkrecht  zu  einer  der  Geraden  der  letzteren,  d.  h.  zu  einer 
Tangente  der  Raumkurve.  Er  trifft  also  die  Fläche  in  einem 
Punkte  der  gegebenen  Raumkurve.  Die  Krümmungsradien 
selbst  bilden  auch  eine  Regelfläche,  die  jedoch  nicht  ab- 
wickelbar ist,  weil  die  aufeinander  folgenden  Krümmungs- 
radien der  Raumkurve  einander  nicht  schneiden.  Die  nicht 
abwickelbare  Fläche  der  Hauptnormalen  und  die  ab- 
wickelbare Fläche  der  Tangenten  schneiden  einander  in  der 
gegebenen  Raumkurve.  Die  nicht  abwickelbaren  Regelflächen 
werden  auch  als  windschiefe  bezeichnet. 

§  17  (Läfst  man  eine  Gerade,  welche  die  Cylinderacbse 
unter  gegebenem  Winkel  a  schneidet,  mit  der  Schraubenlinie 
um  den  Gylinder  herumgehen,  so  enteteht  eine  nicht  abwickel- 
bare Scluraubenregelfläche.  Ist  4:a  =  90^,  so  handelt  es 
sich  um  die  nicht  abwickelbare  Fläche  der  Hauptnormalen 
der  Schraubenlinie.  Da  die  Verbindungslinie  zwischen 
der  Cylinderacbse  und  der  Schraubenlinie  in  letzterem  Falle 
stets  eine  kürzeste  Linie  ist,  so  hat  die  Fläche  der  Haupt- 
normalen stets  den  Charakter  einer  zwischen  Schraubenlinie 
und  Cylinderacbse  ausgespannten  Minimalfläche,  die 
aufserdem  z.  B.  von  zweien  der  Verbindungslinien  begrenzt 
zu  denken  ist.  Die  Minimalfläche  zwischen  der  Achse  und 
der  Schraubenlinie  mufs  nämlich  aus  Gründen  der  Kongruenz 
aller  Teilchen  eine  Schraubenfläche  von  derselben  Ganghöhe 
sein.     Jede    andere  Schraubenfläche  zwischen   den  beiden 
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GrenzUnien  hat  aber,  weil  die  eizen^^nde  Gerade  oder 
Enrve  nicht  die  kürzeste  VerbindiingsUiiie  ist^  „Schiehten** 
von  greiserem  FULoheninhalt.  Die  Fläehe  behält  den 
Charakter  einer  Minimalfläche  anch  dann,  wenn 
man  sie  ohne  Drehang  nmbiegt,  wobei  die  Cylinder- 
achse  nnd  die  beiden  begrenzenden  Geraden  krummlinig 
werden  können,  die  Schraubenlinie  aber  irgend  eine  Baum- 
kiure  wird.  Die  Geraden  der  ursprünglichen  Fläche  gehen 
dann  in  kürzeste  Linien  der  neuen  Fläche  (d.h.  in  geo- 
dätische Linien)  ttber.  (Vgl.  z.  B.  §  356  in  Bd.  I.)  Bei- 
läufig sei  bemerkt,  dafs,  wenn  man  die  Cylinderachse  und 
diese  Schraubenlinie  zu  Kreisen  umbiegt,  die  Drehungsfläche 
der  Kettenlinie,  das  Katenoid,  entsteht] 

§  18)  Die  Normalebene  jeder  Baumkurve  ftlr  irgend 
einen  ihrer  Punkte  A  und  die  zugehörige  Schmiegungsebene 
schneiden  sich  nach  obigem  in  der  Hauptnormale.  ^richtet 
man  aufserdem  auf  der  Schmiegungsebene  ein  Lot  in  Aj  so 
steht  dieses  senkrecht  auf  der  Tangente  und  zugleich  auf 
der  Hanptnormale  und  heilst  infolgedessen  die  Binormale. 
Die  Hanptnormale  ^,  die  Tangente  t  und  die  Binormale  n 
bilden  eine  rechtwinklige  Ecke,  deren  Flächen  folgende 
sind:  q  und  t  bilden  die  Schmiegungsebene,  q  und  n  die 
Normalebene,  ^und  n  eine  Ebene,  die  als  die  rektifizierende 
Ebene  der  Kurve  ftlr  den  Punkt  A  bezeichnet  wird.  Der 
6nmd  ftlr  diese  Bezeichnung  soll  unten  angegeben  werden. 
[Für  die  Schraubenlinie  ist  die  rektifizierende  Ebene  die 
entsprechende  Tangentialebene  des  Gylinders.] 

§  19)  Die  aufeinander  folgenden  Schmiegungsebenen 
der  Baumknryen  umhUllen  die  abwickelbare  Fläche  der 
Tangenten.  Auch  die  beiden  anderen  Gruppen  Ton  Ebenen 
nmhttllen  je  eine  abwickelbare  Fläche.  Wie  nämlich  jede 
Reihe  aufeinander  folgender  Punkte  eine  Kurve  giebt,  ftlr 
welche  die  Verbindungslinien  je  zweier  benachbarter  Punkte 
für  den  Grenzfall  Tangenten  sind,  so  mufs  nach  dem 
Gesetz  der  Dualität  jede  Aufeinanderfolge  von 
Ebenen  eine  Kurve  bestimmen,  ftlr  welche  für  den 
Grenzfall  die  Schnittlinien  je  zweier  aufeinander 
folgenden  Ebenen  Tangenten  sind.  Diese  Tangenten 
bilden  eine  abwickelbare  Begelfläche,  und  da  jede 
Tangente   ganz  in  je   zwei   Ebenen   liegt,   so  wird 

H*lt»ftll6r,  StoTMiMtri«  m.  2 
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diese  Begelfäche  von  den  aufeinander  folgenden 
Ebenen  längs  je  einer  Tangente  berührt.  Die 
Tangenten  nmhttllen  die  Gratlinie  der  abwickel- 
baren Begelfläche. 

§  20)  Je  zwei  anfeiaander  folgende  rektifizierende 
Ebenen  schneiden  einander  in  einer  Geraden,  der  sogenanten 
rektifizierenden  Geraden.  [Bei  der  Schraubenlinie 
handelt  es  sich  um  den  Durchschnitt  zweier  aufeioander 
folgender  Tangentialebenen  des  Cyllnders,  also  ftir  die 
Grenze  um  eine  Gerade  des  Gylinders,  die  im  allgemeinen 
keine  Normale  der  Kurve  ist.  Die  rektifizierende  Gerade 
darf  also  nicht  etwa  mit  der  Binormale  verwechselt 
werden.]  Diese  rektifizierenden  Geraden  bilden  eine 
krumme  Fläche  und  umhüllen  eine  auf  dieser  Fläche  liegende 
Kurve,  die  Gratlinie  der  Fläche,  über  die  die  Fläche  nicht 
hinausgeht  Diese  Fläche  heifst  die  Fläche  der  rekti- 
fizierenden Geraden  der  Kurve.  [Für  die  Schrauben- 
linie handelt  es  sich  um  den  Cylinder  als  Fläche  der 
rektifizierenden  Geraden.  Wickelt  man  ihn  auf  eine  der 
rektifizierenden  Ebenen  ab,  so  wird  die  Schraubenlinie 
eine  Gerade,  d.  h.  eben  sie  wird  rektifiziert  Dafs 
Entsprechendes  ganz  allgemein  stattfindet,  wird  unten 
erläutert.]  Die  Gratlinie  kann  sich,  wie  beim  Kegel, 
auf  einen  Punkt  beschränken,  sie  kann  auch,  wie  beim 
Cylinder,  ganz  im  Unendlichen  liegen. 

Die  rektifizierenden  Ebenen  von  A  und  A^  geben  eine 
rektifizierende  Gterade  als  Durchschnitt.  Die  beiden  ent- 
sprechenden Hauptnormalen  stehen  bezw.  senkrecht  auf  diesen 
Ebenen,  beide  also  kreuzen  die  rektifizierende  Gerade  senk- 
recht Demnach  ist  die  rektifizierende  Gerade 
parallel  zu  dem  gemeinschaftlichen  Lote  benach- 
barter Hauptnormalen.  [Bei  der  Schraubenlinie  ist  die 
Cylinderachse  dieses  gemeinschaftliche  Lot,  die  rektifizierende 
Gerade  also  parallel  zu  diesem.]  Die  aufeinander  folgenden 
rektifizierenden  Geraden  bilden  die  Schmiegungsebene  der 
entsprechenden  Gratlinie. 

§  21)  Je  zwei  aufeinander  folgende  Kormalebenen  der 
Baumkurve  schneiden  einander  in  der  Krümmungsachse 
unter  dem  Kontigenzwinkel  i.  Sie  umhüUen  eine  abwickel- 
bare Begelfläche,  die  Fläche  der  Krümmungsachsen, 
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und  zwar  geschieht  die  Bertthnmg  stets  längs  einer 
KrOmmnngsaehse.  Die  Krttmmnngsachsen  sind  die 
Tangenten  der  Gratlinie  dieser  Fläche.  Da  die 
KrOmnrangsachsen  durch  die  Erünunnngsmittelpnnkte  (a 
gehen,  liegen  die  ErtUnmongsmittelpunkte  anf  der  Fläche 
der  Krttmmungsachsen,  aber  im  allgemeinen  nicht  anf  ihrer 
Oratlinie.  (Bei  der  Schraubenlinie  tritt  letzteres  als  be« 
sonderer  Fall  ein.)  Je  zwei  aufeinander  folgende  Erttm- 
mnngsaehsen  bilden  eine  Schmiegnngsebene  der  Gratlinie. 
[Diese  Gratlinie  wird  sich  später  als  Ort  der  Mittelpunkte 
der  Schmiegungskugeln  herausstellen.]  Die  Fläche  der 
Krümmungsradien  schneidet  die  der  Erttmmungsachsen  in 
der  Kurve  der  Krtbnmungsmittelpunkte,  die  also  auf  beiden 
Flächen  liegt 

§  22)  Zwischen  der  gegebenen  Baumkurve  und 
der  Gratlinie  der  Krümmungsachsen  finden  gewisse 
gegenseitige  Beziehungen  statt. 

1)  Die  aufeinander  folgenden  Tangenten  der  Raumkurye 
sehneiden  einander  unter  dem  zum  Kurvenstttcke  ÄA^  ge- 
hörigen Kontingenzwinkel  x,  ebenso  die  zugehörigen  Normal- 
ebenen. Nun  sind  aber  die  aufeinanderfolgenden  Normal- 
ebenen,  weil  sie  aufeinander  folgende  Krttmmnngsachsen,  also 
aufeinanderfolgende  Tangenten  der  entsprechenden  Gratlinien 
enthalten,  Scimiiegungsebenen  dieser  Gratlinie,  und  da  diese 
Ebenen  sich  unter  dem  Winkel  x  schneiden,  ist  dieser  der 
Sehmiegungswinkel  für  das  entsprechende  Stttck  der  Grat- 
hnie.  Folglich:  Der  Sehmiegungswinkel  fttr  eine  kleine 
Strecke  der  Gratlinie  der  Krttmmnngsachsen  ist 
gleich  dem  Kontingenzwinkel  fttr  eine  entsprechende 
Strecke  der  gegebenen  Baumkurye. 

2)  Aufeinder  folgende  Binormalen  der  Baumkurve 
schneiden  einander  unter  dem  Winkel  a,  unter  dem  sich  die 
auf  ihnen  senkrechten  Schmiegungsebenen  schneiden.  Die 
Krttmmungsachse  ist  aber  stets  paurallel  zur  Binormale,  denn 
sie  liegt  mit  ihr  in  der  Normalebene  der  Kurve  und  beide 
stehen  senkrecht  auf  der  Hauptnormale.  Folglich  schneiden 
rieh  auch  aufeinanderfolgende  Krttmmnngsachsen  unter  dem 
Winkel  a.  Sie  süid  aber  Tangenten  ihre  Gratlinie  und  geben 
also  deren  Kontingenzwinkel.    Folglich: 

Der   Kontingenzwinkel    fttr    ein   kleines   Stttck 

2» 
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der  Gratlinie  der  Krttmmangsachsen  ist  gleieli  dem 
SelimiegiiDgBwinkel  ftlr  das  entsprechende  Stttck 
der  gegebenen  Baamkurve. 

3)  Jede  Schmiegongsebene  der  zweiten  Kurve  ist  normal 
zur  entsprechenden  Schmiegongsebene  der  ersten.  Jede 
Normalebene  der  zweiten  ist  pandlel  za  der  entsprechenden 
Schmiegongsebene  der  ersten,  weil  sie  senkrecht  aof  der 
Tangente  steht,  die  parallel  zor  Binormale  der  ersten  ist 
Die  Normalebenen  der  einen  Eorve  sind  die 
Schmiegongsebenen  der  andern.  Dieser  Parallelismns 
ist  also  gegenseitig.  Die  entsprechenden  Haoptnormalen 
beider  sind  parallel,  denn  die  der  ersten  liegt  zogleich  in 
der  Schmiegongsebene  der  andern  ond  steht  senkrecht  aof 
deren  zugehöriger  Tangente,  aber  aoch  die  Haoptnormale 
der  zweiten  liegt  in  dieser  Schmiegongsebene  nnd  ist  senk- 
recht zor  Tangente.  Jede  Tangente  der  ersten  Eorve  ist 
parallel  zor  entsprechenden  Binormale  ond  der  Sjrümmongs- 
achse  der  zweiten;  jede  Tangente  der  zweiten  ist  paraUel 
zor  entsprechenden  Binormale  ond  identisch  mit  der  Erttm- 
mongsachse  der  ersten.  Also:  Die  besprochenen  recht- 
winkligen Dreikantecken  der  einen  Eorve  haben 
Eanten,  die  parallel  sind  zo  denen  der  entsprechen- 
den Dreikantecken  der  andern.  Demnach  sind  parallel 
die  einander  entsprechenden  rektifizierenden  Ebenen  beider 
Eorven,  also  aoch  die  rektifizierenden  Geraden  beider.  Die 
Schmiegongsebenen  der  einen  sind  parallel  zo  den  ent- 
sprechenden Normalebenen  der  anderen.  [An  dem  Beispiele 
der  Schraobenlinie  sind  alle  diese  Verhältnisse  leicht  zo  er- 
kennen.] 

§  23)  Man  verfolge  die  Entstehong  beider  Eorven  an 
Figor  9.  Hier  ist  die  zo  A  gehörige  Schmiegongsebene 
AA^fi  mit  den  Tangenten  t  ond  t^  horizontal  gedacht,  also 
die  Binormale  AB  ond  die  Ertlmmongsachse  fiK  vertikal; 
fi  ist  der  erste  Ertlmmongsmittelponkt,  Afi  =  Q  der  erste 
Ertimmongsradios,   AA^=^x  =  8  das   erste  Eorvenstttck, 

1  X 

—  =  —  dessen  Erttmmong. 

Wäre  die  Eorve  eben,  so  würde  irgendwo  aof  A^fi^ 
z.  B.  in  J  der  zweite  Ertlmmongsmittelponkt  liegen.  Es  ist 
aber  ein  Schmiegongswinkel  a  vorhanden,  d.  h.  der  nächste 
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Sektor  A^A^fi^  ist  um  die  Tangente  t^  gegen  den  ersten  ge- 
drehty  nnd  zwar  am  diesen  Winkel  o  =  DA^E.  Die  Ebene 
A^fi^J  zeigt  diesen  Winkel  a  an. 

Während  nnn  die  Nonnalebene  AfiKB  mn  den  ^Ix  in 
die  Lage  A^fiKB^  gedreht  war^  tritt  jetzt  an  ihre  Stelle  die 
neue  Nonnalebene  A^ lA^K^By.  Dabei  ist  die  Binormale  A^B^ 
um  a  gegen  A^R  gedreht,  die  Krtlmmnngsachse  i^x^  ^'^  ^ 
gegen  ijlK,    Diese  beiden  Winkel  o  haben  aber  ihre  Ebene 


jur^'^^-^' 


rif.  9.*) 


in  der  Erweiterung  der  senkrechten  Ebene  A^Jf^  aIso 
Bdmeiden  einander  fij^K^  nnd  (jiK  in  emem  Punkte  or,  dem 
ersten  Punkte  der  entstehenden  Qratlinie  der  Krttmmungs- 
aehsen.  Die  neue  Normalebene  A^f^E^B^  ist  um  die  neue 
KrOnunungsachse  fi^JS^i  zu  drehen^  was  den  zweiten  Sektor 
ndt  dem  EontingenzwiDkel  x^  giebt.  Jetzt  hat  man  fortzu- 
fahren, wie  vorher.  Sind  im  besonderen  Falle  die  Erflmmungs- 
isdien  Qj  q^  ...  gleieh  grofs,  so  fallen  die  G  mit  den  /u  zu- 
samm^.    (VgL  Schraubenlinie.) 

Oben  wurde  rein  schematlBch  die  zweite  Krttmmung  als 

i       a 


*)  In  Figur  9  ist  an  der  untersten  Linie  (»  zn  lesen  fi  statt  fn. 
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definiert.  Geometrisch  kann  man  sie  veranschanUchen,  indem 
man  A^  B^  nnd  A^  B*  soweit  veriängert,  dafs  der  gleieh- 
sohenklige  Winkel  B^  A^  B'  einen  Bogen  N^^N'  =  8  spannt, 
denn  dann  ist 

s^=ar  nnd  A^  N^  =i  A^N'  =^  r. 

Einen  eigentlichen  Krtimmnngsmittelpnnkt  giebt  es  hier 
nicht,  weil  A  B  nnd  A^  B^  einander  Isrenzen,  nicht  sclmeiden. 

§  24)  Die  einander  kreuzenden  Erttmmnngsradien  q 
nnd  n^  haben  irgendwo  ihre  Ereozongslinie,  d.  h.  ihr  gemein- 
schaftliches Lot,  nnd  dieses  ist  parallel  znr  rektifizierenden 
(Geraden  fttr  A^.    (Vgl  Schraubenlinie.) 

Der  Krenznngswinkel  von  ^  nnd  q^  ergiebt  sich 
folgendermafsen.  Man  ziehe  (in  der  horizontalen  Schmiegnngs- 
ebene)  A^  H  ||  ^,  dann  ist  der  Winkel  HA^  /i.  gleich  dem 
gesuchten  Ereuzungswinkel.  Denkt  man  sich  nm  A^  die 
Einheitskugel  gelegt,  so  wird  diese  von  A^J^A^H  und  A.  fi^ 
in  Punkten  2>,  F  und  E  durchstofsen,  welche  em  sphärisches 
rechtwinkliges  Dreieck  DFE  geben,  welches  den  rechten 
Winkel  bei  D  hat.  Da  jedoch  die  Seiten  dieses  Dreioks 
sehr  klein  sind,  kann  man  es  als  eben  betrachten,  so  dab 
DE*^DF*  =  EF*  ist.  Nun  ist  aber  DE=a,  DF=x 
(Wechselwinkel)  und  EF  =  g^  wenn  man  unter  g  den  am 
Einheitskreis  gemessenen  Kreuzungswinkel,  gewissermafsen 
die  ganze  Drehung,  versteht    Es  ist  also 

1)  ^' =  ''•  +  <=  (7) +(7)*- 

Setzt  man  ebenso  schematisch,  wie  vorher,  für  die  Oe- 
samtkrtlmmung  g  den  Radius  gleich  i2,  so  hat  man  ftlr  den 
Kurvenbogen  8  die  Gleichung 

i  =  Rg 
woraus  folgt 


«•  «•       .       #• 


Dadurch   geht  Gleichung   1)  tlber  in    pf  =  — rH — i 
oder  in 

B}~~^'^    T 


2)  »t  —  "ir"!"  .«• 
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Gleichung  1)  giebt  den  Lancretschen  Satz:  Das 
Qaadrat  der  Gesamtdrehnng  fttr  ein  Knrvenstttck 
ist  gleich  der  Snmme  der  Quadrate  der  beiden 
Einzeldrehungen.  In  zweiter  Form  lautet  et:  Das 
Quadrat  der  GesamtkrUmmung  ist  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  beiden  Einzelkrttmmungen. 

Auch  R  läfst  sdch  geometrisch  veranschaulichen.  Mau 
hat  nur  die  Schenkel  des  Winkels  HAJE  so  lang  zu  machen, 
daCs  der  gleichschenklige  Winkel  den  Bogen  8^=AA^ 
spannt 

§  25)  Die  Radien  ^,  r  und  R  stehen  in  einem  einfachen 
geometrischen  Zusammenhange:  Bildet  man  ein  recht- 
winkliges Dreieck  mit  den 
Katheten  q  und  r,  so  ist 
die  Höhe  auf  der  Hypo- 
tenuse gleich  R.  Der  dop-  '' 
pelte  Dreiecks-Inhalt  ist  näm- 
Hch  2J=Qr  =  hcy  wenn  die 
Hypotenuse  gleich  e  gesetzt 
wild,  also  ist 

A  =  -^,   folglich   -  =  .^=^-^=.^^--,  =  -^ 

wie  behauptet  war. 

Kennt  man  demnach  zwei  dieser  drei  Krümmungsradien, 

so  kennt  man  auch  den  dritten.    Daraus  lassen  sich  viele 

i 
Folgerungen  ziehen.    So  ist  z.  B.  -^^  stets  grOCser  als  jede 

der  Gröfsen  -y  mid  — y,  folglich  ist  R  stets  kleiner  als  jede 

der   Gröfsen  q  und  r,    was    auch    die    Dreiecksfigur    10) 
sofort  zeigt. 

(Man  versuche  alle  diese  Sätze  an  der  Schraubenlinie 
zu  veranschaulichen.) 

§  26)  In  Figur  11  seien  A^A^  und  A^  drei  aufeinander 
folgende  Punkte  einer  Baumkurve,  ty  t^  und  ^  die  zugehörigen 
Tangentenrichtungen.  Dabei  liegen  t  und  f^  in  der  ersten 
Schmiegnngsebene  CDEF^  t^  und  ^  in  der  zweiten 
Schmiegungsebene  QHA^P^,  beide  Ebenen  schneiden  ein* 
ander  unter   dem  Winkel  er,   während  t  und  <^  sich  unter 
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dem  Winkel  x  sdmeiden.  AB  sei  die  rektifizierende  Gerade^ 
in  der  sich  die  zn  ^  nnd  A^  gehörigen  und  dnreh  t  bezw.  t^ 
gehenden  rektifinerenden  Ebenen  schneiden.  Man  fälle  von 
einem  Pnnkte  M  der  Geraden  AB  ans  ein  Lot  auf  t  und 
ein  solches  anf  t^,  dann  steht  das  eine  senkrecht  auf  der 
ersten,  das  andere  senkrecht  anf  der  zweiten  Schmiegongs- 
ebene.  Dies  giebt  Dreiecke  AMP  nnd  AMP^^  von  denen 
das  eine  in  der  ersten,  das  andere  in  der  anderen  rekti- 
fizierenden Ebene  liegt  Dabei  ist  Winkel  PMP^  =  a,  das 
Dreieck  PMP.  aber  kann,  da  PP^  verschwindend  klein 
ist,  nnd  es  sich  nm  Lote  handelt,  als  gleichschenklig  be- 
trachtet werden.  Demnach  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
PA  M  nnd  P^AM  iXix  den  Grenzfall  kongment,  folglich  ist 
auch  PP^A  ein  gleichschenkliges  Dreieck  mit  dem  Winkel 
X  an  der  Spitze. 


FIf.  11. 

Man  kann  nnn  M  anf  AB  so  wählen,  dals  AP= q  =  AP^ 
ist,  dann  ist  der  nm  A  mit  Radins  ^  gelegte  Kreisbogen 
PP^  =  ^A  ==  «  =  AA^.    Aber  anch  PM .  a  ist  gleich  «,  also 

PM  =  —  =  r,  d.  h.  gleich  dem  Radius  der  zweiten  Krümmung. 

Jetzt  lege  man  durch  PP^  eine  zur  rektifizierenden  Geraden  A  B 
normale  Ebene,  wodurch  das  gleichschenklige  Dreieck  PNP^ 
entsteht  Dabei  ist  PN  die  zur  Hypotenuse  gehörige  Höhe 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  den  Katheten  r  und  ^, 
also  nach  obigem  PN  =  R^  d.  h.  gleich   dem  Radius  der 
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gesamten  Erttminung   der  Kurve   bei  A.    Setzt   man   also 
den  im  BogemnafB  gemessenen  Winkel  PNP^  =  g'^  so  ist 

R.g'=^FP^  =  8y  also  g'=^  =  ff^  d.  h.  gleich  dem  Winkel 

der  gesamten  Drehong  oder  gleich  dem  Erenznngswinkel 
Ton  Q  and  q^  fttr  die  Eurvenstrecke  AA^. 

Jetzt  sind  alle  drei  Krttmmongsradien  nnd  Erttmmnngs- 
winkel  zugleich  geometrisch^  yeransehanlicht,  nnd  man  hat 
im  ganzen  das  folgende: 

Macht  man  eine  Tangente  einer  gegebenen 
Banmknrye  (vom  Bertthrnngspankte  ans  ge- 
messen) gleich  dem  Erttmmnngsradins  ^fttr  den 
Bertthrnngspunkt  Ay  und  legt  man  dnrch  den 
Endpunkt  eineNormalebene  zur  Tangente,  so 
erhält  man  einen  Normalschnitt  (PPj)  zur  Tan- 
gentenfläche, dessen  Erttmmungsradins  {PM) 
gleich  dem  Radius  rder  zweiten  Erttmmung  der 
Earyo  für  A  ist,  und  dessen  Erttmmungsmittel- 
punkt  auf  der  rektifizierenden  Geraden  der 
Eurve  fttr  den  Punkt  A  liegt.  Legt  man  ferner 
durch  das  kleine  Bogenstttck  PP^  des  Normal- 
schnitts, welches  der  Eurvenstrecke  AA^  ent- 
spricht, eine  Normalebene  PP^N  zur  rekti- 
fizierenden Geraden,  so  giebt  PN  den  Radius  i2 
der  gesamten  Erttmmung  fttr  den  Punkt  A  der 
Baum  kurve.  Dabei  zeigt  sich,  dafs  derWinkel^, 
anter  dem  sich  die  beiden  rektifizierenden 
Ebenen  fttr  ein  kleines  Eurvenstttck  AA^  schnei- 
den, gleich  dem  Erenznngswinkel  der  zu- 
gehörigen Er  ttmmungsra  dien  ^ und ^2,  also  gleich 
dem  Winkel  der  gesamten  Erttmmung  ist. 

§  27.  [Fttr  die  Schraubenlinie  vom  Steigungswinkel  y 
imd  vom  Cylinderradius  r^  ergiebt  sich  (Figur  12)  folgendes: 

Man  bilde  das  rechtwinklige  Dreieck  ADZ^  dann  ist 
AZ  =  q  der  erste  Ejümmungsradius  der  Schraubenlinie. 
Macht  man  AP=^AZ  =  (i  und  errichtet  man  auf  ^IP  inP 
ein  Lot,  so  giebt  dieses  auf  der  Cylindergeraden  MA  einen 
Punkt  Jf]  derart,  dafs  PM^  =  r  der  Radius  der  zweiten 
Krümmung  fttr  A  ist  Das  Lot  PN  giebt  den  Radius  R 
der  gesamten  Erttmmung  fttr  A  an.    Alle  diese  Radien 
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sind  fflr  die  Schraubenlinie  konstant  Ist  nun  AA^ 
ein  kleiner  Bogen  s  der  letzteren,  so  hat  man  im  Grundrils 
in  Winkel  A!M*A\  den  Ereuzungswinkel  g  der  aufeinander 
folgenden  Radien.    Macht  man  also  M'Z^  =zPN^  so  giebt 


Flg.  la.*) 


Z^ZT^  den  AuMIsbogen  AA^=z8.  Dagegen  würde  im  Gmnd- 
rifs  2(,Z^(i'Z^  den  Kontingenzwinkel  x  geben,  wenn  man 
Zfi* = Q  macht,  wobei  fi'  unterhalb  fi  fällt  Macht  man  endlieh 

*)  In  Figur  12  leae  man  k  statt  k  and  a  statt  &. 
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Z^W=  r,  80  ist  fttr  den  Orenzfall  4-^  WZ'^  =  a,  d.  h.  gleich 
dem  SduniegangswiiikeL  Will  man  eine  besondere  Figur 
maehen,  so  errichtet  man  besser  ttber  Z'Z*^  gleichschenklige 
Dreiecke  mit  den  Schenkeln  Qj  r  und  12.    Dabei  ist 

^       008*/'  tany       cos*y   tany       cosysiny' 


R  =  ^cosy  =  — ^  cosy  = 


cos'y       '        cosy 

1         i        i 
Darans  bestätigt  sich  die  Gleichung  -^  =  — ^  -f-  -^  in 

der  Form  cosV  =  cos*y +  cos*ysin'y.    Anch  ist  leicht  zu 

zeigen,  dafs  für  «  =  — j  i  h.  fttr  den  n*^  Teil  des  Umgangs, 

.^  «2^  8  27t  «  2^  .  T 
ist  g=  -^  = ,  x  =  —  = cosy,  a  =  —  = smyj 

Da  f flr  die  Schraubenlinie  r  =  --^ — ,  fttr  die  zugehörige 

tan  y '  ©       -o 

Gxatlinier^=  tan(9(?>  — y)  =g*™y>  ^  *^^  **^^  ^  ^® 
mittlere  Proportionale  zwischen  den  Radien  der  zweiten 
KrOmmung  fttr  die  Schraubenlinie  und  die  zugehörige  Orat- 
linie  der  Krttnmiungsachsen  ist 

§  28)  Aus  obigem  folgt:  Soll  eine  Kurve  Überhaupt 
gekrttnunt  sein,  so  ist  fttr  das  kleine  Stttck  AA.  zunächst 
ein  Kontigenzwinkel  x  nötig,  der  von  Null  verschieden  ist. 
Soll  noch  eine  zweite  Erttmmung  vorhanden  sein,  so  ist  auch 
noch  ein  Schmiegungswinkel  a  nötig.    Die  G«samtkrttmmung 

ist  dann  g  =  V  x*  -|-  a\  Hebt  man  den  Schmiegungswinkel  o 
auf,  so  kann  dies  dadurch  geschehen,  dals  man  die  Tan- 
gentenfläche auf  eine  der  Schmiegungsebenen  abwickelt. 
Dadurch  vnrd  die  Kurve  eben,  behält  aber  denselben  Kon- 
tingenzwinkel  bei.  Läfst  man  auch  irgendwie  den  Kontingenz- 
wiiJLel  veisehwinden,  so  erhält  man  eine  Gerade  von  un- 
verinderter  Länge. 

Aus  der  Gleichung  jjt*  =  x*  -f~  ^*  folgt,  daCs,  wenn  man  g 
verschwinden  läfst,  sowohl  x  als  auch  a  verschwinden.  Da 
mm  je  zwei  aufeinander  folgende  rektifizierende  Ebenen  d^ 
Winkel  g  bilden,  so  werden  g^  x  und  a  zugleich  aufgehoben. 
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wenn  man  die  Fläche  der  rektifizierenden  (xeraden  auf  eine 
der  rektifizierenden  Ebenen  abwickelt.  Folglich  gilt  ganz 
allgemein  der  Satz: 

Wickelt  man  bei  einer  Ranmknrve  die  Fläche 
der  rektiHzierenden  Gieraden  auf  eine  der  rekti- 
fizierenden Ebenen  ab,  so  wickelt  man  die  Ranm- 
kurve  so  ab,  dafs  sie  eine  Gerade  wird. 

So  zeigt  sich  ganz  allgemein,  dafis  der  Name  der  rekti- 
fizierenden Geraden,  der  rektifizierten  Ebene  und  der  Fläche 
der  rektifizierenden  Greraden  sehr  bezeichnend  gewählt  ist 
(Vgl.  Schranbenlinie.) 

§  29)  Der  Vollständigkeit  halber  sei  noch  folgendes 
ttber  die  Schmiegnngskngel  beigeftlgt: 

Der  zu  einem  Punkte  A  einer  Baumkurve  gehörige  (in 
der  Schmiegungsebene  liegende)  Erttmmnngskreis  g  mit  dem 
Mittelpunkte  fi  bertthrt  die  Kurve  inniger,  als  jeder  andere 
der  sie  dort  bertthrenden  Kreise.  Jeder  der  letzteren  hat 
mit  der  Kurve  nur  zwei  benachbarte  Punkte  A  und  A^ 
gemein,  ein  berührender  Kachbarkreis  dagegen  Punkte  A^^ 
und  A^.  Nun  schneiden  sich  aber  benachbarte  in  der 
Schmiegungsebene  liegende  Normalen  in  /u,  der  um  fi  gelegte 
Bertlhrungskreis  gehört  also  beiden  Normalen  an  und  hat 
mit  der  Kurve  drei  Punkte  Ay  A^  und  A^  gemein. 

Durch  den  genannten  Krtlmmungskreis  lassen  sich  un- 
endlich viele  Kugeln  legen.  Die  Krttmmungsachse  von  A 
ist  aber  senkrecht  auf  der  zugehörigen  Schmiegungsebene 
und  geht  durch  /u,  auf  der  Krttmmungsachse  liegen 
also  sämtliche  Mittelpunkte  dieser  Kugeln.  Jede 
dieser  Kugeln  geht  durch  die  Punkte  A^  A^^  A^  der  Saum* 
kurve  und  bertthrt  sie  demnach  in  drei  Punkten. 

Nun  schneiden  sich  aber  zwei  benachbarte  EoUmmungs- 
achsen  in  einem  Punkte  G  der  zugehörigen  Gratlinie.  Um  G 
läfst  sich  also  eine  Kugel  legen,  welche  die  Kurve  nicht 
nur  in  den  Punkten  AA^^A^  bertthrt,  sondern,  der  benach- 
barten Krttmmungsachse  wegen,  auch  in  A^^A^A^^  so  dafs 
sie  im  ganzen  die  vier  Punkte  Aj  A^^  A^^  A^  mit  der  Raum- 
kurve  gemein  hat.  Diese  Kugel  bertthrt  also  die  Raumkurve 
bei  A  inniger,  als  jede  andere  bertthrende  Kugel.  Sie 
heifst*  die  Schmiegungskugel  der  Raumkurve  fttr  den 
Punkt  A.    Folglich; 
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Die  Gratlinie  der  Fläche  der  Erfimmungsachsen 
^iner  Raumknrye  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  für 
ihre  Sehmiegnngskngeln. 

[Bei  der  Schraubenlinie  fallen,  weil  alle  q  gleich  lang 
sind,  die  G  mit  den  /u  zusammen,  also  sind  bei  ihr  die 
Erflmmungsmitielpunkte  fi  die  Centra  der  Schmiegungskugeln. 
Dies  gilt  yon  allen  Baumkuryen  yom  konstanten  Krümmungs- 
radius f,] 

§  30)  Das  Gegebene  umfafist  das  Minimum  der  Vor- 
kenntnisse, die  man  nötig  hat,  um  die  Frage  zu  entscheiden, 
ob  die  Guldinschen  Begeln,  besonders  die  Flächenformel, 
sich  irgendwie  auf  allgemeine  Baumkuryen  ausdehnen  lassen. 
(Eine  ganze  Beihe  yon  Lebrbttchem  und  Abhandlungen  spricht 
sich  in  dieser  Hinsicht  yerhältnismäfsig  kritiklos  aus.)  Un- 
stetigkeiten  wurden  im  obigen  absichtlich  ausgeschlossen. 
In  litterarischer  Hinsicht  sei  bemerkt,  dals  Prof.  Schell  in 
seiner  „allgemeinen  Theorie  derEuryen  doppelter  Krümmung^, 
Leipzig  bei  Teubner,  2.  AufL  1898,  eine  rein  geometrische 
Darstellung  der  Baumkuryen  giebt,  an  die  sich  das  obige 
mehlfach  anschliefst.  Er  bezeichnet  dabei  unendlich  kleine 
Earyenelemente  nach  der  Methode  der  Differentiahrechnung, 
was  hier  streng  unterlassen  ist.  In  Bd.  U  der  analytischen 
Geometrie  des  Baumes  yon  Salmon-Fiedler,  Leipzig  bei 
B.  G.  Teubner,  wird  der  Gegenstand  sehr  ausführlich  ana- 
lytisch behandelt  Enapper  geschieht  dasselbe  in  Luigi 
Bianchis  Differentialgeometrie,  übersetzt  yon  M.  Lukat, 
Leipzig  bei  Teubner.  In  demselben  Verlage  erschienen  ent- 
sprechende Werke  yon  Enoblauch  und  y.  Lilienthal 
ttber  denselben  Gegenstand.  Monge  und  seine  Schule 
sind  zuerst  grundlegend  mit  den  Hilfsmitteln  der  dar- 
stellenden Geometrie  und  der  Analysis  an  die  betreffenden 
Fragen  herangetreten. 

§  31)  Zunächst  soll  die  Guldinsche  Inhaltsformel  (nicht 
die  Flächenformel)  auf  ihre  Ausdehnbarkeit  untersucht  werden, 
d.  h.  hinsichtlich  des  Schwerpunktweges  als  beliebige  Baum- 
kurye.  Unstetigkeiten  der  letzteren  sollen  yon  der  Betrach- 
tung ausgeschlossen  bleiben,  so  z.  B.  plötzliche  Änderungen 
der  Bichtung  (Enicke,  Bückkehrpunkte  u.  dergl.),  plötzliche 
Änderungen  der  Gröfse  und  Lage  des  Erümmungsradius  ^, 
der  Winkel  a  und  x  für  kleine  Euryenstücke  yon  gleicher 
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Gröfse,  Unterbrechungen  im  Verlaufe  des  SchwerpnnktBwegee. 
Einzelne  Unstetigkeiten  können  bisweilen  onschftdlich  sein. 
In  der  fiegel  sind  sie  es  aber  nicht,  namentlich  sind  aUe 
Fälle  ansznschliefsen,  bei  denen  die  Anzahl  der  Unstetig- 
keiten anf  endlicher  Strecke  unendlich  groCs  wird.  AUe 
Arten  von  Unstetigkeit  würden  besondere  Untersuchung  er- 
fordern, anf  die  hier  verzichtet  werden  solL 

d)  Ausdehnung  der  Guldinsclien  Inhaltsformel  auf  den 
Fall,  daüB  der  Sohwerpunkt  der  bewegten  ebenen  Flflohe 
sieh  stets  senkrecht  gegen  die  Fliehe  auf  einer  beliebigen 

Baumkurve  bewegt. 

§  32)  Die  Baumkurve  SS^S^  des  Schwerpunktsweges 
entstehe  anf  die  in  Figur  9  dargesteUte  Weise.  Dabei  seien 
SS^fjiy  S^S^fi^j ...  die  aufeinander  folgenden  Schmiegungs- 
ebenen.  Die  erste  werde  z.  B.  als  horizontal  angenommen, 
so  dafs  die  Tangenten  t  und  t^  horizontal  sind,  während  ^ 
nicht  mehr  horizontal  ist;  ju  und  f^  sind  die  beiden  ersten 
Krttmmungsmittelpunkte,  fiK  und  /u.  £^  sind  die  beiden 
ersten  Erttmmungsachsen,  SB  und  S^B^  (parallel  zu  diesen) 
die   beiden   ersten   Binormalen.     Die   beiden  Erümmungs- 


Fif  .  18. 


Amdehnnsg  der  Guldinschea  Inhaltsformel  auf  den  Fall  etc.       31 

achsen,  Ton  denen  die  erste  senkrecht  zn  denken  ist, 
sehneiden  sich  in  G^  dem  ersten  Pnnkte  der  Gratünie  für 
die  Fläche  dieser  Achsen.  [Bei  der  Scluraabenlinie  ist 
^  =  ^1,  daher  fällt  bei  ihnen  G  mit  pi^  in.  N  znsammen.] 
Die  Hü&ebene  fiS^fi^  ist  senkrecht  zh  denken.  In  ihr  liegen 
liK  und  fi^K^- 

In  Fignr  13  ist  die  Entstehung  des  Körpers  aus  der  ebenen 
Fläche  CDEF  dargestellt.  Die  letztere  liegt  in  der  ersten 
Normalebene  BSfiK  des  Schwerpunktsweges  und  bleibt 
während  der  ganzen  Drehung  um  die  Achse  iiK  stets  in 
der  bis  in  die  Lage  C^S^giK  sich  drehenden  senkrechten 
Ebene.  Alle  Pnnkte  der  Fläche  bewegen  sich  bis  dahin  auf 
Parallelkuryen,  die  horizontal  liegende  Kreise  sind. 

Die  zweite  Bewegung  erfolgt  um  die  Achse  f^fK^y  die 
beim  Anfang  in  der  Ebene  von  C^D^Ej^F^  liegt  und  während 
der  neuen  Bewegung  stets  in  der  Ebene  der  Fläche  F  bleibt. 
Da  aber  fi^K^  schräg  liegt,  kann  bei  dieser  Bewegung  die 
Fläche  F  nicht  mehr  senkrecht  bleiben.  Die  neue  Bewegung 
des  Schwerpunktes  erfolgt  zunächst  in  der  Tangente  t^ ,  geht 
aber,  stets  senhrecht  zu  jP,  allmählich  in  die  Richtung  von 
t^  aber,  welches  nicht  mehr  horizontal  ist.  Vor  dem  Ein- 
tritt in  die  zweite  Bewegung  könnte  die  Fläche  noch 
Drehungen  in  ihrer  Ebene  um  S^  machen,  von  solchen  soll 
aber  zunächst  abgesehen  werden,  was  einen  ersten  Fall  giebi 

§  33)  Erster  Fall.  Die  Fläche  macht  vor  dem  Ein- 
tritt in  die  zweite  Bewegung  keine  Drehung  um  den  Schwer- 
punkt S^.  Dann  sind  die  neuen  Parallelkurven  fttr  die 
einzelnen  Punkte  (Kreisbogen,  parallel  zur  zweiten  Schmie- 
gungsebene)  die  einfachen  Fortsetzungen  der  yorhergegangenen. 
Alle  Punkte  bewegen  sich  also  während  der  ge- 
samten kleinen  Einzelbewegungen  in  Parallelkuryen 
zur  Schwerpunktskurye. 

Da  die  Guldinsche  Inhaltsformel  für  alle  ein- 
zelnen Teile  gilt,  bleibt  sie  auch  für  den  gesamten 
Körper  in  Geltung. 

Die  Oberflächen  yon  Körpern  dieser  Art  sollen  als 
Kanalflächen  im  engeren  Sinne  bezeichnet  j^erden. 

§  34)  Zweiter  Fall.  Das  Bestehen  der  Guldinschen 
Inhaltsformel  wird  nicht  aufgehoben,  wenn  die  Fläche  beim 
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Eintritt  in  jede  nene  Elementarbewegnng  eine  Drehung  in 
der  augenblicklichen  Ebene  um  den  Schwerpunkt  maiät^) 

Denkt  man  sich  diese  Drehungen  während  der  Be- 
wegung kontinuierlich  in  sonst  beliebiger  Weise  erfolgend, 
so  werden  auf  der  einen  Seite  der  augenblicklichen  Binormalen 
die  Punkte  erhöht,  auf  der  andern  erniedrigt  und  zwar  so, 
dafs  diese  Erhöhungen  und  Erniedrigungen  proportional  der 
Entfernung  vom  Schwerpunkt  S  sind.  Folglich  bleiben 
die  Bewegungskurven  der  einzelnen  Punkte 
nicht  mehr  Parallelkurven  der  Schwerpunkts- 
kur ven.  Die  entsprechenden  Oberflächen  können  als 
Kanalflächen  im  weiteren  Sinne  gelten. 

Die  Oberfläche  erhält  im  allgemeinen  eine  ganz  neue 
Oestalt  durch  diese  Drehungen,  und,  wie  sich  unten  zeigen 
wird,  auch  einen  anderen  Flächeninhalt.  [Nur  der  Fall  ist 
ausgenommen,  dafs  die  bewegte  Fläche  ein  Kreis  ist,  dessen 
Drehungen  um  S^  keinen  Einflufs  haben.  Dies  giebt  die  so- 
genannten Röhren  flächen  im  engsten  Sinne,  welche 
z.  B.  als  umhüllende  Fläche  einer  Kugel  auftreten,  deren 
Mittelpunkt  sich  auf  beliebiger  Baumkurve  bewegt,  z.  B.  auf 
einer  Schraubenlinie.] 

§  35)  Ein  Sonderfall  des  zweiten  Falles.  Es 
kann  gefordert  werden,  dafs  der  Krümmuhgsradius  mit  der 
bewegten  Kurve  bezw.  Fläche  stets  starr  verbunden  bleibt 
(dafs  also  die  Fläche  stets  längs  derselben  Geraden  DF  mit 
ihm  verbunden  ist).  Soll  dies  geschehen,  so  mufs  am  Binde 
jeder  Elementarbewegung  die  Fläche  in  ihrer  Ebene  um  den 
Schmiegungswinkel  a  des  Schwerpunktsweges  gedreht 
werden.  [Dies  wird  z.  B.  bei  allen  Schraubengewinden 
gefordert.  Deshalb  bewegen  sich  bei  diesen  die  Punkte  der 
Fläche  F  nicht  auf  Parallelkurven,  sondern  auf  Schrauben- 
linien von  verschiedenen  Steigungswinkeln  und  verschie- 
denen a.]  Man  könnte  die  entsprechenden  Oberflächen  als 
geschraubte  Kanalflächen  bezeichnen.  Selbstver- 
ständlich gilt  auch  hier  die  Guldinsche  InhaltsformeL 

Auf  den  stattfindenden  Drehungen  in  der  Ebene  der 
Fläche  beruht,  vne  sich  zeigen  wird,  die  Schwierigkeit  der 


*)  Auch  hier  hedttrfen  die  Bemerkungen  in  Baltsers  Elementen 
(n,  Seite  268)  einer  Korrektur. 
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Berechnung  yon  Schraabenflächen.    Über  solche  sei  einiges 
eingeflchaltei 

e)  BinigeB  über  Bohranbengewinde,  was  mit  der  Ooldinschen 

Inhaltaformel  sasammenhangt. 

§  36)  In  Figor  14  ist  zunächst  die  Einteilung  des  in 
Parallelperspektiye  gezeichneten 
Ereiscylinders  in  kongmente  Sek- 
toren durchgeführt  Die  regel- 
mäßige Einteilung  des  Halbkreises 
ist  dabei  auf  den  Durchmesser 
projiziert  worden.  Daraufist  jeder 
Sektor  an  der  Cylinderachse  ab- 
wärts geschoben,  derart,  dafs  eine 
Art  Wendeltreppe  mit  gleich 
hohen  und  gleich  „breiten^  Stufen 
entsteht,  deren  Aufseuecken  also 
in  Schraubenlinien  liegen.  Denkt 
man  sich  die  Anzahl  der  Sek- 
toren unendlich  grofs,  so  erhält 
man  einen  Körper,  der  von  zwei 
^Minimalschraubenflächen'*  und 
einem  ejlindrischen  schrägen  Pa- 
rallelstreifen (der,  auf  die  Ebene 
abgewickelt,  einen  geradlinig  be- 
grenzten Parallelstreifen  giebt)  be- 
grenzt wird.  Der  Parallelstreif, 
der  vorher  (beim  Cylinder)  in  die 
Ebene  abgewickelt  ein  Rechteck 
gab,  giebt  jetzt  ein  Parallelogramm 
von  demselben  Flächeninhalt.  Da- 
gegen sind  die  früheren  Normal- 
schnitte  des  Cylinders  in  Schrau- 
benflächen  gröfseren  Inhalts  über- 
gegangen, der  später  berechnet 
werden  soll  (wozu  die  Ouldinsche 
Flächenformel  untauglich  ist). 

Der   Inhalt    der   Körpersektoren    hat    sich    durch   die 
Verschiebung    nicht    geändert.      Für    den    Cylinder    war 

J=  2nQ^F^  =  2n  T^j  F,  =  nr^ .  (r^b)  =  nr\h,    wenn    h 

Ho  1 1 B  A 1 1  •  r ,  SterMmttri»  ZU.  3 


Uff.  14. 
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die  Reohteckshöhe  war.  Dieselbe  Gnldinsche  Formel 
J=27tQ^F^  gilt  also  auch  fOr  den  Umgang  des 
betrachteten  Schraubengewindes,  wie  grols 
auch  die  Ganghöhe  der  Schraube  sei. 

§  37)  In  den  Figuren  15  bis  18  sind  einige  andere 
Gewinde  angedeutet.  Figur  15  steUt  das  sogenannte  f  1  a  c  h  e 
Schraubengewinde  dar,  welches  durch  Schrauben- 
bewegung eines  rechteckigen  Profils  entsteht.    Figur  16  ist 


FIf.  16. 


Flg.  16. 


r 


Wh 


F«g,  17. 


das  sogenannte  scharfe  Ge- 
winde, durch  Schraubenbewegung 
eines  gleichschenkligen  Dreiecks 
entstehend.  Man  kann  das  Dreieck 
nach  innen  soweit  fortsetzen,  dafs 
die  innere  Schraubenlinie  mit  der 
Gylinderachse  zusammenfällt.  Figur 
17  deutet  die  Entstehung  des 
trapezischen  Gewindes  an, 
Figur  18  die  eines  gewissen  aus 
dem    Halbkreise     hervorgehenden 
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Gewindes.     Diesen   Formen   liefsen  sich  noch  viele  andere 
^insehliefsen. 

An  jedem  solchen  Gewinde  kann  man  dieselbe  Sektoren- 
betrachtnng  Yornehmen  wie  vorher.  Jedesmal  bleibt  beim 
Übergänge  vom  Drehungskörper  znm  Schraubengewinde  der 
körperliche  Inhalt  derselbe.  Da  aber  der  erstere  mit  Hilfe 
der  Gnldinschen  Regel  berechnet  wird,  so  gilt  diese  auch 
ftlr  den  Inhalt  des  Schraubengewindes.  Das  Profil  des 
Gewindes  ist  hier  stets  im  Haupt- 
sehnitte  (durch  die  Cylinderachse 
gelegt)  zu  denken,  also  schräg 
gegen  die  auftretenden  Schrauben- 
linien, insbesondereder  zum  Flächen- 
schwerpunkt gehörigen.  Die  Regel 
lautet  also: 

Der  körperliche  Inhalt 
eines  Schraubengewindes  für 
einen  Umgang  ist  gleich  dem 
des  entsprechendenDrehungs- 
körpers,  also 

1)  J  =  2nQ^F^, 

wo  ^^  den  Schwerpunkts- 
abstand des  Profils  von  der 
Cylinderachse,  F^  die  im 
Hanptschnitt  liegende  Pro- 
filfläche bedeutet 

So  ist  z.  B.  der  Inhalt  des  in 
Figor  18  dargestellten  Gewindes 
gleich  dem  der  entsprechenden 
Engel. 

§  38)  Man  denke  sich  durch  das  Gewinde  einer  Schraube 
irgendwo  einen  Normalschnitt  zur  Cylinderachse 
gelegt.  Alle  so  entstehenden  Schnittflächen  sind  kongruent, 
und  um  gewisse  Winkel  gegeneinander  gedreht,  wobei  die 
Drehong  um  die  Cylinderachse  erfolgt  Man  kann  sich  also 
das  Gewinde  auch  so  entstehend  denken,  dafs  diese  Schnitt- 
fläche F^  sich  an  der  Cylinderachse  parallel  zu  sich  selbst 
hmau&cMebt,  dafs  aber  dabei  die  Fläche  Drehungen  um 
diese  Achse    macht,    die    proportional    dem  Aufsteigen  vor 

3» 
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sich  gehen.  Ist  nun  die  Ganghöhe  des  Gewindes  gleich  &, 
so  folgt  als  körperlicher  Inhalt 

2)  J=hF^, 

denn  nach  Cavalieri  bleibt  der  Inhalt  gleich  dem  eines  über 
jenem  Normalschnitt  stehenden  Cylinders  bezw.  Prismas  (bei 
dem  nur  die  Verschiebung,  nicht  aber  die  Drehung  stattfindet). 

§  39)  Man  denke  sich  jetzt  das  Gewinde  folgender- 
mafsen  entstehend:  Der  Schwerpunkt  einer  ebenen  Fläche  F 
bewege  sich  stets  senkrecht  gegen  diese,  sein  Weg  aber  sei 
eine  Schraubenlinie.  Damit  nun  alle  Punkte  Schrauben- 
linien derselben  Ganghöhe  geben,  mufs  die  Fläche  nicht 
nur  die  Drehungen  k  um  die  Krttmmungsachsen  des  Schwer- 
punktweges mitmachen,  sondern  auch  die  Drehungen,  die 
den  sehr  verschiedenen  Torsionswinkeln  a  der  einzelnen 
Schraubenlinien  entsprechen,  in  der  eigenen  Ebene  zurück- 
legen, wie  in  §  35  gezeigt  war. 

Ist  nun  r^  der  Cjlinderradius  fttr  die  Schraubenlinie 
des  Schwerpunktes  der  bewegten  Fläche,  und  h  die 
gemeinschaftliche  Ganghöhe,  also  der  Steigungswinkel  durch 

tany  =  — bestimmt,  so  ist  der  Schwerpunktweg  fttr  einen 

Umgang  w  =  — — ,  der  Ejrttmmungsradius  des  Schwerpunkt- 

T 

weges  Q  ^=  — 4"-  ^^^  Inhalt  fttr  einen  Umgang  wird  dann 
nach  der  erweiterten  Guldinschen  Inhaltsformel 

3)  J=wF=J^F=—'^F=r27tQeo%yF 

smy  cosy  ^ 

=  27tQF'  =  2n:aF. 

Hier  ist  F'  =  Fcosy  eine  gewisse  Projektion  der  be- 
wegten Fläche  und  27tQ  gleich  einer  Kreisbahn  vom  Radius  ^, 
womit  wiederum   ein  Zusammenhang  mit  einem  Drehungs- 

T 

körper  gegeben  ist;  a  =  — ^—  ist  die  gröfsere  Halbachse  der 

durch  eine  Schmiegungsebene  aus  dem  Gylinder  geschnittenen 
Ellipse,  was  auf  einen  dritten  Drehungskörper  ftthrt. 

§  40)  Im  ganzen  hat  man  bis  jetzt  fttr  den  Umgang  des 
Gewindes  drei  Hauptformeln  gefunden: 


Fl&ehenberechDoiig  fttr  Onldinsche  Drdiniigigebilde. 
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J  = 


sin}' 


F  =  2nq^  Fj  =  ÄF,. 


Daraas  folgen  znnäehst  die  Gleichungen 


4) 


P^  = 


Bin/ 2^^^ 


F= 


^,C08y 


F  = 


5) 
6) 


F  = 


coty, 
siny 


F= 


27tr. 


eosy27r^, 


/'^ 


F  =  — F. 


Qi 


smy 

_27tQ^        _     F^ 


wobei  y^i  der  iSteigongswiiikel  fttr  die  zu  F^  gehörige  Schwer- 
pirnktsschraubenlinie  ist. 

Ans  diesen  Gleichungen  läfst  sich  noch  eine  Reihe  anderer 
ableiten,  anf  die  jetzt  nicht  eingegangen  werden  soll. 

§  41)  Man  yersuche  noch  den  Fall  zu  erörtern,  bei 
dem  die  Schraubenlinie  dadurch  in  eine  andere  Kurve  ver- 
wandelt vnrd,  dals  der  Steigongsvnnkel  veränderlich  gemacht 
wird.  Die  Profilformel  J=27tQ^F^  und  die  Querschnitts- 
formel </=AF2  bleiben  dabei  bestehen.  Die  sogenannten 
ZOge  der  Gewehrläufe  und  die  der  Kanonenrohre  sind  solche 
Kurven  veränderlicher  Steigung,  die  z.  B.  durch  Abwickelung 
des  Gylinders  auf  die  Ebene  einen  Kreisbogen  geben,  also 
mit  dessen  Hilfe  leicht  herzustellen  sind.  Auch  in  der 
Industrie  und  im  Kunstgewerbe  kommen  „Schraubenlinien 
mit  veränderlicher  Steigung^^  vor. 

C)    Fläohenbereohnung  f&r   Ouldinsohe   Drehongsgebüde. 

42)     Der    Kegelmantel.    ^ 


Dreht  sich  eine  Gerade  A^A^  um       2, 


eme  mit  ihr  in  derselben  Ebene 
liegende  Achse  PQ,  und  haben 
dabei  die  Endpunkte  A^  und  A^ 
von  der  Achse  die  Entfernungen  r^ 
und  r, ,  so  hat  der  entstehende 
Kegelmantel  die  Fläche 

J/=:  Ttsir^  "f"**«) 


=  27t8 


2 


=  27tQS  =  W8, 


Flg.  19. 
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wobei  8  die  Länge  der  Geraden,  w  der  Weg  ihres  Schwer- 
punktes S  ist.  Ftir  die  so  rotierende  Gerade  gilt  also 
der  Satz: 

Mantelfläche    gleich    Länge    der   Geraden    mal 
Schwerpnnktsweg. 

Ek   gilt  auch   dann,   wenn   der  Drehungsweg  nur  den 
n*«'  Teil  der  vollen  Umdrehung  ausmacht. 

§  43)    Verallgemeinerung    ftlr   jeden    endlichen 
und  ebenen  gebrochenen  Linienzug. 
^  In     einer     durch     die 

^  /  Drehungsachse  PQ  gelegten 

Ebene  befinde  sich  eine 
Aufeinanderfolge  von  ge- 
raden Linien  s^^,  s^,  s^^  8^, . , ,, 
deren  Schwerpunkte  von  PQ 
die  Entfernungen  Qu  Q^jQft^ 
Q^j  ...  haben.  Dreht  sich 
die  Ebene  um  PQ,  so  be- 
schreibt der  Linienzug  eine 
Mantelfläche,  deren  Inhalt 
nach  obigem  ist 

-[-  27tQ^8^  +  •  •  •  +  ^^Qn^n 
-[-...--[-  ^««n]  =  ^TtqS  =  W8, 

Hier  steht  in  der  Klam- 
mer das  Produkt  ans  jeder 
Geraden  und  ihrem  Schwer- 
punktsabstande ,  gewisser- 
mafsen  die  Summe  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  die 
Achse  PQy  die  gleich  dem  statischen  Momente  des  gesamten 

Linienzugs  «  ==  «i  +  «,  +  «8  +  •  •  •  "h  *«  ^^*»  dessen  Schwer- 
punkt von  PQ  die  Entfernung  q  habe,  so  dafs  w  =  27tQ  der 
Schwerpunktsweg  des  Gebildes  ist.  Die  Mantelfläche 
ist  also  auch  hier  gleich  dem  Produkte  aus  der 
Länge  des  Linienzugs  und  dem  Schwerpunktswege. 
Dies  gilt  auch  dann,  wenn  die  Drehung  nur  den  n^*^  Teil 
einer  vollen  Umdrehung  beträgt. 

§  44)    Ausdehnung    der    Guldinschen    Flächen- 
formel auf  den  Fall  der  Umdrehung  einer  beliebigen 
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ebenen  Kurve  um  eine  Achse,  die  in  derselben 
Ebene  liegt.  Man  denke  sich  die  ebene  Kurve  in  so 
kleine  Stücke  zerlegt,  dafs  jedes  als  gerade  Linie  betrachtet 
werden  kann,  dann  hat  man  wiederum  den  Flächeninhalt 

Man  kann  sich  z.  B.  die  Stücke  «, ,  ««  ...  gleich  groüs 
denken,  jedes  gleich  — ,  dann  hat  man 

n 

Nun   ist   aber  g  =  ii+^«+g«  +  "-   das  mittlere  o, 

n 

d.  h.  der  mittlere  Schwerpunktsabstand  für  alle  gleich  langen 
Stücke,  also  wird  wiederum  die  Guldinsche  Flächen- 
formel 

1)  At=  27iqs  =  tr«, 

d.  h.  Mantelfläche  gleich  Länge  der  Kurve  mal 
Schwerpunktsweg. 

Die  Umkehrungen  g  =  — und    »  = können 

®       ^        2ns  27tQ 

ebenfalls  benutzt  werden. 

§  45)  Ausdehnung  auf  den  Fall,  dafs  die  Kurve 
von  der  Drehungsachse  geschnitten  wird.  Wie  bei 
der  Körperformel  erhalten  die  Abstände  f  tlr  jeden  der  beiden 
Kurventeile  s^  und  #,  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Die 
Regel  gilt  also  weiter  in  der  Form 

so  dals  es  sich  hei  q8  =  q^8^ — (f^8^  um  die  Differenz 
der  beiden  statischen  Momente  himdelt,  was  wieder  das 
Gesamtmoment  giebt. 

Geht  demnach  die  Drehungsachse  z.  B.  durch 
den  Schwerpunkt  der  Kurve,  so  wird  bei  dieser 
Auffassung  die  Mantelfläche  gleich  Null. 

§46)  Yergröfsert  man  den  Schwerpunktsabstand 
der  ebenen  Kurve  von  der  Drehungsachse  um  +«, 
so  wächst  die  Mantelfläche  bei  voller  Umdrehung 
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um  '^27te8.     Denn  27CQ8  geht  über  in  27r«(p  +  e),    der 
Unterschied  ist  also  +2  7t es. 

Diese  Formel  ist  unabhängig  von  dem  Schwer- 
pnnktsabstande  Qy  sie  kann  also  auch  angewandt 
werden,  wenn  man  die  Lage  des  Schwerpunkte» 
nicht  kennt.  Man  findet  sogar  mit  ihrer  Hilfe  den  Schwer- 
punktsabstand   wieder,    indem    man   M^=M — 27ce8=0 

M 
setzt  nändich  als  e  =  — r .    Kennt  man  z.  B.  den  Kugel* 

mantel  als  A/  =  ^Trr*,   und  für  den   Halbkreis  « =  r^r,   so 

^    -                           47tr^  2r 

findet  man  e  =  -r =  — . 

27t. VTt  7t 

§  47)  Der  Schwerpunkt  in  sich  zurück- 
laufender ebener  Kuryen  fällt  im  allgemeinen 
nicht  mit  dem  der  zugehörigen  umschlosseneD 
Fläche  zusa[mmen.  Hat  jedoch  die  geschlossene  Kurve 
mehrere  Symmetrieachsen,  so  fallen  beide  Schwerpunkte  zu- 
sammen. Im  allgemeinen  also  sind  die  Abstände  beider 
Punkte  von  einer  willktlrlich  gewählten  Drehungsachse  ver- 
schiedene. Dies  war  schon  in  Bd.  H  ftlr  den  Dreiecks- 
umfang  und  die  Dreiecksfläche  gezeigt,  ebenso  fttr  die  Halb- 
kreisfläehe  und  ihre  Umrandung,  es  ^t  ebenso  ftLr  die  Hälfte 
der  Ellipsenfläche  und  ihre  Umrandung.  Dagegen  fallen 
beim  Rechteck,  bei  regelmäfsigen  Vielecken,  beim  ganzen 
Kreis,  bei  der  ganzen  Ellipse  u.  s.  w.  die  Schwerpunkte  der 
Fläche  und  ihrer  Umrandung  zusammen.  Hier  können 
also  beide  Gnldinsche  Formeln  zusammen  ange- 
wandt werden,  was  jedoch  im  allgemeinen  nicht  gestattet  ist 

§  48)  Für  die  Mantelfläche  eines  Guldinschen 
Drehungskörpers  ist  neben  der  rektifizierten  Um- 
randung 8  nur  die  Entfernung  q  des  Schwerpunktes 
von  der  Drehungsachse  mafsgebend,  nicht  aber  die 
Bichtung  der  letzteren;  nur  mufs  die  Achse  in  der 
Ebene  der  Umrandung  liegen.  Obwohl  für  verschiedene 
Richtungen  die  Drehungsflächen  sehr  verschieden  geformt 
sind,  gilt  doch  bei  übereinstimmendem  Schwerpunkts- 
abstande Q  für  sämtliche  Drehungsflächen  desselben  Profils 
dieselbe  Mantelformel 

M=27tq^8. 
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rj)  Bedingte  VeraUgemeinenmg  des  Gnldineohen 

ntoheiiBAtBes  für  die  Sohwerpiuiktsbewegiuig  auf  beliebigen 

ebenen  Kurven  oder  auf  Banmkorven. 

§  49)  Bewegt  sich  der  Schwerpunkt  einer  ge- 
Bchlossenen  oder  nicht  geschlossenen  ebenen  Kurve 
auf  ebener  Bahn  und  wird  die  bewegte  Kurve  von 
der  Ebene  der  Bahn  stets  in  denselben  Punkten  ge  - 
schnitten,  so  ist,  wenn  tr  der  Schwerpunktsweg,  8  die 
gestreckte  Bogenlänge  der  Kurve  ist,  die  ent- 
stehende Mantelfläche  M=w8. 

Der  Beweis  ist  ebenso  zu  führen,  wie  bei  der  Inhalts- 
formeL  Jeder  kleine  Weg  des  Schwerpunktes  ist  nämlich 
als  eine  kleine  Kreisbewegung  um  die  jedesmalige  Krttm- 
mnngsachse  zu  betrachten,  und  da  alle  Krtlmmungsachsen 
parallel  sind,  so  treten  keine  Schmiegungswinkel  a  auf, 
welche  störend  einwirken  könnten.  Alle  Punkte  bewegen 
sich  in  den  einzelnen  Phasen  der  Bewegung  auf  Parallel- 
kurven zur  jedesmaligen  Schwerpnnktsbewegung. 

Bemerkung.  Wird  die  bewegte  Kurve  von  der 
Ebene  der  Bahn  nicht  immer  in  denselben  Punkten  ge- 
schnitten, d.  h.  finden  Drehungen  der  bewegten  Kurve  in  der 
eigenen  Ebene  um  den  Schwerpunkt  statt,  so  wird  im  all- 
gemeinen der  Inhalt  der  Mantelfläche  ein  ganz  anderer. 

Man  stelle  sich  z.  B.  die  Kurve  als  Eklipse  vor  und  denke 
sich  die  Drehungen  um  den  Schwerpunkt  am  Ekide  jeder 
SSementarbewegung  erfolgend.  Dann  wtlrden  die  einzelnen 
Mantelteile  dieselben  Inhalte  erhalten,  wie  vorher,  aber  die 
gesamte  Mantelfläche  wtlrde  keine  zusammenhängende  sein, 
sondern  seitliche  Öfihungen  haben.  Das  Schliefsen  der 
letzteren  durch  die  nötigen  Seitenflächen  wtlrde  die  Ober- 
fläche vergröbern. 

Ein  entsprechendes  Vergröfsem  der  Oberfläche  findet 
auch  dann  statt,  wenn  die  Drehung  um  den  Schwerpunkt 
kontinuierlich  nach  irgend  einem  einfstchen  oder  komplizierten 
Gesetze  erfolgt.  Es  ist  dann  ähnlich  wie  bei  der  Ausdehnung 
der  Prismenformel  J  =  Fh  f  ttr  den  Fall,  dafs  die  einzelnen 
Schichten  gegeneinander  gedreht  werden.  Die  Inhaltsformel 
bleibt  dabei  bestehen,  jedoch  die  Mantelfläche  behält  nicht 
die  Formel  M=^uh.  Diese  Fläche  wird  aus  demselben 
Grande  vergröfsert,  wie   die  hier  besprochene.    Nur  wenn 
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der  Querschnitt  ein  voller  Kreis  ist,  sind  die  Drehungen 
am  den  Schwerpunkt  ohne  Einflufs,  denn  der  Cylinder  bleibt 
dabei  ein  Gylinder,  die  Mantelfläche  jeder  Schicht  wird  nur 
in  sich  bewegt. 

Genau  ebenso  sind  bei  der  hier  zu  unter- 
suchenden Bewegung  der  ebenen  Kurve 
Drehungen,  die  in  derenEbene  um  denSchwer- 
punkt  stattfinden,  nur  dann  gestattet,  wenn 
die  Kurve  ein  vollständiger  Kreis  ist.  Dies 
gilt  z.  B.  von  den  entsprechenden  Röhren- 
flächen.  Die  Formel  M  =  w8  bleibt  für  so  ent- 
stehende Flächen  erhalten. 

Auf  der  Fläche  befinden  sich  in  diesen  Sonderfällen 
neben  den  eigentlichen  Bewegungskurven  der  Punkte  auch 
solche  ebene  Kurven,  die  der  ersten  Bewegung  (ohne 
Drehungen  um  den  Schwerpunkt)  entsprechen. 

§  50)  Ist  der  Schwerpunktsweg  eine  Kurve 
doppelter  Krümmung,  so  hört  die  Geltung  der  Gul- 
dinsehen Mantelformel  im  allgemeinen  auf  Die  Gründe  er- 
geben sich  folgendermafsen: 

Man  kehre   zu  Figur  13   zurück  und   denke   sich  den 

Schwerpunktsweg  ic  in  gleich  lange  Teile  —  zerlegt     Die 

n 

erste   Teilbewegung  ist   eine  Drehung   um  die   Achse  ^K. 

w 
Für   diese    gilt   die   Formel  M.  =  — «.     Die    zweite    Teil- 

n 

bewegung  um  die  Achse  ^i^K^  giebt  dasselbe.  Bei  ihrem 
Beginne  aber  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  ver- 
harrt die  bewegte  Kurve  zunächst  in  der  vorherigen  Schlufs- 
läge,  und  die  Bewegungskurven  der  einzelnen  Punkte  werden 
bei  der  Drehung  um  die  Achse  K^  ii^  einfach  Fortsetzungen 
der  vorigen.    Dann  entstehen  keine  seitlichen  Lücken,  und 

w 

die  Formel  !£«  =  —  «  gilt  auch  für  den  zweiten  Teil 

der  Bewegung  u.  s.  w.  Oder  die  bewegte  Kurve  macht  erst 
eine  Drehung  in  ihrer  Ebene  um  den  Schwerpunkt  und  dann 
erst  beginnt  die  Drehung  um  iJiy^K^.  Dann  entstehen  seit- 
liche Lücken,  zu  deren  Beseitigung  Oberflächenteile  zu  nehmen 
sind,  die  eine  Vergröfserung  der  Oberfläche  bedingen.    Eine 


Bedingte  Verallgemeiiiening  des  Onldinschen  Fl&chensaties  etc.     4S 

solche  findet  natnrgemäfs  anch  dann  statt,  wenn  die  in  der 
Ebene  der  Kurve  um  den  Schwerpunkt  erfolgende  Drehung 
während  der  Drehung  jun  fiK  bezw.  /u^JiT^  kontinuierlich 
erfolgt.  Nur  wenn  die  bewegte  Kurve  ein  vollständiger 
Kreis  ist,  sind  diese  Drehungen  um  den  Schwer- 
punkt nicht  störend  fttr  das  Fortbestehen  der  6ul- 
dinschenMantelformel.  So  kann  man  z.  B.  die  letztere 
auf  die  gewöhnliche  Schraubenröhrenfläche  an- 
wenden, überhaupt  gilt  dies  von  den  aus  der  Be- 
wegung einer  unveränderlichen  Kugel  hervorgehen- 
den Böhrenf  lachen.  (Auf  der  Fläche  befinden  sich  dann 
wieder  beide  Arten  von  Kurven.) 

Im  allgemeinen  hört  also  die  Geltung  der  Formel  auf, 
z.  B.  auch  dann,  wenn  die  bewegte  Fläche  die  Drehungen  a 
der  Krttmmungsachse  des  Schwerpunktsweges  (beim  Über- 
gänge aus  der  Lage  ^K  in  die  Lage  fi^K^)  mitmacht,  wie 
es  z.  B.  bei  den  Schraubenflächen  geschieht,  wo  der  Krtlm- 
mungsradius  fiS  bezw.  ju^&  die  bewegte  Kurve  stets  in 
denselben  Punkten  F,  I)  (bezw.  F^D^,  -^«A)  schneidet. 
(Die  bewegte  Kurve  ist  dabei  nicht  etwa  mit  der  Profil- 
kurve des  Gewindes  zu  verwechseln,  die  ganz  anders  ge- 
staltet ist.)  Fttr  Schraubenflächen  gilt  demnach  der 
Guldinsche  Flächensatz  im  allgemeinen  nicht,  und 
dies  erschwert  ihre  Berechnung.  Unten  werden  z.  B.  Be- 
rechnungen von  Schraubenregelflächen  durchgeführt.  Fttr 
solche  Flächen  gilt  durchaus  nicht  die  Formel  F=w  .Sj 
wo  8  die  Länge  der  Greraden,  w  die  Länge  ihres  Mittel- 
punktsweges  ist  Durch  die  betreffenden  Drehungen 
um  S  hören  eben  die  Bewegungskurven  der  Punkte 
auf,  Parallelkurven  des  Schwerpunktsweges  zu  sein. 
Während  vorher  die  Schmiegungsebenen  der  Bewegungs- 
kurven aller  Punkte  der  bewegten  Fläche  fttr  jede  Lage 
parallel  waren,  ist  dies  hier  nicht  mehr  der  Fall,  jeder  Punkt 
erhält  eine  Schraubenlinie  von  besonderem  Steigungswinkel, 
also  hat  diese  auch  fttr  jeden  Punkt  ein  besonderes  a. 

Später  soll  ttber  dUiese  Schraubenflächen  eingehender 
gesprochen  werden.  Dabei  wird  sich  zeigen,  dafs  jede  offene 
(z.  B.  aufgeschnittene)  Schraubenfläche  so  verbogen  werden 
kann,  dafs  jede  ihrer  Schraubenlinien  sich  in  einen  Kreis 
verwandelt,  so  zwar,  dafs  eine  Drehungsfläche  entsteht,  dafs 
also    die    Schraubenlinien    und   ihre    Orthogonalkurven    ein 


44  ['  Die  Guldiiucheii  Regeln  fOr  DrebnngskOrper  etc. 

iBothemiischeB  Knrvensystem  geben,   welches  die  konfonne 
Abbildang  auf  die  Ebene  ermöglicht. 

Am  bequemsten  erkenut  man  dies  an  jeder  abwickel- 
baren Schraabenregelfiäche ,  bei  der  schon  oben  gezeigt 
wurde,  dafa  die  Abwickelung  aaf  die  Ebene  die  Schraaben- 
linien  der  Fläche,  z.  B.  auch  die  beiden  sie  begrenzenden, 
Ton  denen  eine  ihre  Gratlinie  ist,  in  ein  System  konzentrischer 
Kzeise  Yerwandelt,     (Vgl,  Fignr  21.) 


Dafs  der  so  entstehende  ebene  Kreisring,  der  nendlieh- 
foch  umlaufend  za  denken  ist,  durch  Radien  und  konzentrische 
Kreise  in  ein  System  von  Quadraten  eingeteilt,  also  auch 
anf  einen  unencÜich  langen  Parallelstreifen  der  Ebene  ab- 
gebildet werden  kann,  wurde  schon  in  Bd.  I  ond  Bd.  II 
(Seite    378)    gelegentlich    der    Merkatorkarte    anseinuider- 


Als  verallgemeinerte  Gnldinsche  Flächen, 
fUr  die  sowohl  die  Inhalts- als  anch  die  Mantel- 
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formel  gilt,  können  also  nur  solche  betrachtet 
werden,  bei  denen  alle  Punkte  der  bewegten 
ebenen  Linie  sich  stets  senkrecht  gegen  die 
aagenbliokliche  Lage  der  ebenen  Fläche  be- 
wegen. Die  bewegte  ebene  Linie  ist  dabei  stets 
Erttmmungslinie  der  Fläche,  denn  die  Normalen, 
die  für  eine  bestimmte  Lage  in  ihren  Punkten 
auf  der  entstehenden  Fläche  errichtet  werden, 
liegen  in  ihrer  Ebene,  schneiden  sich  also 
längs  einer  entsprechenden  Gratlinie.  Die 
Bewegungskuryen  der  einzelnen  Punkte  geben 
die  andere  Schar  von  Erttmmungslinien  der 
entstehenden  Fläche,  weil  sie  senkrecht  zu 
den  vorigen  stehen.  Die  bewegte  ebene  Kurve 
ist  dabei  geodätische  Linie  der  Fläche,  denn 
der  Abstand  von  Bewegungskurve  nach  Be- 
wegungskurve ist  fttr  sie  tlberall  kleiner,  als 
bei  jeder  anderen  Kurve  auf  der  Fläche. 

Mit  Ausnahme  der  aus  dem  Kreis  entstehenden  Schrauben- 
röhrenfläche,  bei  der  jedoch  neben  den  Krümmungslinien 
zweiter  Art  auch  andere  Kurven  als  Bewegungskurven  be- 
trachtet werden  können,  kann  keine  einzige  Schranbenfläche 
als  hierher  gehörig  betrachtet  werden.  Die  erstere  soll  unten 
einer  eingehenderen  Behandlung  unterworfen  werden. 

'9)  Glesohiohtliohes  über  die  Quldinsohen  Regeln. 

§  51)  Schon  Pappus  hat  (um  300  oder  400  nach  Chr.) 
den  Satz  ausgesprochen,  dafs  bei  Drehungskörpem  der  Körper- 
ishalt  dem  Schwerpunktswege  der  Fläche  proportional  sei. 
Man  findet  ihn  gegen  den  Schlufs  des  Vorwortes  zum  7.  Buch 
der  Collectanea  (vergl.  Ausgabe  H  u  1 1  s  c  h  Seite  682).  Dort 
heiÜBt  es: 

,.Figurae  perfecta  rotatione  genitae  proportionem  habent 
eompositam  et  ex  rotantibus  et  ex  rectis  similiter  ad  axes 
dnctis  a  gravitatis  centris,  quae  in  rotantibus  sunt."  Das 
soll  heifsen:  „Die  Figuren  (Raumgebilde),  die  durch  voll- 
ständige Umdrehung  entstehen,  haben  ein  Gröfsenverhältnis, 
welches  zusammengesetzt  ist  sowohl  aus  den  Gröfsen  der 
rotierenden  Grebilde,  als  auch  aus  den  Geraden,  welche  in 
gleiehmäfsiger  Weise  nach  den  Drehungsachsen  gezogen  sind 
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Yon  den  Schwerpunkten  ans,  die  in  dem  rotierenden  Gebilde 
liegen/^  „Figurae  imperfecta  rotatione  genitae  proportionem 
habent  compositam  et  ex  rotantibos  et  ex  areabns,  qnos  centra 
in  bis  grayitatis  descripseront^^  Es  handelt  sich  also  erstens 
am  die  Gröfsen  der  rotierenden  Gebilde,  sodann  am  die  Ton 
den  Schwerpankten  beschriebenen  Bogen.  ,,Sed  hornm 
areaom  proportionem  apparet  compositam  esse  et  ex  dactis 
ad  axes  et  ex  angnlis,  qnos  haram  extremitates  eontinent, 
si  ad  axes  figuraram  rotatione  genitaram  sint^  ,,Aber  das 
Gröfsenverhältnis  dieser  Bogen  ist  offenbar  zusammengesetzt 
sowohl  aus  den  nach  den  Achsen  gezogenen  Linien,  als 
auch  aas  den  Winkeln,  welche  deren  äafserste  einschUeCsen^ 
wenn  sie  za  den  Achsen  der  dorch  Umdrehang  entstandenen 
Raamgröfsen  gehören.''    Ein  Beweis  wird  aber  nicht  gegeben. 

Über  Pappns  wurde  schon  früher  berichtet  and  auf 
Gantor  I,  2.  Anflage  Seite  409  bis  427  verwiesen.  Seine 
Schwerpunktsdefinition  findet  sich  in  der  awayuyfj  am  An- 
fang des  8.  Buches. 

Auch  bei  Kepler  findet  man  Ansätze  zur  Guldinschen 
Begel,  und  zwar  in  seiner  stereometria  doliorum  (1615), 
Iheor.  18  u.  s.  w.  Seine  Begründung  der  Körperformel  ist 
nur  wenig  von  der  Guldins  unterschieden. 

Barth.  Souvey  und  Job.  Ant.  Rocca  haben  gleich- 
falls schon  vor  Guldin  die  Regel  benutzt. 

Habakuk  Guldin  (1577  bis  1643)  wurde  als  Kind 
protestantischer  Eltern  in  St.  Gallen  geboren  und  erlernte 
das  Handwerk  der  Goldschmiede.  Im  20.  Lebensjahre  trat 
er  in  Freisingen  zum  Katholizismus  über  und  wurde  Mitglied 
des  Jesuitenordens,  wobei  er  seinen  Vornamen  in  Paul  um- 
wandelte. Als  man  seine  mathematische  Begabung  erkannte, 
schickten  die  Vorgesetzten  ihn  zur  Ausbildung  nach  Rom. 
Er  beschäftigte  sich  besonders  mit  Schwerpunktsbestimmon- 
gen.  Im  Jahre  1635  bezw.  1640  und  1641  liefs  er  die  ver- 
schiedenen Teile  seiner  Centrobaryca  erscheinen,  die  in  Wien 
veröffentlicht  wurden.  Es  handelt  sich  um  vier  Bttcher, 
1)  De  centri  gravitatis  inventione;  2)  De  usu  centri  gravi- 
tatis  binarum  specierum  quantitatis  continuae  sive  de  com- 
positione  et  resolutione  potestatum  rotnndarum ;  3)  De  fructu 
ex  usu  centri  gravitatis  collecto;  4)  De  gloria  ab  usu  centri- 
gravitatis  parta.     Im  8.  Kapitel   des   zweiten  Buches  findet 
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man  die  „Propositio  III.  Rotationem  oompisitioniB  ac  meu- 
sorationis  potestatam  rotandamm  exponere  ejosque  regulam 
uniTerBalem  tradere.''  Dort  heilst  es:  Regula  generalis 
Gompositionis  potestatnm  rotundamm  cnjnscnnque  gradn» 
haec  est:  ^Qnantitas  rotnnda  in  viam  rotationis  dacta  pro- 
dneit  potestatem  rotnndam  nno  gradu  altiorem  potestate  sive 
qnantitate  rotata.^  Er  sagt  von  der  Regel,  sie  sei  brevis, 
universalis,  simples  atqne  amplissimi  nsns,  omni  gradni 
potestatnm  deserviens.  Weiteres  findet  man  in  der  Programm- 
iü[>handlung  1900  des  Gymnasiums  zn  Eisenberg,  verfafst  von 
Dr.  Fleck. 

Gnldin  zitiert  den  Pappus  oft,  wahrscheinlieh  nach  der 
Ansgabe  von  1588,  anffälligerweise  aber  nicht  die  oben  an- 
geführten Sätze  des  alten  Alexandriners.  Auch  er  gab  keinen 
strengen  allgemeinen  Beweis  der  Regel,  sondern  eigentlieh 
nur  eine  Sammlnng  wichtigerer  Beispiele.  Als  er  daher  den 
Cavalieri  hinsichtlich  der  Strenge  der  nach  diesem  ge- 
nannten Methode  angriff,  hatte  dieser  Grelegenheit,  gegen 
Gnldin  sich  ähnlich  auszusprechen.  Vor  allem  aber  warf  er 
ihm  vor,  dafs  er  seine  Methode  den  Mathematikern  Kepler, 
Barth.  Souvey  und  Joh.  Ant.  Rocca  verdanke,  ohne  dar- 
über etwas  zu  sagen.  Eigentlich  hätte  aber  auch  Cavalieri 
vor  allen  anderen  auf  Pappus  hinweisen  müssen.  Über 
diesen  Streit  vergleiche  man  Gantors  Geschichtswerk  II, 
2.  Auflage  Seite  843. 

Später  als  Gnldin  hat  sich  Antoine  de  Lalouvöre 
(De  la  Louböre  bezw.  Lalovera,  1600  bis  1664)  mit  der 
Regel  beschäftigt,  ohne  seine  Vorgänger  zu  nennen. 

Die  Verallgemeinerung  der  Regel  für  beliebige  Wege 
wurde  von  Leibnitz  angebahnt  und  zwar  in  der  Acta  Erudit. 
1695  Seite  493. 

Darauf  schrieb  Euler  im  Jahre  1778  in  den  Nov.  Acta 
Petropol.  12  Seite  91  eine  Abhandlung  „über  krumme 
Cylinder",  in  der  er  die  Bedingungen  festzustellen  sucht, 
unter  denen  die  Regel  weiter  gilt. 

Seitdem  wird  die  verallgemeinerte  Regel  vielfach  in  den 
Lehrbüchern  der  analytischen  Mechanik  ausgesprochen, 
jedoch  bisweilen  nicht  mit  den  richtigen  Bedingungen  für 
die  Weitergeltung.  (Vergl.  Poisson,  Mecanique,  Seite  84, 
aach  Schlömilch,  anal.  Mechanik.     I,  Seite  152.) 
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In  der  Aafgabensammlnng  von  Heier  Hirseh  befinden 
sich  ebenfalls  irrige  Angaben,  falsche  Beispiele  und  fehler- 
hafte Beweise  (6eom.  Aufgaben  II  §  174  n.  s.  w.),  worauf 
Steiner,  Baltzer,  Zehme  nnd  andere  aufmerksam  machen. 

Zahlreiche  Beispiele,  besonders  solche  technischer  Art, 
brachte  Zehme  in  seiner  „Geometrie  der  Körper^  (Iserlohn 
bei  Bädeker,  1859).  An  ihn  lehnen  sich  die  Aufgaben- 
sammlungen anderer  an.  Zehme  hat  namentlich  die  Sätze 
über  die  Verschiebung  der  Achse  von  +e  erfolgreich  be- 
nutzt. Prof  Dr.  Fleck  giebt  in  der  schon  genannten 
Programmabhandlung  wertvolle  geschichtliche  Bemerkungen, 
nimmt  aber  trotz  Baltzers  Warnung  die  von  Meier  Hirsch 
angeblich  bewiesene  Erweiterung  an.  Unter  den  zahlreichen 
Beweisen,  die  Fleck  wiedergiebt,  befindet  sich  nicht  der 
oben  vom  Verfasser  angewandte  (den  dieser  seit  1872  im 
Unterrichte  angewandt  hat),  obwohl  er  sich  durch  seine 
Einfachheit  vor  allen  anderen  auszeichnet. 

In  des  Verfassers  Ingenieur-Mathematik  (Leipzig  bei 
Teubuer,  1897)  findet  man  viele  Beispiele  zur  Regel,  be- 
sonders solche  technischer  Art. 

Auf  die  Schwerpunkte  der  GuldinschenDrehungs- 
körper,  die  für  die  Technik  von  besonderer  Bedeutung 
sind,  geht  die  Ingenieur-Mathematik  des  Verfassers  ebenfalls 
ein.  Dort  werden  die  statischen  Momente  erster 
Ordnung  mit  denen  der  zweiten  Ordnung  in  nuta- 
bringender Weise  kombiniert. 

£)  Beispiele  Guldinsoher  Berechnungen  an  Drehungsgebilden, 
die  aus  Kreisbogen  und  Qeraden  hervorgehen. 

§  52)  Eine  Kreisfläche  vom  Radius  r  werde  um 
eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Achse  gedreht,  deren 
Entfernung  q  vom  Mittelpunkte  gröfser  ist,  als  r. 
Der  entstehende  Ringkörper  soll  für  vollständige 
und  unvollständige  Umdrehung  nach  Oberfläche 
und  Inhalt  berechnet  werden. 

Auflösung:  Die  Mantelfläche  wird  bei  ganzer  Umdrehung 

M=  27tQ  .  27tr  =  47t^rQj 
der  körperliche  Inhalt 

Jz=z  27tQ  .  7t r^  =  2n:^r^Q. 
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Ist    der    unvollstäodige      q 
Drehungswinkel    durch    den 
BogeB  a   am   Einbeitskreise 
gegeben,  so  ist  der  Schwer- 
pnnktsweg  w^^^qa^  also  wird 

Jlf  =  ^a  •  27tr  =  27tarQj 

Ist  der  Umdrehnngswinkel 
dnreh  Grade  gegeben,  also 
^  B.  gleich  er*,  so  ist 
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180^^ 


und  es  wird 


FIf.  22. 


M=2n  .ft 


180^ 

^0 


rg  =  Tt^rq 


a' 


^0 


-^=^'^-^80^^*^  =  ^*^*« 


180 


0' 


Bemerkungen,  a)  In  Figur  23,  die  schon  in  Bd.  I 
besprochen  ist,  hat  man  die  Einteilung  dieser  Oberfläche 
durch  zwei  Scharen  schräger  Ereisschnitte  in  kleine  ahn* 
liehe  Rhomben.  Der  zwischen  je  zwei  Kreisen  der  einen 
dieser  Scharen  befindliche  Flächenstreif  hat  die  Fläche 

wenn  n  die  Anzahl  dies^  Streifen  ist.  Da  die  Ereisschnitte 
ebene  Schnitte  sind,  läfst  sich  auch  der  körperliche  Inhalt 
zwischen  je  zwei  benachbarten 

^        n        n  ^ 

fletzen.  Da  Übrigens  jeder  dieser  ebenen  Schnitte  eigentlich 
zwei  einander  schneidende  Kreise  giebt,  lassen  sich  noch 
weitere  Bemerkungen  anknüpfen. 

Entsprechende  Betrachtungen  lassen  sich  über  beliebige 
ebene  Schrägsehnitte,  die  in  kongruenter  Weise  aufeinander 

HolsHilUr,  StoreMietri«  1XL  4 
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V\g,  2». 
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folgen,  aDBtellen.  Dasselbe  gilt  von  loxodromischen  Flächen- 
streifen,  deren  Grenzlinien  nach  einem  oder  zwei  oder  meh- 
reren Umgängen  in  sich  selbst  zorücklanfen.  Solche  waren 
z.  B.  in  Figur  227  des  ersten  Bandes  dargestellt. 

b)  Will  man  das  Gewicht  des  Ringkörpers  (der  auch 
als  Drehungscyklide,  oder  als  Wulst  oder  als  Toms  be- 
zeichnet wird)  erhalten,  so  hat  man  den  Inhalt  J  mit  dem 
spezifischen  Gewichte  p'  zu  multiplizieren. 

Bei  zahlreichen  Aufgaben  der  Mechanik  bedarf  man 
auch  der  Massen  des  Körpers,  d.  h.  der  Anzahl  der  Massen- 
einheiten.    Beim  technischen  Mafssystem  erhält  man  diese 

durch  die  Gleichung  m  =  ^,  wo  ^  die  Freifallbeschleunigung 

ist,  also  z.  B.  ^  =  <9,^i,  wenn  p  in  Tonnen  gegeben  ist, 
oder  g  =  981^  wenn  p  in  Grammen  gegeben  ist.  (Beim 
absoluten  Mafssystem  ist  es  anders.  Dabei  giebt  die  Zahl  p^ 
die  Anzahl  der  Masseneinheiten  in  der  Baumeinheit,  und  das 
Gewicht  wird  durch  Multiplikation  mit  dem  betreffenden  g 
gefiinden.) 

(Die  wichtige  Aufgabe,  den  Schwerpunkt  der  durch 
einen  Hauptschnitt  [durch  die  Umdrehungsachse  gelegt]  ab- 
getrennten Ringhälfte  zu  finden,  kann  erst  später  gelöst 
werden.  Die  Schwerpunkte  der  Sektoren  liegen  nicht  etwa 
auf  der  Schwerpunktsbahn  des  bewegten  Querschnitts,  sondern 
weiter  nach  aufiien,  weU  die  Sektoren  sich  in  dieser  Richtung 
verbreitem.  Durch  diese  vorläufige  Bemerkung  soll  vor 
einem  naheliegenden  Fehler  gewarnt  werden.  Sie  bezieht 
sieh  auch  auf  die  entsprechende  Hälfte  der  Mantelfläche.) 

§  53)  Statt  des  Kreises  kann  man  auch  regelmäCsige 
Drei^e,  Vierecke,  Fünfecke, . . .,  n  =  Ecke  um  eine  Achse 
ihrer  Ebene  rotieren  lassen.  Die  Aufgaben  könn^i  noch 
dadurch  komplizierter  gemacht  werden,  dafs  man  sich  aus 
der  zu  bewegenden  Fläche  einen  konzentrischen  Kreis  oder 
ein  konzentrisches  regehnäCuges  Vieleck  aufgeschnitten  denkt, 
wodurch  weder  der  Schwerpunkt  der  Fläche,  noch  der  der 
Umrandung  geändert  wird.  Dabei  vnrd  der  Inhalt  des 
Drehnngskörpers  mit  Hilfe  der  Formel  «/=  J^  —  J^  =  27t(f 
(F^  —  F^)  geftmden,  die  gesamte  Mantelfläche  aber  mit  Hilfe 

der  Gleichung  if  =  ifi  4- If,  =  2  7r^(ttj  4~S)9  ^^  ^^  ^ 
den  Um&ng  der  Kreise,  bezw.  der  Polygone  bedeuten. 
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(i 


P  — 


§  54)  Ein  Kreis- 
segment sei  dareh 
eine  Gerade  AB  vom 
Kreise  mit  Badias  r 

abgeschnitten  und 
drehe  sich  nm  eine 
Achse  PQ^  die  par- 
allel zur  Symetrie- 
linie  CD  =  h  ist  nnd 
in  der  Entfernung  q 
Ton  dieser  in  der 
Ebene  des  Kreises 
liegt.  Der  Inhalt  des 
entstehenden  Dreh- 
nngskörpers  soll  be- 
rechnet werden. 

Aaflösting.  Die  Fläche  F  des  Segmentes  ist  der 
Unterschied  zwischen  dem  Sektor  F^^  ==  MADB  nnd  dem 
Dreieck  F,  =  MAB^  also,  wenn  der  Centriwinkel  des  Sektors 
durch  den  Bogen  a  des  Einheitskreises  gegeben  ist, 

i^=F-— F,=^  — ^sinS  =JL-(a  — sinS). 
Demnach  wird 


Pi«r.  «4. 


J=  2nif  .-r(ä  —  sina)  =  7rpr*(a  —  sina). 


Dabei   bestimmt  sich  a  aus 


ä        CM 


—  A 


(Gegebenen  Falls  wird  erst  a®  und  dann  ä  bestimmt)  bt 
A  >  r,  so  handelt  es  sich  um  F=  F-j-  F^  —  Sektor  + 
Dreieck. 

Bemerkungen,  a)  Man  kann  auch  die  WOlbongs- 
flftche  des  so  entstehenden  ,,Troge8^  berechnen.  Sie  wird,  da 
der  Bogen  ADB  die  Länge  «  =  r&  hat,  F,  =27tf8=^27t^ra. 

Die  Gesamtoberfläche  erhält  man  durch  den  Zusatz 
F^  =  27CQ .  Aß  =  27tq .  2rsin  —  =  ^^r^rsin  — . 

b)  Der  entstandene  Körper  ist  ein  Segment  des  voriier 
berechneten  Wulstes.    Ist  dieser  z.  B.  aus  Holz  angefertigt, 
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und  sinkt  er  bei  derselben  Stellung  bis  znr  Tiefe  A  ins 
Wasser  ein,  so  läTst  sich  das  spezifische  Gewicht  des 
Körpers  berechnen  aas 

Wasserraum       W       7VQr^(a  —  sinS)       a  —  sina 


^        Körperraum 
wobei  wiederum 


a 


"  K 
mit 


HUfe 


a 
von  cos  — 


27t 


r  —  h 


zu  be- 


JT*-- f — 


stimmen  ist.  Unter  W  ist  natürlich  der  Baum  des  ver- 
drängten Wassers  verstanden.  (Ist  A  ^  r,  so  handelt  es  sich 
wieder  um  Sektor -|- Di'eieck.)  Ist  p'  gegeben  und  h  ge- 
sucht, so  handelt  es  sich  um  die  Auflösung  der  transscen- 
denten  Gleichung  für  p'  nach  a,  die  f ttr  numerische  Bei- 
spiele mit  beliebiger  Annäherung  gelöst  werden  kann. 

§  55)  Dreht  sich  um  PQ  der  konzentrische  Kreis- 
ring mit  den  Badien  r  und  r^,  so  wird 
Jz=  2  7t  Q  {nr^  —  TtrJ) 
=  27r«^  (r«—r8)  ^ 

Die  Summe  der  beiden 
Oberflächen  wird 

O  =  27tQ  {27t r  -f-  27tr^) 
=  4^'f  (r-f-r,). 

Bemerkung.  Taucht 
dieser  Körper  bis  zur 
Tiefe  h  ins  Wasser  ein, 
so  wird  für  h<^r  das 
spezifische  Gewicht 

W 7tQT*{jDi  —  sino) r*(a — sina) 

Z~    27r«p(r«  — rj)"""    27r(r«— rj)   ' 

Man  versuche  dieselben  Aufgaben  fttr  die  untere  Hälfte 
des  Körpers  oder  fttr  ein  kleineres  durch  Horizontalschnitt 
entstandenes  Segment  zu  lösen. 

§  56.  Den  Schwerpunkt  der  Halbkreis- 
fläche und  des  Halbkreisbogens  mit  Hilfe  der 
Gnldinschen  Begeln  zu  bestimmen. 

Auflösung,    a)  Die  Drehung  um  den  begrenzenden 

7t 

Durchmesser   verwandelt   die  Halbkreisfläche   F=—r^  in 


Fig.  2Ö. 


54  !•  Die  OnldinBehen  B«gelii  fttr  DrebongskOrper  ete. 

4 
eine  Kngel  vom  Inhalte  J=—.nr>.   Nach  der  Goldinsohen 

J 
InhaltsfonDel  ist  ?  =  ^ — c^i  also  wird  hier 


Der  Schwerpunkt  der  Fläche  liegt  also  auf  der  Symmetrie- 
linie  im  Abstände    —  vom  Mittelpookte  des  Kreises. 

b)  Dieselbe  Drehung  verwandelt  den  Halbkreisbogen 
«  =  Ttr  in  die  Oberfläche  M  =  4irr^  einer  Eogel.    Nach  der 

Gnldinschen  Flächenformel  ist  aber  o  =   ,-■,  also  wird  hier 

_,  47tr*         2r 

2  «1  ^  "ü — ^  =  — . 

Folgerungen.     FUr   die    Fläche   des  Viertelkreises 

folgt  9  ^=  ö—  *^2,  ftlr  den  Bogen  des  Viertelkreises  p  =  — V2. 

Er^lnzt  man  nämlich  die  Fläche  des  in 
Figur  26  dargestellten  Viertelkreises  inr 
Halbkreisfläcfae,  so  liegen  die  Sohweipnnkte 
S^  and  S.  der  Einzelflächen  mit  dem  der 
HalbkreiBfläche  S  auf  einer  Geraden,  näm- 
lich auf  S^S^.  Nach  der  Figur  ist  dabei 
MS  =  SS^,  also 

e  ^  HS,  ^  MSV2  =  ^VJ. 

Wtt.it. 

Ebenso   ist   der  Bogen  des  Viertelkreises  zom  Halbkreia- 
bogen   zu    ergänzen,   worauf  derselbe  Gang    aof  MS\  = 

ö,  =  i^VT  fuhrt 

In  ähnlicher  Weise  kann  num  die  Schwerpunkte  fttr 
die  Fläche  des  Achtel^iaes  und  den  Bogen  des  Achtel- 
kreises  bestimmen,  indem  man  die  E^g^lnzung  zum  Viertel- 
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kreise  Tomimmt.  Mit  den  Halbiertmgen  konnte  man  so 
weiter  fortfahren,  es  ist  aber  voizuzieben,  die  Avfgabe  sofort 
fUr  jeden  beliebigen  Kreissektor  oder  Bogen  m  bestimmeiL 

§   57.      Den    Scbwerpanfct    der    Flüche    des 
Kreissektors    za   bestimmen. 

A  n  f  1 0  B  u  n  g.    Durch  Umdrehnng    ^-  -  ~ . . 
des  Kreissektors    nm    den    zn    seiner      I  "'-^ 

Sehne  AB  parallelen  Durchmesser  PQ 
entsteht  eine  Zonenpyramide,  deren  ge- 
wölbte Grundfläche  den  Inha1t-F;=2rn:A 
hat,  wo  r  den  Kxeisradina,  h  die  Sehne 
AB  bedeatet  Der  Inhalt  des  KOrpers 
ist  also*) 

Der  Kreissektor  hat   die   Fläche 

F  =  — T- ,    wo  fi    den    zum    Winkel  - '  ^ 

2    '  /"--'' 

AMB  gehörigen  Bogen  des  Einbeits-  n«.  st. 

kreises  bedeatet.     Die  Umkehrnng  der  Gnldinschen  InhaUs- 

forme!  giebt  den  Schwerpnnktsabstand  MS  =  — — ^,  oder 

2_ 
—    ^"^      _2h_2rh_2rk 
^~  .      r*a  ~  3a~  Sra  ~  3b  ' 


wo  b  den  Bogen  AEB   bedeutet    Dabei   ist  A  mit  Hilfe 

h  S 

yon  — -  ^  r  sin  -—  zd  bestimmen,  oder,  wenn  h  gegeben  ist 


•)  IHe  ÜberduBtimmiiiig  mit  der  Foimel  fOr  den  Kugolsektor 
bTMKlit  nicht  so  ttberrMoheii.  D»  n&mlicli  kUe  Kogeltonen  Ton  der 
HBhe  h  üeBolbe  FUche  ^nrA  haben,  so  haben  alle  cngehOrigen 
Zoneapyramiden   den  Inhalt  -^^r'h.     Han    kann    also    die 

Engel  leicht  inninhaltegleicheZoneapyraniideu  zerlegen, 
ebenso  leicht  dai  SllipBoid.  Bei  letzteren  kana  man  Farulel- 
•chnitte  SU  einer  beliebigen  Tangentialebene  legea,  die  den  n- 
gckSrigea  Dnnhmesaer  in  n  gleiche  Teile  aerlflgen. 
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ß  mit  Hilfe  der  Gleichung  sin  -jr-  =  -^—.    Sollte  der  Sektor 

durch  r  und  CE=—  bestimmt  sein,   so  hat  man  beqnem 

n 

r 
g  _  J/C_  ^~  w^ i^_  n  — i 


2  r  r  n  n      ^ 

woraus  auch  —  =  r  sin  —  oder 

i9  ^ 


2 


n  n 


bequem  zu  bestimmen  ist.    Also 


2h         n  *^^       ^  4rV^;r=^ 


?  =  ^Ä  = 


§58.  Den  Schwerpunkt  eines  beliebigen  Kreis- 
bogens 8  =  ra  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Die  Mantelfläche  ist  die  des  vorigen  Bei- 
spiels, also  M=2r7thy  der  Bogen  «r=ra,  nach  der  Um* 
kehrung  der  Flächenformel  ist  also  der  Abstand  ^^  von  M 
zu  berechnen  aus 

M   27irh rh rh h 

^'        27tB         2ns  8         ra       fi' 

Dabei  ist  h  zu  bestimmen  aus  —  =  r  sin  — ,     so    dafs    man 
auch  schreiben  kann 

2r  sm— 

—        s        • 


^1 


j  .   rs       27t         ^  .  ,  Ä  n    h 

Ist  o  =  — ,  so  hat  man  bequem  o,  =  -^^ —  =  -^ . 

n '  ^        ^^        27t        2   7t 


n 
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§  59)    Den    Schwerpunkt    fOr    die    FiHohe    des 
KreisBegmentee  za  bestimmeD. 

AoflOBDDg:  Mao  benutze  die  vorige  Figur  (27).  In  dieser 

ist  die  Segmentfiäche  ABE  nacli  obigem  jP=  —  ("  — sina), 

worin     ftlr     CE"^  r    zn    setzen    ist    —  (ä  -|-  ^in  ä)    nnd 

gin—  =  —  ist  Der  Inhalt  J  des  Drehnngsbörpers  ist  gleich 


Demnach  wird  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Ereis- 
zentnun 

^    J     ^      6  ^         h' 

^~  2aF~  ^     r«  ,„         .    „  ~fir»(S  — sin«)' 
2«~(a  — flinS)  ' 

6J 

Dafür  kann  man  auch  schreiben  ^  =  -.    v,  =  ttf' 

§  60)    Den    Schwerpunkt    der    konzentrischen 
Halbkreisfl&cbe  zu  bestimmen.    (Figur  28.) 


Anflösung.     J=  —n{T*  —  rjj, 
F=^(r»_r|),  folglich 


Jf5~.         ^     -      " 

-',) 

'       --       ...f(.- 

-<) 

oder 

e  =  — —r-. ^■■ 

S«(.''-A) 
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Zähler  und  Nenner  lassen  sich  noch  dnrch  r  —  r^ 
dividieren,  was  auf 

4(r^-{-  rr,  -f  r\) 

fuhrt.  Letzteres  ist  nnr  insofern  von  Interesse,  als  man 
f ttr  rj  =  r^  die  Probe  f tlr  die  Berechnung  des  Schwer^ 
pnnktes  vom  Halbkreisbogen  erhält.   Er  ergiebt  sich  nämlich 

_  4.  3t^    _2r 
^       ^7C~72r        ~7t^ 

Bemerkungen.  Man  versuche  auch  allgemeine  Sek- 
toren und  Segmente  der  von  zwei  konzentrischen  Kreisen 
begrenzten  Fläche  so  zu  behandeln.  Diese  Ringsektoren 
sind  von  Bedeutung  fttr  die  Zonenpyramide,  besonders  wie 
sie  der  quadratischen  Einteilung  entsprechen.  VergL 
Figur  137  von  Bd.  11  und  Randbemerkung  bei  §  57. 

§  61)  Den  Schwerpunkt  fttr  einige  Umrandungen 
zu  bestimmen. 

a)  Ganzer  Umfang  der  Halbkreisfläche.  Der  Abstand 
von  M  wird 

M  4r^7t~\'0  2r 

^*~"    2718   ~  27t{r7t-\-2r)  ~   7r  +  2  ' 

b)  Ganzer  Umfang  des  Segments.  Der  Abstand  von 
M  wird 

^  27trh-\- 27treos  —  h         Arli-f-C08— J 

^»"^    27C8  "^  27t  .  (ra  +  A)  "^  ra  +  A 

Fttr  h=2r  und  a  =  7t  bestätigt  sich  die  vorige  Formel 
c)  Fttr  die  Umrandung  des  Sektors  wird  der  Abstand  von  M 

^         27trh-\-27tl—eos  —  l2r        A -fr  cos  — 

^^  ^  27is  ^  27t[ra-^2r]  ^        ä-}-2 

Auch  hier  bestätigt  sich  fttr  A  =  2r  und  ä  =  7r  die 
Halbkreisformel. 

d)  Fttr  die  Umrandung  der  konzentrischen  Halbkreis- 
fläche wird 

_   M  _        47t{r^  —  rl)-{-0       _  2{r^—r\) 

^*  ~27r«~27r[^r-f-rJ+2(r— ri)]"~7r(r+rj)-|-2(r-~rj)" 
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g  62)  Eine  Halbkreis- 
flilofae  TOD  beliebiger 
Lage  drehe  sich  am  eine 
senkrechte  Achee  (der- 
selben Ebene).  Die  Gol- 
dinschen    Berechnnngen 

sollen  dnrchgefUhrt 
werden. 

AnflSsang.  Man  setze  ' 
ME=e,  SF=e,S^G  =  e^, 
4-  CMD  =  a,MA  =  r.  Dann 
et^ebt  sich  im  Anschlnfs  an 
das  Obige,  wenn  e,  a  und  r 
als  gegeben  betrachtet  werden 


Pi  =  «  +  - 


n:e-\-2r  coS  a 


Daram  folgt  nseh  Onldin  als  Inhalt 

-<rcosa 


-  ÜTf  ßF^=2it  • 


als  die  ans  dem  Kreisbogen  entstehende  Fläche 
e  -\-  2reoaa 


U  =  2itQj^s 


■  nr  ^  'inrine  -\-  2rc08a), 


als  gesamte  Oberfläche 

0  =  Jtf -|-  2  jre  .  2r  =  2nr{iie  -\-  2r  cosa  +  2«), 

als  SchwerpunktBabstand  fUr  die  gesamte  Umrandung 

0  _    27tr(ffe  +  2rcoBa  +  2e) 


2'n(nT -\- 2t)  2jrr{/c - 

__  «(w-f  2)  + 2rc08o 

«  +  2 


2) 
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«.  =  «+ 


2rcma 


Bemerkongen.  Die  besonderen  E^lle  0^0,0=^  +  90", 
a  =  iSO"  lösen  mehrere  der  frUher  gestellten  Aufgaben  nod 
aoCserdHD  eine  neue,  bei  der  der  Kreisbogen  der  Acbse 
zugekehrt  ist.  Gerade  die  letztere  ist  eine  für  die  Bau-  und 
MaschiDentechnik  wichtige,  da  sie  auf  die  so^naonteD  Hohl- 
kehlen führt 

Hau  Tersnche  diese  allgemeinere  Aufgabe  aa^  fflr  be- 
liebige Ab-  und  Aussohnitte  der  Kreisfläche  za  iQeen,  be* 
sonders  sach  für  den  Viertelkreis,  der  für  gewisse  Hohl- 
kehlen von  Wichtigkeit  ist. 

§  63)  Bemerkungen  Über  Kreissegmente,  be- 
sonders ober  solche  von  derselben  Sehne  h. 


a)  Alle  in  Figur  30  dai^estellten  Kreissegmente  geben, 
I  PQ  rotierend,  DrehvogskOrper  von  demselben  Inhalte 


der  mit  dem  einer  Kngel  vom  Durchmesser  h  übereinstimmt. 
Aus 

27i:q^F^  =  2«p9^«  =  2?rfgPa  = . . . 
folgt 
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d.h.  die  statisehen  Momente  der  Segmentflächen  in 
Besag  anf  PQ  stimmen  miteinander  ttberein. 

Oder:  Je  zwei  dieser  Flächen  sind  umgekehrt  pro- 
pwtional  den  Schwerpnnkisabständen  von  der  Achse  PQ. 

b)  Die  so  entstehenden  äuüseren  Mantelflächen  sind 

folglieh:    Diese  Zonenflächen  sind  proportional  den 
Radien  der  Segmentkreise. 

Bezeichnet  man  die  Eugelfläche  des  ersten  Segmentes 
mit  0,  so  ist  z.B.  Mn=0^=0^^. 

c)  Ans 

Jfj  =  2nq^'9^  =  2itT^hj  M^  =  2ftq^'s^  =  27tr^h 
folgt 

Also:  Die  statischen  Momente  der  Sementbogen 
in  Bezug  auf  PQ  verhalten  sich  wie  die  Radien  der 
Segmente. 

d)  Statt  der  letzten  Gruppe  von  Gleichungen  kann  man 
schreiben 

oder 

Also:  Die  Produkte  aus  den  Abständen  der 
Schwerpunkte  (von  PQ)  und  den  zugehörigen  Centri- 
winkeln  der  Segmente  sind  konstanten  Wertes, 

Oder:  Schlägt  man  um  M  mit  den  Schwerpunkts- 
abständen  der  Bogen  Kreisbogen,  die  den  Gentriwinkeln  der 
Segmente  entsprechen,  so  sind  alle  diese  Bogen  von  derselben 
Länge  h. 

e)  Dreht  man  eins  von  diesen  Segmenten  (vor 
der  Achsendrehung  um  PQ)  in  seiner  Ebene  beliebig 
um  den  Schwerpunkt  seiner  Fläche,  ohne  dafs  es 
dabei  von  PQ  geschnitten  wird,  so  bleibt  sein  Inhalt 
gleich  dem  einer  Kugel  vom  Durchmesser  A. 


I 
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f)  Dreht  sich  ein  Kreissegment  vom  Badins  r  und  der 
Sehne  h  um  diese  Sehne,  so  entsteht  ein  spindelförmiger 
Körper.    Im  Hinblick  auf  die  Yerschiebong  der  Achse  am 

die  Strecke  r  cos  —  wird  der  körperliche  Inhalt  der  Spindel 
Jj  =^J  —  2/rrco8  — F=  27t  FyQ  —  ^cos-^), 

wobei  a  sich  ans  sin  —  =^  -y-  bestimmt,  F  =  —  (a  —  sin  a)y 


.8 


nh^  . 


Q=^2F'  ^^  T   ^**    •^^  =  ^[**-^>*eos|(a-sina)]. 
Der  Mantel  wird 
M^  =  M —  ^Ttrcos  — a=  'Zvisiq^  —  rcos— I 

=  27traiq^  —  rcos— I 
oder  auch 

M^  =rt  27rrh  —  27rrcos--«=  2nTih  —  «cos  — j. 

T^  ,    .  .  .  rh         h 

Dabei  ist  o.  =  —  =  -?r. 

«  a 

Man  versuche  J^  und  M^  entweder  durch  h  und  r,  oder 
durch  h  und  a,  oder  durch  r  und  a  allein  auszudrucken. 

§  64)    Weiteres   über    die    Kreissegmente. 
a)  Die  Pfeilhöhe  p  des  Segmentes  ist  p  =  rii  —  cos  —  V 

Itach  bekanntem    Sehnensatze   ist   auch  p{2r—  p)z=  —-- 

r^ —    folgt.     Dabei   gilt   für  die 

Figur  30  das  negative  Zeichen.  Das  positive  gilt  fttr 
den  Fall,  dafs  das  zweite  Segment  desselben  Kreises 
gewählt   wird. 
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Der  SehwerpniiktsabstaDd  ron  der  Sehne  ist  fOr  die  Seg- 

meD^ehee  =  ^  —  reog—,  fUr  den  Bogen  des  Segmeuti 

«,=(►,  —  r  OOB  -g-.  Die  eotsprechenden  Abstände  vom  Seheitel 

sind  ff^=r  —  ^  nnd  g,  =  r  —  p, . 

b)  Dreht  sich  also  das  Segment  tun  die  Scheitettangeote, 
BD  wird  der  Inhalt  des  entstehenden  Körpers 

Die  dem  Bogen  entsprechende 
MaoteMüche  wird 
M^  ^  2ng^a  =  2n{r  —  ft)«- 

Zieht  man  den  Inhalt  J,  von 
dem  des  zugehörigen  Cylinders 
mit  p   als   Radius  ab,   so  hat 

man  einen  nenenDrehnngskörper  • 1 

Ton    demselben   M^    und    vom 
Inhalte 

Jj  =  itp^h  —  J, 
=  ffp*A  —  2nffF 

=  nhr*  (i  —  COBy) 

~2n{r  —  ii)F.  "•■'"■ 

e)  Ist  die  FfeilbShe  p  eines  Segmentes  p=:— , 
ud  dreht  es  sich  am  die  Mittelpunkteaohse  PQ,  so  wird 


-YJi 


2(n-l) 
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Der  Abstand  MS=z(f  wird 

A»  '^\^^~0  4r      (2n  — /)* 


6r^(a—mna)        6r^(a  —  Binä)        5n*     c— aina  ' 


[Da  a  =  2  -r-=  2areeoB ist,    kann   man   auch 

^  2  n 

schreiben 

4r  (2n  —  if 


3n*  ^  n  —  i        2{n  —  l)^^ 

2arc  cos ^^ — i — -V  2n^—i 

n  «■ 


2r  {2n  —  iy 


n*arc  COS (n  —  i)  V2n  —  1 

n 

Diese  Beredmong  ist  praktisch  f  Or  den  Fall,  dals  man 
za  Ellipsensegmenten  übergehen  will.  ^  Diese  lassen  sich 
mit  Hilfe  von 

F=  -^  [S  —  sina]  =  -—\2arecoB ^^-^V2n--i] 

2   ^  ^        2  ^  n  n*  ^ 

=  r*  \arc cos V2n  —  i\ 

*•  n  n 

leicht  berechnen]. 

Weniger  wichtig  ist  die  Berechnung  von  q^  ans  r  und  n. 
Man  erhält 


?i  =  ^ 


—  Y2n—i  ,r- - 

n  r      y2n  —  i 


a        ^             n  —  1         n  n  —  1 

2  are  cos arc  cos 


n  n 


Aach    damit    labt   sich    Figor   31    behandeln.     (Ab- 
schnitt b.) 
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d)  Sind  in  einem  Kreise  zwei  senkrechte  Sehnen  ge- 
geben (Figur  32),  ao  handelt  es  sieb  bei  der  Bereebnong 
der  von  beiden  begrenzten  Fläche  /"  um  die  Differenz 
F^  —  F^  zweier  SegmeDte.  Will  man  zur  Berechnung  des 
Schwerpunktes  S  £e  Onldinsehe  Regel  benutzen,  so  bilde 
nuu  den  Unterschied  y^  J^^  — ./,  der  beiden  doroh  Drehung 
um  CD  entstehenden  KOrper,  und  dann 


MS  = 


■  2jt{F^  —  F,: 


Will  man  den  Sehwerpnnkt  der  oberen  Hälfte  G^Q^F^Fy 
haben,  so  bilde  man  dureb  Drehung  um  MB  die  Kagelschicbt 
von  der  Hohe  A  =  (r,  6,  und  vom  Inhalte 

J>  =  ^i3a\-\-3a\-\-h\ 


Dann  bat  man  >S  8,  ^^q^  = 


e)  Sind  die  Sehnen  nicht  parallel  (Figur  33),  so  findet 
man  den  Schwerpunkt  S  anf  S^  S^.    Diese  Linie  ist  so  Aber 
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Sj   hinaus   zu   verlängern,    dafs  SS^.F  =S^S^  .F^,  oder 
SS^{F^—F^)==S^S^.F^    ist.     Es   wird   also 

S^S^ .  F^ 


SS. 


F  F  ' 


Nnn  können  entsprechende  Galdinsche  Rotationskörper 
berechnet  werden. 

f)  Auch  der  Schwerpunkt  einer  von  zwei  einander 
schneidenden  Kreisen  bestimmten  Fläche  läfst  sich  mit  Hilfe 
der  Einzelsegmente  berechnen.    Figur  34. 

Q 


\ 
k 


...y 


Fig.  84. 


Flg.  86. 


§  64)  Praktische  Anwendungen. 

a)  Figur  35  stellt  ein  Rechteck  dar,  aus  dem  ein  Halb- 
kreis ausgeschnitten  ist.  Dreht  sich  die  schraffierte  Fläche 
um  PQ,  so  entsteht  ein  Gylinder,  aus  dem  eine  Hohlkehle 
mit  Halbkreisprofil  ausgeschnitten  ist.     Dabei  ist  für  die 

4t*                           2r 
Hohlkehle  AS  =  a — ,  AS.=^a .  Es  ist  also  leicht, 

Gylinder,  Hohlkehle  und  den  Unterschied  beider  Körper  zu 
berechnen.  Auch  die  aus  dem  Halbkreis  hervorgehende 
Fläche   ist   leicht   zu  berechnen.     Will  man  den  Schwer- 
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pankt  der  schraffierteD  Fläche  haben,  bo  kann  man  nach 
der  Forme)  g'  =  -^ — pt  ©der  nach  der  Methode  der  statiaohen 

Momente  verfahreD.  Solche  Profile  kommeD  vor  an  den 
Walzen  gewisser  Walzwerke,  in  denen  es  sieh  z.  B.  am  das 
WalzeD  Ton  Rundstäben,  Draht  n.  s.  w.  handelt,  wobei  die- 
selbe Walze  mehrere  Hohlkehlen  solcher  Art  hat;  femer 
bei  gewissen  Schraubengewinden,  in  der  Architektur  bei 
Sftolen  nnd  dergl.,  anch  bei  Gef&TseD, 

b)  Wird  der  Halbkreis  an  das  Rechteck  angesetzt,  so 
erhält  man  durch  Drehung  um  PQ  einen  Gylinder  mit  Wulst 

Dabei  wird  ^S=o  +  -|^,  ÄS^  =  a-\-—.     Der  Gesamt- 

kOrper,  auch  die  Wölbung  des  Wnlates  ist  leicht  zu  berechnen, 
eben  so  leicht  der  Schwerpunkt  der  Gesamtfläche.   Figor  36. 


Hg.  M,  flg.  S7. 

An  Sänlen  kommen  solche  Wulste  bSufig  vor,  anch  an 
Gemsen.  Das  Profil  erscheint  auch  an  gewissen  Schraaben- 
gewiuden. 

e)  An  dem  in  Figur  37  dargestellten  Gefäfsprofil  kommt 
zugleich  Hohlkehle  nnd  Wulst  ror.     (Der  innere  Hohlraum 
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beaoapnioht  ein  besondereB  Profil.)    Inbalt  and  WOlbnngs- 
fl&ehen  aind  leicht  zu  bereohnen. 

d)  FDr  die  an  Figor  38  dargestellte  Hohlkehle  mit 
Viertelkreifi-Profil ,  ist  AS  und  AS^,  wie  bei  a)  zn  be- 
rechnen, also 


Diese  Art  von  Hohlkehlen  kommt  häufig  bei  gofseiseraen 
Säulen  vor,  wobei  eine  Art  von  Kapitell  entsteht. 


e)  An  nebenstehender  Saale  befinden  sieh  Wulst  and 
Hohlkehle  mit  Viertelkreisprofil  zagleich.  Hassire  and  hohle 
Säulen  solcher  Art  sind  demnach  leicht  zu  berechnen.  Figur  39. 

f)  In  Figur  40  ist  der  Querschnitt  einer  Schale  dar- 
gestellt, an  der  sich  innen  und  anlsen  Viertelkreise  befinden, 
von  denen  die  einen  Hohlkehlen,  die  anderen  Wulste  geben. 
Der  C^esamtinhalt  ist  leicht  zn  berechnen,  ebenso  der  innere 
Inhalt.  Der  Unterschied  beider  (pebt  den  Rauminhalt  fOr 
das  verwandte  Material. 

g)  Figur  41  stellt  das  Profil  eines  gufseisemen  Schwung- 
rings  dar,  der  Mittelpunkt  in  der  PfeiÜrichtung  liegt.  Inh^t 
und  Gewicht  p  (z.  B.  p'  =  7,5)   sind  leicht  zu  berechnen. 
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h)  Bei  dem  in  Fi^r  42  dargesteUteo  Qnerscbnitte  sollea 
die  beiden  Bogen  EreiBbogeu  seiD,  so  daTs  bei  der  Um- 
drehung Hohlkehle  ond  Wnlat  entstehen,  die  aus  Kreis- 
segmenten herrorgehen.  Solobe  Fonnen  kommen  nicht  nur 
als  AuTsenform  von  GefUfeeo  ond  Vasen,  sondern,  bei  ge- 
ringeren HorizoDtaldimensionen,  anch  als  Ziersäaleo  vor. 

i)  Figur  43  stellt  einen  Tnonelquerscbnitt  vor, 
Figur  44  einen  Kanalisationsquerschnitt.  An- 
genommen, diese  Schnitte  bewegen  sich  so,  dafs  sie  sich 
stets  um  eine  feste  senkrechte  Achse  drehen,*)  so  läfst  sich, 
da  die  Symmetrieachse  ebenfJalls  senkrecht  bleibt  und  den 
Schwerpuiokt  des  Schnittes  enthält,  sowohl  der  Hohlraum, 
als  auch  der  körperliche  Inhalt  des  nötigen  Mauerwerks 
nach  der  Gnldinschen  Regel  berechnen. 


k)    Dreieckige     und     trapezische     Profile 
konmien  vor  als  Einschnitte  bei  Walzen  und  bei  den  sp&ter 
ZD  behandelnden  Schraubengewinden.     Bisweilen,  besonders 
bei  Schnnrläofen  und  den  Seilscheiben  von  Drahtseilbetrieben, 
ist  der  nrsprtlnglioh  trapezisch  ge- 
dachte   Einschnitt   im    Innern    oder 
innen    und    auTsen    mit   Ereisbogea 
kombiniert,    wie   es   die    Figur  47 
-  -    andeutet.    Die  Schnnrläofe  entstehen 
durch  Drehung  um  Achsen,  die,  wie 
bei  den  SchwungilLdem,  in  grOfserer 
Elntfemung  vom  Querschnitt  liegen 
ft,.  47,  und  zu  PQ  parallel  sind.     Die  Be- 

rechnung    der     Querschnittsschwer- 

*)  GefiUle  wttrde  die  SwAe  Sndern. 
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pnnkte  gesehieht  mit  Hil&mitteln  der  Planimetrie  in  der 
üblichen  Weise,  oder  im  Ansehlofs  an  die  obigen  Be- 
traehtnngen. 

1)  Hierher  gehört  auch  die  Berechnung  konischer 
Schornsteine  aus  Mauerwerk,  deren  Hauptschnitt  man  kennt, 
femer  die  Berechnung  von  Ketten  als  Rundeisen,  wenn  die 
Mittellinie  jedes  Gliedes  als  aus  zwei  Halbkreisbogen  und 
zwei  parallelen  Gteraden  bestehend  gedacht  wird. 

§  65.  Unter  den  einfacheren  Aufgaben  der 
Mechanik,   die  hierher  gehören,   seien  folgende  genannt: 

1)  Gewichtsberechnungen  mit  Hilfe  der  Formel  p  =  Jp'j 
wo    p'    das    spezifische    Gewicht    bedeutet.      Umkehrungs- 

au%aben :  J=  -^ ,  p'  =  ^ . 

2)  Eintauchaufgaben,  besonders  f ttr  den  Fall  der  auf- 
recht stehenden  Drehungsachse.  Dabei  ist  f  ttr  Wasser  mafs- 
gebend  die  Formel  W=p'K^  wobei  W  den  Baum  des 
verdrängten  Wassers,   K  den  Körperraum   bedeutet    Um- 

W  w 

kehrungsformeln :  p'  =  -^ ,  K=—j^.    Hierbei  mufs  p*<il 

Jx.  p 

sein.  Handelt  es  sich  nicht  um  Wasser,  sondern  um  andere 
Flüssigkeiten,  so  wird  die  Formel  Vp'  =  Kp"  maisgebend, 
wo  V  den  Verdrängungsraum  der  Flüssigkeit  bedeutet  Sinkt 
der  Körper  ganz  unter,  so  kommen  die  in  den  physikalischen 
Lehrbüchern  für  diesen  Fall  für  das  Archimedische  Prinzip 
angegebenen  Formeln  zur  Geltung.  Wie  dick  mufs  z.  B.  die 
Wand  eines  entsprechenden  Metallgef  äfses  genommen  werden, 
damit  es  gerade  noch  schwimme,  und  wie  grofs  ist  bei  ge- 
geringerer Dicke  seine  Tragfähigkeit.  (Belastung  von 
Schiffen.) 

3)  Bestimmung  der  Anzahl  der  technischen  (oder  der 
absoluten)  Masseneinheiten  für  Rotationskörper.  Dabei  ist 
p  =  mg,  wobei  p  das  Gewicht,  m  die  Masse,  g  die  Freifall- 
beschleunigung  ist. 

4)  Berechnung  der  Gentrifngalkraft  bei  Umdrehung  um 
Achsen,  die  der  Drehungsachse  PQ  (für  die  erzeugende 
Fläche)  parallel  sind.  Die  maCsgebende  Formel  ist  dabei 
k  =  mr^*j  wo  m  die  Masse,  r  die  Entfernung  der  geo- 
metrischen   von    der  mechanischen  Drehungsachse,    &  die 
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Winkelgeschwindigkeit  (gemessen  am  Einbeitskreise)  bedeutet. 
Die  Kenntnis  des  Körperschwerpunkts  ist  hierbei  nicht 
nötig.  —  (Fällt  die  mechanische  Drehungsachse  mit  der 
geometrischen  zusammen,  so  ist  die  Besultante  der  Centrifhgal- 
kräfte  gleich  Null.) 

5)  Die  Berechnung  statischer  Momente  der  behandelten 
Körper  und  Flächen  in  Bezug  auf  Achsen,  welche  die  geo- 
metrische Drehungsachse  senkrecht  kreuzen,  oder  in  Bezug 
auf  Normalebenen,  bei  letzteren  f1!r  den  Fall,  dafs  der 
Körperschwerpunkt  z.  B.  aus  Symmetriegrtlnden  bekannt  ist. 
(Daraus  ergeben  sich  dann  die  Stabilitätsmomente.) 

Dagegen  können  Dinge,  die  mit  Trägheitsmomenten 
zusammenhängen,  vorläufig  im  allgemeinen  noch  nicht 
behandelt  werden. 

Die  Berechnungen  des  körperlichen  Inhalts  und  die 
Schwerpunktsberechnungen  sind  f  ttr  die  Praxis  im  allgemeinen 
das  wichtigste.  Oberflächenberechnungen  könnten  etwa  für 
das  Kunstgewerbe  von  Wichtigkeit  sein,  z.  B.  dann,  wenn 
Vergoldung,  Versilberung  u.  dergl.  nach  der  betreffenden 
Fläche  bezahlt  wird. 

x)  Einsohaltong  über  gewisse  Affinitäts-  und  Kollineations- 
beaiehungen  und  über  Krümmongskreise.  gj^lf, 

§  66)  Cavalierische  Verkürzung  und  Verlänge- 
rung bei  ebenen  Flächen.  Dieser  Gegenstand  kam  schon 
in  Bd.  I  zur  Sprache.  Einiges  Planimetrische  mufs  jedoch 
eingeschaltet  werden,  um  die  Erweiterung  der  Anwendungen 
zu  ermöglichen. 

Fällt  man  von  allen  Punkten  einer  z.  B.  in  sich  zurück- 
laufenden Kurve  auf  eine  Achse  KL  Lote,*)  und  verlängert 
oder  verkürzt  man  diese  mit  Hilfe  eines  konstanten  Faktors  n^ 
so  wird  die  Fläche  nach  den  früheren  Darlegungen  in  die 
n-fache  Fläche  verwandelt.  Wird  sie  von  KL  geschnitten, 
so  bleiben  die  Punkte  von  KL  bei  dieser  Transformation  in 
ihrer  Lage.  Die  Operation  soll  als  die  Cavalierische 
Erweiterung  bezeichnet  werden,  wobei  der  Fall  der  Ver- 
kürzung mit  eingeschlossen  ist,   n  ist  der  Faktor  der  Er- 


*)  Man  denke  sieb  die  untere  Figur  so  auf  die  obere  gelegt, 
dafs  die  Tangenten  RL  einander  decken. 
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Weiterung,  KL  die  Achse 
der  Operation.  [Es  han- 
delt eich  nm  einen  Sonder- 
fall der  Parallelprojektion 
and  der  Affinität,  so  da& 
KL  die  AüBnitatsachfie 
iatj    Da  der  Inhalt  jedes 

Streifens    zwischen    be-  

naehbarten    Loten     auf 
den  n-fachen  Inhalt  ge- 
bracht wird,  so  wird  der 
neue  FiSoheninhalt 
1)  F,  =  nF. 

(So  geht  z.  B.  der 
KreisiDhtüt  naa  über  in 
ita  .  na,     oder,     wenn 


nah,  womit  die  Ellipsen- 
flSche  berecbnet  ist  Die 

Bogenberecbnnng      aber  L 

wird  dabei  nioht  erleich- 
tert, denn  die  einzelnen  "•■  *' 
Bogenelemente   werden   so    Tersebiedenartig  verktlrzt  oder 
verlängert,    dafs    eine   homogene   Panktverteilung   auf  der 
gegebenen  Kurve  in  eine  nicht  homogene  Übergeht.) 

Der  Ponkt  mittleren  Abstandes  gebt,  da  jeder  Abstand 
mit  demselben  Faktor  n  mnltipliäert  wird,  f  tlr  jede  Fläche  F 
in  den  Punkt  mittleren  Abstandes  fflr  F,  Ober,  also: 

Der  Schwerpunkt  S  jeder  Fläche  F  g^ht  Über 
in  den  Schwerpunkt  S^  der  Fläche  F,. 

Gerade  hierin  bemht  die  MCgliehkeit  der  elementaren 
Anwendbarkeit  der  Guldinschen  Inhaltsfonnel  aof  die  neuen 
Flächen. 

(Ftlr  die  Bogen  und  ihre  Schwerpunkte  gilt  dies  nach 
obiger  Bemerkung  nicht.  Die  GuldiuBche  Flächenformel  also 
mrd  nur  in  Sonderi^len  zu  elementarer  Anwendbarkeit  ge- 
führt, dann  nämlich,  wenn  der  Kurvenschwerpunkt  ans 
Sfmmetriegrtlnden  mit  dem  Flächenschwerpnnkt  zusanmien- 

faut.) 
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Nach  den  Betrachtangen  des  Bandes  1  geht  bei  dieser 
Transformation  jede  ParaUelschar  von  Sehnen  in  eine  neue 
Parallelschar  ttber,  jede  Tangente  in  eine  Tangente,  jeder 
Kreis  in  eine  Ellipse,  jede  Parabel  in  eine  Parabel,  jede 
gleichseitige  Hyperbel  in  eine  allgemeine  Hyperbel,  allgemein 
jeder  Kegelschnitt  in  einen  Kegelschnitt  derselben  Art. 

§  67)  Wichtiges  läfst  sich  dabei  über  gewisse  Krttm- 
mungskreise  aussagen.  In  Figar  48  ist  ein  Kreis  in  eine 
Ellipse  verwandelt  worden.  Es  fragt  sich,  wie  grofs  der 
Krttmmongskreis  der  letzteren  für  den  Punkt  D  ist. 

Ist  Q  der  Radios  des  gegebenen  Kreises  und  AB  ein 
dem  Punkte  D  benachbartes  der  Lote,  setzt  man  femer  auf  dem 
Halbmesser  MD  die  Strecke  CD  =  h  und  AC=CB  =  l, 
so  hat  man  nach  bekanntem  Satze 

Auch  durch  die  entsprechenden  Punkte  A^^  B^^  D^  der 
Ellipse  lege  man  einen  Kreis,  dessen  Radius  gleich  q^  sei, 
dann  hat  man  für  diesen,  da  A^C^  =B^C^  =rd  ist, 

h{2Q^—h)  =  nH\ 

Ist  nun  h  unendlich  klein,  so  geht  der  Kreis  mit  q^  in 
den  Eüümmungskreis  über,  und  da  man  dann  in  den  beiden 
Gleichungen  h^  als  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  gegen 
2Qh  bezw.  gegen  2^jA  yemachlässigen  kann,  erhält  man 
für  beide 

2Qh  =  l\  2Q^h  =  n^P, 
und  aus  diesen  durch  Division 


oder 
2)  ^1  =  n^Q. 

Fttr  die  Ellipse  pflegt  man  ^  =  a  zu  setzen  und  na  =  b 
(oder  auch  Q  =  b  und  nb  =  a).  Dann  geht  die  letzte  Gleichung 


ttber  in 


e.=-^a 
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oder 

3) 


>« 


^1   = 


(im  Falle  der  Klammer  in  ^^=1  -V  Dies  sind  die  be- 
kannten Krümmungsradien  der  Ellipse  fttr  die  beiden 
Scheitelpunkte.  Der  Ausdruck  3)  ist  leicht  zu  konstruieren 
(a:b=r  b:  q^). 

Wichtiger  aber  ist  es,  den  ersten  Kreis  der  Figur  48 
als  Krilmmungskreis  einer  beliebigen  Kurve  für  den  Punkt 
D  zu  betrachten.    Dann  folgt: 

Wendet  man  auf  eine  Kurve  die  Cayalierische 
Erweiterung  mit  dem  Faktor  n  in  der  Richtung  der 
Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  D  an,  und 
ist  Q  der  Krümmungsradius  der  Kurve  für  diesen 
Punkt,  so  wird  der  Krümmungsradius  für  die  neue 
Kurve  im  .entsprechenden  Punkte  X> 

Fttr  die  gleichseitige  Hyperbel  mit  der  Halbachse 
MD  =  a  (Figur  49)  *)  gut  z.  B.  die  Gleichung  jr«  —  y « =  a* 
oder 

1)  r 

Für  den  durch  ihre 
Punkte  Aj  B  und  D  ge- 
legten Kreis  ist,  wie  oben 
AC.CB  =  h{2Q  —  h\ 
wenn  DC=  h  gesetzt 
wird.    Nun  ist  aber 

also  hat  man 

Aus  beiden  Oleiehungen 

folgt,  da  If  (7=Ä=a-f-Ä 
ist, 


X 


2 


a' 


h{2^  —  h)  =  x^' 
=  (a-f-Ä)«_a« 
=  2aA-f  Ä«. 


a' 


Flff.  49. 


*)  In  Figur  49  ist  D  der  links  von  C  liegende  Schnittpunkt. 


76 


I.  Die  Gnldinaohen  Regeln  fttr  Drehnngskörper  etc. 


Macht  man  h  nnendlioh  klein,  und  yemachlässigt  man 
links  und  rechts  A*,  so  folgt  2^h  =  2ah  and 

3)  Q  =  a, 

Dies  ist  der  Krümmungsradius  fttr  die  gleichseitige 
Hyperbel  im  Schnittpunkte.  Er  ist  ebensogrofs,  wie  beim 
Kreise  — y*  =  jj*  —  a^. 

§  69)  Die  allgemeine  Hyperbel  entsteht  aus  dieser 
z.  B.  durch  Cavalierische  Erweiterung  mit  dem  Faktor  n  in 
senkrechter  Richtung,  wobei  die  Halbachse  b=^na  wird, 
fttr  diese  ist  also  der  Krümmungsradius  im  Scheitelpunkte 

p-  =  n'a  =  --r  a  oder 

4)  ei  = 


6« 


was  mit  der  Formel  fttr  die  Ellipse  ttbereinstimmi 

§  70)  Fttr  die  Parabel  y* 
=  2  p  X  giebt  dieselbe  Me- 
thode durch  Vergleich  mit  ^' 
=  A  (2  ^  -  h)  fttr  die  Grenze 
2ph  =  2qJij  so  dafs  Q  =  p  wird. 

Nun    ist   dort   OF  =  ^ ,  also 

2  ' 

wird  Oft  das  Doppelte  von  OF. 

Parabeln  aber  bleiben  Para- 
beln, sobald  man  die  Erweite- 
rung in  senkrechter  Richtung 
gegen     die     Achse     vornimmt. 

Bei   Elrweiterung   mit   Faktor   n   geht  y  =  V2px  ttber  in 

y=znV2px  also  wird  die  neue  Gleichung  y*  =  2 (pn*)j:, 
der  neue  Krttmmungsradius  wird  q^  =  n^p.  Also  wird  so- 
wohl der  Parameter  p^  als  auch  der  untersuchte  Krttmmungs- 
radius das  n^  fache  des  vorigen. 

§  71)  Die  Cavalierische  Verschiebung.  In 
Figur  51  ist  ein  Kreis  dadurch  in  eine  Ellipse  transformiert 
worden,  dafs  jedes  Lot  zur  Geraden  KL  ura  einen  Winkel  a 
gedreht  worden  ist,  jeder  Punkt  des  Lotes  aber  parallel  zu 
KL  in  die  neue  Lage  auf  der  gedrehten  Geraden  gelangt  ist. 


Fig.  60. 
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Ist  also  der  Abstand  des  Punktes  yon  KL  =  e,  so  bleibt 
der  Abstand  unverändert,  der  Verschiebnngsweg  aber  hat 
die  Länge  tr  =  etana.  Alle  Punkte  desselben  Abstandes 
haben  also  denselben  Versehiebmigsweg,  jede  Parallele  zu 
KL  wird  also  in  unveränderter  Länge  in  die  neue  Lage 
verschoben.  So  ist  z.  B.  D  nach  D^  und  die  Gerade  AGB 
in  die  Lage  A^C^B^  verschoben  worden.  Der  Kreis  geht 
dabei  nach  den  in  Bd.  I  gegebenen  Bemerkungen  in  eine 
Ellipse  ttber,  diese  aber  hat,  weil  beide  Flächen  für  gleiche 
Höhen  gleiche  Querschnittslinien  haben,  denselben  Inhalt, 
wie  der  Kreis. 


Diese  Methode  läfst  sich  auf  jede  Kurve  bezw.  Fläche 
anwenden.  Sie  soll  als  Cavalierische  Verschiebung 
bezeichnet  werden.  Die  Punkte  von  KL  bleiben  unverändert, 
daher  soll  KL  die  Achse  der  Verschiebung  heifsen, 
aheüjst  der  Winkel  der  Verschiebung.  (Wieder  handelt  es 
sich  um  einen  Sonderfall  der  Parallelprojektion  und  der  Affini- 
tät.) Die  Punkte  unterhalb  KL  wandern  dabei  in  entgegen- 
gesetzter Richtung,  wie  die  oberhalb  liegenden.     (Figur  52). 


—L 


Fig.  52. 
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Bei  dieser  Transformation  bleiben  die  Flächen- 
inhalte unverändert. 

Weil  kein  Punkt  seinen  Abstand  von  KL  ändert,  behält 
auch  der  Punkt  mittleren  Abstandes  seinen  Abstand  e^  unver- 
ändert bei,  d.  h.  der  Schwerpunkt  verschiebt  sich  parallel  zu 
KL  nach  dem  neuen  Schwerpunkte.  Dieser  liegt  auf  NP, 
Jedes  Flächenteilchen  /,  welches  in  Bezug  auf  NP  das 
Moment  ef  hatte,  hat  in  der  neuen  LAge  in  Bezug  auf  NP^ 
das  Moment  e  cos  a  .  /.  Aus  Sef^^O  in  Bezug  auf  e  wird 
also  He  cos  a/=  cos  a  X«/=  0  in  Bezug  auf  NP^.  Diese 
Linie  ist  also  Schwerpunktsachse.     Folglich: 

Bei  der  Cavalierischen  Verschiebung  bleiben 
die  Schwerpunkte  der  Flächen  erhalten. 

Für  die  Bogenlängen  und  ihre  Schwerpunkte  lassen 
sich  jedoch  keine  Schlüsse  ziehen,  da  die  homogene  Punkt- 
verteilnng  wiederum  nicht  erhalten  bleibt.  Wichtig  aber  ist 
folgendes : 

Der  Krümmungsradius  im  Berührungspunkte 
einer  Tangente,  die  parallel  zur  Verschiebungs- 
achse ist,  ändert   sich  bei  der  Verschiebung  nicht 

Zieht  man  nämlich  in  Figur  51  in  kleinem  Abstand  h  von 
der  Tangente  im  ursprünglichen  Krümmungskreise  eine  Sehne 
AB  parallel  zur  Tangente,  und  halbiert  man  diese  in  C,  so 
hat  man,  wie  oben,  AC=  CB  =  l  und  Ä(2ß  —  h)  =  P.  Ist 
nun  h  unendlich  klein,  so  darf  man  erstens  AB  2i&  Sehne 
der  Kurve  ansehen,  zweitens  A'  vernachlässigen,  so  da£s 
2qh  =  P  wird.  Durch  die  Verschiebung  wird  aJB^=  AB=  21 
Sehne  der  neuen  Kurve  und  zugleich  ihres  Krümmungskreises, 
für  diesen  gilt  also  ebenso  die  Gleichung  2Q^h  =  Py  dem- 
nach ist  Q^  =  Q. 

Soll  man  also  für  einen  beliebigen  Punkt  D^  einer  Ellipse 
(Figur  53)  den  Krümmungsradius  konstruieren,  so  kann  man  sie 


Fig.  68. 
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sieh  mit  Hilfe  des  zu  D^M^  =  a  gehörigen  konjugierten  Radius 
\  und  der  Tangente  in  x>^,  indem  man  M^D  senkrecht  zu  dieser 
stellt,  in  eine  gegen  M^^D  symmetrische  Ellipse  verwandelt 
denken,    deren  Achsen  a  =  a^  sin  ß  und  b  =  b^  sind.    FOr 

£ese  ist  ^  =  — ,  ebenso  grofs  ist  q^  fttr  die  andere  Ellipse 

d.  h.  man  hat  q^  = ^~ä~y  ^^  ßi  ^^^  ^^^  ^^^  konjugierten 

Achsen  eingeschlossene  Winkel  ist. 

Die  Konstruktion  geschieht  nun  einfacher.  Man  ziehe 
D^M^  und  den  konju^erten  Radius  M^Bj^  =  b^,  fälle  auf 
diesen  das  Lot  D^N^  und  zeichne  einen  Halbkreis  mit 
diesem  Lote  als  Durchmesser.  In  diesen  lege  man  6^  von 
D^  aus  als  Sehne  DiE^^  ein  und  fälle  von  E^  aus  auf 
D^Nj^   das  Lot  E^^^,   dann   ist   (nach  Pythagoras)   jUj   der 

gesuchte  Ejümmungsmittelpunkt,  denn  D^E\=  C^/i^  ,D^N^, 

d.  h.  bl  =  Q^.  Oj  sin  ß. 

Das  Entsprechende  für  Parabel  und  Hyperbel  ist  leicht 
auszuführen.  Allgemein  hat  man  den  Satz:  Stehen  über 
einer  Sehne  Kurvenbogen,  die  durch  Gavalierische 
Verschiebung  sich  in  einander  überführen  lassen, 
so  sind  die  Krümmungsradien  für  die  Berührungs- 
punkte der  allen  Kurven  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente von  derselben  Gröfse. 

Dies  gilt,  abgesehen  von  den  Kegelschnitten  z.  B.  für 
Sinuskurven,  Cykloiden,  Epi-,  Hypo-,  Pericykloiden, 
Evolventen  und  andere  elementar  zu  behandelnde  Kurven 


Fig.  64. 
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nnd  die  ans  ihnen  durch  CaTalieiische  Verscbiebtmg  abzo- 
leitenden. 

Über  die  FItteheu  der  EegelBcbnitte  sei  folgendes 
gesagt: 

a)  Parabel.  Kach  Bd.  U  Seite  311  ist  hier  in  Figur  54 
die  eingezeichnete  Parabelfläobe  mit  A  als  Scheitel  und  AD 
als  Achse  der  dritte  Teil  des  Rechtecks.  Ebenso  ist  die 
Parabelfläche  A^C^D^  zwei  Drittel  toid  Parallelogramine 
A^BfiyD.,  denn  die  Flachen  sind  aas  den  vorigen  dnreh 
die  GaTalierische  Verschiebung  entstanden. 

Nach  Bd.  m  des 
methodischen  Lehr- 
bnohs  der  Elementar- 
mathematik des  Ver- 
fassers (Leipzig  bei 
tenbner)  llüst  sich 
für  die  Hyperbel 

i.y  =  c' 
elementar  zeigen,  dafs 
die  von  ^  bis  «,  gwecb 
nete  Fläche  ABCD 
(Figur  55)  folgenden 
Inhalt  bat: 


Äof  Seite  47  des- 
selben Buches  wird  da- 
raus elementar  abgeleitet, 
dafs  das  in  Figur  56  dar- 
gestellte Segment  der 
gleichseitigen  Hyperbel 
ar*  — y«  =  a* 
folgenden  Inhalt  hat: 


—  a»  Ig-^ 


Eiaflchaltmig  üb.  gewisse  AfBait&ts-  vl  KoIliBeationsberieliinigea  etc.  gl 
(was  sieh  aueh  kttraer  als 


.,y,-<4,^ 


sehieiben  läfst). 


.t       ««t 


^         9    _ 


Fttr  die  allgemeiBe  Hyperbel  — ^  —  TF  =  ^  ^^^  darana 

dnrch  Cavalierische  Erweiterung  mit  dem  Faktor  n  in  senk- 
reekter  Richtung,  wobei  na^  =  b  wird,  dafs  die  entsprechende 
Segmentfläche  wird 

Dafür  kann  man  anch  sehreiben,  da  —  Va^  —  a'  ==  y^  ist 

Unterwirft  man  dies  der  Cavalierischen  Verschiebung, 
so  bleibt  der  Inhalt  unyerändert 

m 

Verbindet  man  A  und  B  mit  J/,  so  entsteht  eine  Fläche 
AMBCj  die  von  den  beiden  Geraden  und  der  Hyperbel 
eingeschlossen  ist.  Sie  heilst  hyperbolischer  Sektor  und 
hat,    wie    sich    ebenso    leicht    steigen    läfst,    die    Fläehe 

p  =  a^lg  fiAl^i.  für  die  gleichseitige  Hyperbel, 

F=ablg(j^  +  ^^  fttr  die  allgemeine  Hyperbel. 

Diese  Flächenformeln  sollen  Beispiele  fttr  den  Ouldin- 
sehen  Inhaltssatz  ermöglichen. 

§  73)  Bemerkung  ttber  Kollineation.  Kennt  man 
fttr  eine  Kurve  den  zu  einem  ihrer  Punkte  gehörigen 
Krümmungsradius,  so  kennt  man  auch  den  ent- 
sprechenden Krttmmungsradius  fttr  jede  aus  ihr 
durch  Kollineation  (z.  B.  Gentralprojektion)  ent- 
stehende Kurve.  Transformiert  man  nämlich  den  Kreis 
mit,  so  geht  er  ttber  in  einen  Kegelsehnitt,  der  mit  der  neuen 
Kurve  drei  Punkte  gemein  hat.  Fttr  den  Kegelschnitt  aber 
kann  man  nach  obigem  den  Krttmmangskreis  konstruieren, 

HoUaAllar,  Stenvaatrie  OL  6 


82  I-  IHe  Gnldinsohen  Kegeln  fBr  DrehnDgBkQiper  eto. 

der  zur  gegebenen  Stelle  gehßrt  Dieser  aber  ist  zoglelck 
der  der  nenen  Karre,  weil  er  mit  dieser  dieselben  drei 
Ponkte  gemein  hat 

Dasselbe  gilt  von  RanmkurreD  bei  rftnmliclier  KollioeatioD. 
Die  räumliche  Affinität  ist  von  dieser  nur  ein  Sonderfall,  bei 
dem  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  wird. 

X)  Beispiele  snr  OvldluBohen  Inltaltafomiel  für  Drehangs- 

gsliUde,    die    ans  Eeselaolmitten    and  sonitlgen   ebenen. 

Enrren  herrorgehen. 

§  74)  Eine  Byrometriache  oder  onsymmetrische 
Halbellipse  drehe  sich  um  eine  in  ihrer  Achse 
liegende  Ebene.  Wie  lantet  die  Goldiaache  Inhalts- 
formel ftlr  den  entstehenden  EOrper?    (Figor  &7). 

AoflSsungen.  a)  Fall  der  Sym- 
metrie.   Sind  a,   nnd  \   die  Halbaohisenr 

so  ist  f\  =  —~,  JtfjS,  =  ft  ergiebt  sich 

dnreh  Vergleich  mit  dem  Halbkreise  vom 

stinunte  S^  von  der  Drehnngsachse  nm  e 
entfernt,  so  ist  J=2neF^. 

b)  Fall  der  Nichtsymmetrie.  Ist 
M,  C,  =  o,  und  MB^  =  6,  die  koiyngierte 
Halbachse,  so  ist,  wie  der  Vergleich  mit 

dem  vorigen  Falle  zeigt,  n^  =  — -^ — t^ 

der    Abstand    des  Punktes  -^    vom    kon^ 

jQgierten  Durchmesser,  ^,  =  ~9~  ^^'^  ^***" 

Pnnkte  M,.    Dabei  ist 

,-ra,  b,         i  .        ,      .   , 

Hier  ist  ;',  der  Winkel  zwisoheo  den 
koi\JD^erteD  Halbmessern.  Ist  das  so  be> 
stimmte  S^  um  e  von  der  beliebig  Uzenden 
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Orebnngsacbse   entfernt,  so   eind  die  Werte  eiDmsetzen  in 

§  75)  Dieselbe  Aufgabe  fQr  EllipBensegmente, 
bei  densD  durch  die  Sehne  der  n**  Teil  des  konju- 
gierten HalbmeBserfl  abgCBchnitten  ist 

AnflöBung.  Ftlr  den  Kreis  der  Figur  58 
ist  das  Segment  von  der  Fläche 

WO   sich  ß  aus  coa  -^  ^^ und  ß 

ans  ;!=:;  fr  ~~ö~  bestimmt.  Ftlr  die  Ellipsen 
ist  also  ein  Bil&winkel  ß"  und  ein  Uil&- 
bogen  ß  nach  diesen  Formeln  zu  berechnen, 
und  es  werden  beide  Segmente 

1)  F,  =  -^0!-smft 

Fltr  das  Kreissegment  ist 


'""     ^  — sia^ 
für  die  EUipsensegmente  wt  M^S^^  ^t^% 
ebenso  grofe,  also  ^^  j^^ 

^   4a.     i2n-i)^  ^    Ja,Biny,      (2t. -f)^ 

5n»     ^  —  üin;?  '  "  3n'  ß—iöaß' 

Die  Inhaltsformel  ftlr  den  Fall,  dafs  der  Abstand  des 
SehwerpunktcB  S,  bezw.  S,  von  der  sonst  beliebig  liegenden 
Drehungsachse  gleich  e  ist,  Ist  die  obige. 

Ohne  dafs  aof  solche  Beispiele  besonderer  Wert  gelegt 
wird,  sollen  einige  Übongebeiapiele  ansgefufart  werden. 

9  76)  Der  Mittelpunkt  einer  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  a  und   b   habe   von   der  Drehnngs- 


84 
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achse  PQ  die  Ent* 
fernang<;.  Ihre  Haupt- 
achse MC  bilde  mit 
PQ  einen  Winkel  o. 
Jede  der  beiden  durch 
AB  =  2b  bestimmten 
Halbellipsen  giebt 
einen  Guldinschen 
Körper,  dessen  In- 
halt bestimmt  werden 

solL 

4a 
Auflösung.  SM^^^j 

also  EM=  — —  sin  a, 


demnach 

1) 

2) 
folgUch 


Fig.  59. 


37t 


Q  =  C  — 


4a 

~37t 


sina. 


F=  —  naby 


J=z27efF=27t 


Ttab 


oder 
3)  J= 


Tt^ab 

37t 


(.- 


Ttab 


4a 

37t 


sm 


«) 


(ßTtc  —  4a  sin  a)  =  — r— -  {37tc  —  4a  sin  a). 

ö 


Die  andere  Halbellipse  giebt 


3*) 


J= 


7tab  , 


*{37tc-\'4afAxia), 


Die  Fälle  a  =  0  und  a  =  dO^  sind  die  wichtigeren. 


§  77)  Von  derselben  Ellipse  werde  ein  sym- 
metrisches Segment  dadurch  abgeschnitten, 
dafs  man  von  C  aus  von  der  Achse  CM  den 
n^  Teil  abschneidet  und  durch  den  Teilpunkt 
die  Sehne  A.B^  parallel  zu  AB  zieht.  MQ  soll 
gleich  c  bleiben.  Der  Inhalt  des  zugehörigen 
Ouldinschen  Körpers  soll  berechnet  werden. 
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AnflöBung.    Znnächst  ist  im  Anschlafs  an  §  75  der 
Hilfswinkel  ß  (f tlr  den  HilfskreiB)  mit  Hilfe  von 

1)  COB-^== 


2  n 

mid  daians  der  Bogen 

2)  ß  =  7t     ^ 


zn  bestimmen.    Die  Segmentfläche  wird 
3)  F==-^[ß-fmß]. 

Der  Schwerpnnktsabstand  von  AB  wird 

4a      (3n-0* 


5n»     ^  —  gin/j' 
also  der  Schwerpanktsabstaiid  Ton  PQ  \ 

4a      (2n— i)»     . 

Der  Inhalt  ist  dann 

§  78)  Segmente  ähnlicher  Ellipsen  von  derselben 
Sehne  A.  Durch  Gavalierisohe  Erweitemng  gehen  die  Kreis- 
segmente der  Figor  60  in  elliptische  ttber^  die  ähnlichen 
ElUpsen  angehören.  Folglich:  Segmente  ähnlicher 
Ellipsen  mit  Sehnen  von  derselben  Länge  h  =  2b 
geben,  wenn  sie  um  die  gemeinschaftliche  Achse 
A^M^B^  rotieren,  inhaltsgleiche  Körper.  Der  ge- 
meinschaftliche Inhalt  ist 

T  47t       -    b  47t       a- 

J  =■ ar  —  = a"o, 

3         a         3 

Dasselbe  gilt  auch  dann,  wenn  noch  die  Gavalierische 
Verschiebnng  stattfindet,  dnrch  welche  die  Segmente  nn- 
symmetriseh  werden.  Die  entstehenden  Körper  sind  jedoch 
dann  nicht  mehr  von  Ellipsoiden  begrenzt 

Bemerkungen,  a) Ebenso  kann  man  von  denFigaren24, 
25,  26,   27,   28,  29,  31,  32,  33,  34,   58   ans   zn  Teilen 
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elliptischer  Flächen  tlber- 
^hen,  die  von  parallelea 
oder  nicht  parallelen  Seh- 
nen begrenzt  werden. 

b)  Dorch  CsTalierische 
Erweitemng:  erhält  man 
aoB  den  Figuren  35,  36, 
37,  38,  39,  40,  41,  42 
elliptisebe  Hohlkehlen  nnd 
Wulste  und  GefäTse  ron 
Quetschnitten,  die  Ellipsen- 
Segmente  enthalten,  ebenso 
Walzenprofile  ftlr  die  Her- 
stellung elliptisoher  Stäbe, 

Tnnnelquerschnitte  mit 
elliptischer   Wölbung   mid 
dergl. 

Handelt    es    sieh    am 

konzentrische  Kreise  und 

am  Figuren,  die  von  zwei 

Kreisen  begrenzt  werden, 

80  gehen  diese  Kreise  in 

ähnliche     Ellipsen     Über. 

Man  kann  aber  anoh  ron 

Figuren  ansgeben,  die  z.  B. 

von  einem  ^eise  nnd  einer 

EMpse    begrenzt    werden 

und    so    zu    unähnlicheD 

rif.  M.  Ellipsen  gelangen. 

§  79)  Berechnung  elliptischer   Sektoren.     Man 

nebe  in  Y^gar  58  A^M^  and  B.M^,  A,M,  und  B^M,.    Wie 

vorher,  hat  der  zugehörige  Kreissektor  einen  Cenbiwinkel  ß, 

der,  wenn  DC  =  —  DM  ist,  sich  ans 


bestimmt.    Sein  Radins   ist  a  = 
^es  Kreissektors  ist  F  =  —^,  \ 


0^  =  0,  sin}'.     Der  Inh^t 
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b 


ß=7t 


18(fi 


ist.    Durch  Cayalierifiche   Verkflrzang  mit  dem   Faktor 
wird  für  beide  EUipsensektoreii  der  Figur 

TP  —jp  —  ^i^J  —  s^/*8ipy 

Für  den  Kreissektor  und  fttr  die  EUipsensektoren  ist 
der  Schwerpnnktsabstand 

4a.V2n  —  l         4a^BmyV2n  —  l 

9  =  Qi=Q9  =  —  =  -— ' — - — ^ • 

3nß  3nß 

Damit  sind  die  Grundlagen  fttr  die  Ouldinschen  Be- 
rechnungen gefunden. 

§  80)  Schwerpunktsbestimmung  fttr  die  ein- 
fachsten Parabelflächen.  In  das  Rechteck  iij5C2>  mit 
den  Seiten  b  und  h  sei  eine  Parabel  einbeschrieben,  die  bei 
A  ihren  Scheitel  und  AD  zur  Achse  hat.    Nach  Bd.  n, 

S.  311  ist  dann  die  Fläche  ADC=^bh,  ABC  =  ^bK 

o  o 

Die  dort  gezeichnete  Pyramide  hat  -.— ^ 

3      ^ 
ihren  Schwerpunkt  im  Abstände  jA 

Yon  der  Spitze,  dasselbe  gilt  nach 
CaTalieri  yon  dem  dort  gezeich- 
neten parabolischen  Cjrlinder.   Da- 

her  ist  hier  E^S^  =  t  ^*    Dasselbe 

4 

ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  Ouldin- 
schen BegeL  Nach  Bd.  n,  Seite  309 
ist  nämlich  der  Inhalt  des  Para- 
boloids,  welches  durch  Drehung  ^  _ 
der  Parabelfläche  ACD  um  die 
Achse  AD  entsteht,  gleich  der 
Hälfte  des  zugehörigen  Gylinders.  Dasselbe  gilt  yom 
AuCsenkOrper.    Es  ist  also 

2äp,F,  =— -7rft*Ä  oder  ^^o  . -^  =  -5-***,   äIso  fe  =  -7-** 
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Ebenso  findet  man 

1  2  1  3 
27tQ^Fj^=-^7tb^hoäeT  2f^'  —  bh  =  —  b*hy  also  ßj^==— -6. 

2  o  ^  o 

Etwas  unbequemer  sind  die 
Schwerpnnktshöhen  y^  und  y,  za 
bestimmen.  Man  kann  folgende 
Methode  wählen.  Man  teile  AD =A 
in  n  gleiche  Teile  ein  nnd  lege 
durch  die  Teilponkte  horizontale 
Gerade.  Dadurch  entstehen  Parallel- 
streifen von  der  Höhe  —  und  einer 

n 

Breite,  die  sich  fttr  den  Abstand 
y^  z=  m  —  aus  der  Proportion 


n 


2 


ab 


Fi«,  es. 


ym:h  =  x^:b^ 


'.=»/^= 


h  '  h  '      n 

bestimmt.     Der   Inhalt   des   Streifens   ist   um   so   genauer 

gleich  —  ^  =  —  y   — ,  je  gröfser  n  ist.    Das  statische 
fi  fi    '      n 

Moment  des  Streifens  in  Bezug  auf  KL  erhält  man  durch 

tnh 

Multiplikation  mit  dem  Abstände ,  es  ist  also  gleich 


n 


mh 


n 


bh^ 
n 


'     n 


m 


n' 


i 


6A«. 


Die  Zahl  m  nehme   nnn  der  Beihe  nach  die  Worte 
1,  2,  3, ...  n  an,  dann  ist  die  Smume  iet  Momente  fttr  n=co 
gleich 


bh* 


i*  _|_  2*  _|- 5*  _|_ . . ,  _|_  „* 


n 


l  +  i 


b/i 


^bh* 


2 


+  i 
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Das   gesamte    statische   Moment    der  Fläche  ist  aber 

2 
gleich  !fx  .  Fl  =  }/i -^  bh.    Also  hat  man  die  Gleichang 

Vt  Y  **  =  *A'-y  oder  y^  =  —  A. 

Weil  ferner  die  Gerade  S^  S^  durch  M  geht  und  dort 
im  mBgekehrten  Verhältnis  der  Flächen  geteilt  ist  (Satz  der 
statisehen  Momente),  so  istS^M=2S^  Jf,  also  ist  S^  doppelt 
80  weit  von  der  horizontalen  Mittel- 
linie des  Bechtecks  entfernt,  als  /S^. 
Darans  folgt 

3 


y^  = 


iO 


A. 


Damit  sind  die  Schwerpunkte  fttr 
beide  Flächen  bestimmt. 

Als  Beispiele  fttr  die  Anwendung 
der  Gnldinschen  Inhaltsformel  behandle 
man  die  Körper,  die  durch  Drehung 
beider  Flächen  um  die  anderen  Recht- 
ecksseiten entstehen. 

§  81)  Durch  Gavalierische  Ver- 
schiebung geht  die  letzte  Figur  in 
ein  Parallelogramm  mit  einbe- 
sehriebener  Parabel  ttber.  Die 
FQlchen  bleiben  dieselben,  ebenso  die 
Abstände  Ef^S\,  G'^S'^,  JT.iS',,  0\S\, 
während  die  Schrägabstände  werden 

ly^S'^  =  4^,  B^  s\  =  4^. 

*    *       sina'      '    '       sma 


Fi«.  68. 


Beim  vollen  Parabelsegment  liegt  der  Schwerpunkt 
auf  der  zur  Achse  parallelen  „Mittellüiie^  ADy  die  durch 
den  Berührungspunkt  A  der  zur  Sehne  parallelen  Tangente 
geht,  und  dabei  ist 

AS  =  ^h  =  ^AD. 
ö  5 


I 
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§  82)  Parabolischer  Parallelstreif.  E^  handelt  nch 
imi  parabolische  Fltteheo,  die  durch  zwei  parallele  Sehnen 
begrenzt  werden,     (flg^.  65.) 


a)  FOr  DCC^D^  wird  nach  Guldin 


"  a^c/". 


l»*-Am.) 


3ir| 


3    b'k  —  b\h, 
S    bk  —  b^\   ■ 


Nach  dem  Momenteniwtze  wird  in  Bezug  Auf  AB,  wenn 
ACJ)^  mit  Py,  ACD  mit  F  l)ezeiclmet  wird 


-*,.P,+y,F.= 


ybk-h,^b,h. 


3    H'  — i,^' 
'S     6/.  — 6,*,' 
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b)  Ftlr  BCC^B^  wird  nach  Gnldin 


2nyjbh  —  j\h^ 
Der  Momentensatz  giebt  wie  vorher 


_  3  b*h  —  bVi^ 
~  4    bh  —  b^h^ 


y«  = 


10 


1  i 

h—bh  —  h^—bji^ 

ö  O 

_    _  _ 

-bh-jb,h. 


t 


3     bh*  —  b^h[ 


10     bh 


KK 


c)  Der  Übergang  zn  sehrägen  Parallelstreifen  geschieht 
düreh  Cavalieriflehe  Yerschiebimg  and  bietet  nichts  Neues. 
Aber  auch  für  parallel  begrenzte  Streifen  lassen  sich  die 
Rechnungen  ohne  Schwierigkeiten  durchführen. 

Bemerkung.  Die  Berechnung  parabolischer  Bogen  ist 
elementar  durchführbar  (vergl.  des  Verfassers  methodisches 
Lehrbuch,  Bd.  m  Seite  224),  da  aber  die  Oberfläche  des 
Drehungsparaboloids  schwieriger  zu  behandeln  ist,  soll  die 
Schwerpunktsberechnung  des  Bogens  vorläufig  unterbleiben. 

§  33)  Das  symmetri- 
sche Segment  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  und 
sein  Schwerpunkt.  Figur 66 
stellt  ein  symmetrisches  Seg- 
ment einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel von  der  Halbachse 
MC  =  a  dar ,  deren  Asymp- 
toten durch  MG  und  MH  an- 
gedeutet sind.  Die  Gleichung 
der  Kurve  ist 


1)  a*  —  y^  =  a\ 

Die  Fläche  ist 


vif.  M. 


2)        F=x^yl^ 


a*  lgx^-\- 


V~* 


Xi 


a' 


^ly»  —  «*  ^ 


•j-  *i  +  .Vi 
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wo  MD  =  x^,  i?B  =  yi  =  4-  =  Vji^  — a«      ist.       [Diese 

Fonnel  Ittfst  sich  elementar  ableiten,  wie  z.  B.  im  methodischen 
Lehrbach  des  Verfassers  Bd.  III  Seite  47—49  gezeigt  ist.] 

Durch  Drehung  um  PQ  entsteht  ein  Cylinder  mit  Badins 
MD=^x^  und  von  der  Höbe  AB  =  2y^y  ein  gleichseitiges 
DrehungsDyperboloid  und  der  zugehörige  Bestkörper.  Für 
die  beiden  ersten  ist  (nach  Bd.  U,  Seite  297)  die  Inhalts- 
bestimmung nach  der  Simpsonschen  Begel  gestattet,  folglich 
auch  f  ttr  den  Bestkörper.    Dessen  Inhalt  wird  also 

2)    J=:A[<,  +  o+4«r(x?_««)]  =  i|i(^«-a«) 

=  — ^  («1  —  ö»j  =  -y-yi. 

Der  Schwerpunktsabstand  MS  wird  nach  Ouldin 


27tF       2nF  3F 


oder  auch 


3*)     (i  = 


[^ .     X,  -4- V^  — a*   1  * 
x^a^  —  a^  —  a«  Ig-^^ J 


§  84)  Bemerkungen^  Der  Inhalt  des  Drehungs- 
körpers mit  Achse  PQ  ist  nach  Gleichung  2)  gleich  dem 
einer  Kugel  vom  Badius  y^,  wie  grofs  auch  a  gewShlt 
werden  mag.  Alle  konzentrischen  und  symmetrischen 
gleichseitigen  Hyperbelsegmente  von  derselben 
Sehne  geben  also  inhaltsgleiche  Drehungskörper. 
Zu  ihnen  gehört  das  Asymptotendreieck  MOE.  Durch 
Vergleich  mit  flgur  30  folgt  der  bemerkenswerte  Satz: 

Drehen  sich  konzentrische  Kreissegmente  and 
konzentrische  und  symmetrische  Segmente  gleich- 
seitiger Hyperbeln  von  derselben  Sehne  h  um  den 
zu  diesen  Sehnen  parallelen  Durchmesser,  so  sind 
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alle   entstehenden  DrehangskOrper  von  demselben 
Inhalte.    (Fig.  67.) 

Man  kann   den  Säte   anch  dahin  deuten,  dafa  sämt- 
liehe  Segmente  dieser  Art  in  Bezog  anf  dieDrefaangs- 
aebiei'QdasBelbe  atatischeMoment  haben,  nämlioh: 
w         „        J         47t    a     1  2    , 


-' '  n^i^  versache  die  in  §  GS  gemachten  Bemerkungen, 
abgesehen  tod  den  auf  Bogen  und  Hantelflächen  bezQgliohen, 
soweit  CB  mOglich  ist,  hierher  zu  Ubertragen. 

§  85)  Der  Hyperbelsektor.  In  der  Gleichung  2) 
bedeutet  x^y^  den  Inhalt  des  Dreiecks  MAB,  folglich  ist 
der  »weite  Teil 


1)        F=a*lff-^-^ ! 


die  [lache  des  Sektors  ACBMier  gleichseitigen  HTperbeL 
Da  sowohl  auf  den  aas  dem  Dreieck  MAB  eutstehenden 
DrehungakOrper,  als  aach  auf  den  ans  dem  Segment  ent- 
stehenden die  SimpBonsche  Kegel  anwendbar  ist,  so  lAfBl 
«eh  aach  der  Inhalt  des  aus  dem  Sektor  entstehenden 
Diehangskflrpers  nach  dieser  Regel  berechnen,  d.  h.  es  wird 
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was  mit  der  Formel  fttr  den  Inhalt  des  entsprechenden  ans 
dem  Kreissektor  entstehenden  Körpers  Übereinstimmt,  wenn 
a  der  Kreisradins  ist. 


A  4 

Fig.  68. 

Nach  Gnldin  wird  der  Abstand  des  Hyperbelsektors  Ton 
M  gegeben  dnrch 

47t      3 


Vx 


27t a^  lg  ^   '  ^* 


a 


^  \*t±^' 


woftlr  SDch  geschrieben  werden  kann 


3*) 


?  = 


•2 


Va^  —  a* 


'l9 


as, -|-/«J  — a» 


Das  atatische  Moment  des  Sektors  in  Bezog  auf  PQ  ist 

4n 


«'^1 


^  2rc 


2it 


2     , 


§  86)  Berühren  einander  der  Kreisbogen 
ACB  und  der  Bogen  A^CBj^  der  gleichseitigen 
Hyperbel,  die  beide  von  derselben  Höhe 
PQ  =  2yj^  sind,  so  sind  die  ans  der  Drehung 
beider    entstehenden    Körper     inhaltsgleich. 


Beiflpiele  jnur  Gnldinschen  Inhaltsfonnel  fix  DrehnngikOiper  eta     9& 


folglieh    auch    die    statischen    Moment^    der 
Flächen  in  Bezug  auf  PQ. 

Bertthrt  also  der  Hyperbel- 
foogen  das  Asymptotendreieck 
MGHy  so  entsteht  ans  dem 
Sektor  MBCA  ein  Drehongs- 
körper,  dessen  Inhalt  gleich  dem 
^ngelinhalte 


4/r 


y\ 


47t      3 


ist,  — 


■UM 

E 

/" 

1 

M 

\ 

1 

I* 

G     A 

Haben  Hyperbel-  nnd  Kreis- 
sektor dieselbe  Höhe  2y  nnd 
gehören  sie  zu  derselben  Sehne, 
so  ist  die  Inhaltsdifferenz  beider 
Drehnngskörper  (d.  h.  der  Inhalt  des  dnrch  Drehung  der 
Linse  ACBC^  entstehenden  Körpers) 


Viff.  69. 


D  = 


47t 

"T" 

47t 


^  Vx  — 


47t 


«Vi 


47t 


=^-y.K  +  y?-K-y?)] 


(r«  — 
8it 


«•)yi 


also  gleich  dem  doppelten  Inhalte  einer  Kogel  vom  Radiiu  y^ 
Die  Inhaltsaumme  beidw  ist  ebenso 


S  = 


■^y,K+y?  +  K-y?)]  =  -^ 


*J. 


d.  h.  gleich  dem  doppelten  Inhalte  eines  Ellipsoids  von  den 
Halbachsen  «^,  x^  nnd  y^y  oder  auch  gleich  dem  doppelten 
Inbalte  des  zn  dem  gemeinschaftlichen  Dreiecke  MAB  ge- 
hörigen.  Körpers.  Der  letztere  Körper  hat  also  als  InluJt 
das  arithemtische  Mittel  der  Inhalte  der  beiden  anderen. 

§  87)  Dnrch  Cavalierische  Verkürzung  in  senk- 
rechter Richtung  mit  Hilfe  des  Faktors  ^=  —  erhält  man 

ans  Figur  67  Segmente  und  Sektoren  ähnlicher  Ellipsen  und 
ähnlicher  Hyperbeln,  Aber  die  sich  entsprechende  Sätze  aus- 
sprechen lassen.    Die  Flächeninhalte  werden  die  — fachen, 
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die  Eörperinlialte  ebenfalls,  die  SchwerpmiktsabBtäiide  yon 
M  bleiben  dieselben,  wie  oben,  da  ^  =  — — ^  übergeht  in 


?  = 


a 


a 


2nF' 


so  dafs  keine  Änderung  eintritt.    Es  sei  dem  Leser  über- 
lassen, die  neuen  Sätze  in  Worte  zu  kleiden. 

Entsprechendes  entsteht  durch  Cayalierische  Ver- 
schiebung in  senkrechter  Richtung,  wodurch  die  Recht- 
ecke in  Parallelogramme  verwandelt  werden,  die  Schwer- 
punktsabstände  von  PQ  sich  nicht  ändern  und  auch  die 
Flächen-  und  die  Körperinhalte  dieselben  bleiben. 


F!f.  70. 


Für  den  Fall  der  Figur  70  wird  jedes  der  Hjperbel 
Segmente  fttr  sein  besonderes  a  =  MC  nach  der  Formel 

^=  tU^^i  -  a'  -  a*  k    '^    / J 


=  ^iyi 


MtH) 


berechnet,   denn  es  ist  —  Va-J  — a«  ==  y^,  jeder  Hyperbel- 


Sektor  nach  der  Formel 
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§  88)  Schwerpunkt  fflr  die  obere  Hälfte 
des  HyperbelsegmentB.  Bei  der  gleichseitigen 
Hperbel  handelt  es  sich  nm  die  Fläche  CDB  der  Figor  66, 
die  durch 

=4[../^^.-..VA±i3E!:] 

gegeben  ist.  Durch  Drehung  um  die  Achse  MD  entsteht 
ein  Segment  des  gleichseitigen  zweimanteligen  Drehungs- 
hyperboloids, auf  welches  nach  Band  II  wiederum  die 
Simpsonsche  Begel  anwendbar  ist.  Dabei  hat  man 
CD  =  x^  —  a  als  Höhe  zu  betrachten.  Der  Unterschnitt 
ist  Jlf  =  ö,    der  Oberschnitt    0  =  ni/\  =  7t{xl  —  a«).    Der 

Mittelschnitt  wird  ny^j  wo  y|  sich  aus 
bestimmt    Die  Simpsonsche  Regel  giebt  also 

oder 

Kach  Guldin»  Begel  wird  der  senkrechte  Schwer- 
ponktsabstand  der  oberen  Hälfte  des  Segments  von  der 
Drehongsachse 

HtlBMfllUr.  8tOTM««trl»  UL  7 
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1 

-  5a*«i  +  2a* 

r 

—  #1*  in 1 

.?I.«V.B«             /l« 

Der  Horizontalabstand  von  PQ  bleibt,  wie  vorher 


2{xl  —  a^' 


n 


3  y^Ya^  —  a^  _  a«  /(7— LZ 1 J 

Die  obige  Verkürzung  mit  Hilfe   des  Faktors  —  and 

a 

die  Gavalierische  Verschiebung  erweitem  die  Aufgabe  in 
leichter  Weise.  Der  durch  die  „  verkürzte "  Hyperbel  ent- 
stehende Drehungskörper  giebt 

Der  durch  Drehung  der  Fläche  MCBQ  in  Figur  66 
um  die  «-Achse  entstehende  Körper  wird  für  die  allgemeine 

Hyperbel  unter  Benutzung  der  Hyperbelgleichung -^  — '1«=^ 

o  (X 

Ahnlich  kann  man  die  Hälften  von  Kreis-  und  Ellipsen- 
Segmenten,  von  Kreis-,  Ellipsen-  und  Hyperbelsektoren  be- 
handeln. 

§  89)'"JlBemerkungen  zu  den  Analogien 
zwischen'Kreis   und   gleichseitiger  Hyperbel. 
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Die  hier  so  häufig  auftretenden  Analogien  haben  einen  tiefer 
liegenden  analytischen  Grund.  Die  Kreisgleichnng  x^'^y*=a* 

läfst  sich  nämlich  in  der  Form  «• —  (iy)'  =  a*,  wo  t  =  V — i 
ist,  schreiben.  Setzt  man  in  letzterer  Gleichung  y  an  Stelle 
von  ii/j  so  hat  man  die  Gleichung  einer  gleichseitigen 
Hyperbel,  die  schon  früher  (Bd.  n  Seite  294)  als  Fortsetzung 
des  Kreises  betrachtet  wurde. 

Kennt  man  die  Eolersche  Formel*) 

arctan -^  = -:rT  lg — '-^-r, 
X        2%        X — yi 

90  geht  z.  B.  die  Formel  für  den  Kreissektor  F=a^-^ 

Ja 

leicht  in  eine  andere  über.  Man  hat  fttr  den  Kreis 
^•-|-y*  =  a*  den  Sektor 

2  x^        2t        x^  — y^t 


*)  Sie   wird  folgendermalaeii  gefanden.    Jede  komplexe  Grösse 
»  ±  yi  läTst  sich  in  der  Form  r  (coBf  ±  tsinf )  ■»  re  ^  ^    Bchreiben, 

wo  r  -»y»*  +  y*,  y  =«  orctan  —  ist.    Dabei  wird 

SB 

-  V  +»*  =  *^/aB«  +  y«  +  iarcUa.  -^, 

=>  *^^r  —  y i  =  *I^  y«*  +  y'  —  torctan  -^. 
Durch  Subtraktioii  folgt 

oder 

«^,i^±i».=«i„„t«.-''-. 

*^  05  —  yt  X 

7* 
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oder  endlich 

SetEt  man  in  der  Gleichnng 


die  y^  nur  in  Verbindung  mit  dem  Faktor  i  enthält,  Oberall 
y'  statt  y^iy  and  links  F'  statt  Fi^  so  erhält  man  fttr  die 
Hyperbel  Ä*-|"(yO*  =  ^'  ^der  x*  —  y«  =  a'  den  Sektor 


Dies  formt  sieh  um  zu 

Und   dies   ist   die  in  §  85  angegebene  Form  fttr  den 
Hyperbelsektor.    Die  scheinbar  so  verschiedenen  Formeln 

F=a«-^  =  a«arctan^und  F'  =  a^lg^'^^' 

stehen  also  in  einem  einfachen  analytischen  Zusammenhange. 
Man  beachte  dabei,  dafs  es  sich  um  den  Fall  handelt,  bei 
dem  die  Bogen  des  Kreises  und  der  Hyperbel  einander 
berühren.    (Vergl.  Figur  68.) 

Ebenso  geht  die  Formel  fttr  das  Kreissegment 
i^=g4-.,y,  =g«grctani^-^,y,  =^fy?L±yi»_^" 

Vber  in 


'*        3  ^  x,—yti       ^^' 
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Daraae  wird,  wie  oben 

was  abgesehen  vom  Vorzeichen  die  Formel  f  ttr  das  Segment 
der  gleichseitigen  Hyperbel  ist 

Entsprechendes   versuche   man '  f fir    die   Inhalte    der 
Drehnngskörper  am  die  Schwerpnnktsabstände  zu  zeigen. 

/i)  Berechnung  der  Fl&ohe  des  DrehimgsparaboloidB. 

§90)  Rektifikation  der  Parabel.    In  derFignr  71a 
sei  die  Parabel  o;  ==  y' .  dargestellt*)    Man  denke  sich  die 

Höhe  AP=y^  in  n  gleiche  Teile  ^  =  6  eingeteilt.  Ist  n 
sehr  grofs,  so  gehört  zu  jedem  d  =  —  ein  Teilchen  a  des 
Parabelbogens  OP  =  «,  so  dafs  a = ^  ist,   wo  /9   den 

COBp 

Winkel  bedeutet,  den  die  Tangente  der  Parabel  an  der 
betreffenden  Stelle  mit  der  y-Achse  bildet.  Bekanntlich 
bildet  aber  die  Tangente  mit  der  JT- Achse  einen  Winkel, 

der  sich  aus  tana  =  -rr-  bestimmt,  demnach  ist 

tani?= =  ^-=:z2y, 

also 

4  4 

cos/9 = 


V  i  -f  tan V       y^  +  ^y^ ' 
Jedes  a  also  bestimmt  sich  als 


und  daher  ist 

a 


=  l^i  +  4^% 


*)  In  Figur  71a  lies  oben  bei  P  nicht  fi  sondern  ßu 
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und  der  Parabelbogen 

«  =  a^  +  a,  +  ^3  + . . .  +  a»  =  <J  i: iTT+lpr 

Man  setze  nun  die  veränderliche  Gröfse  —  =  |,  bo  d«fs 


man  hat 


oder 


§  =  /i  +  4v^ 


?* 


y 


2 


'    (4) 


=:i. 


Flg.  71. 


Berechnang  der  Fläche  des  DrehnngiparaboloidB.  lOS 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel  mit  den  Halb- 

i 
achsen  i  and  -y-.    Diese  Hyperbel   entsteht  dadurch,   dafs 

man  in  jeder  Höhe  y  das  entsprechende  %  als  Abscisse  an- 
trägt Die  Fläche  zwischen  dieser  Hyperbel  und  der  Y-Achse 
ist  von  0  bis  y,  von  der  Oröfse 

mi  =  611  =  in  Vi  -f  ^y\ 

Demnach  wird  diese  Fläche  durch  dieselbe  Zahl  ausgedrückt, 
wie  die  Länge  des  zugehörigen  Parabelbogens. 

Die  hyperbolische  Fläche   aber  ist  bekannt,  denn  bei 
der  Hyperbel  -\  —  T2'=^  ^®*  ^^  halbe  Segment  KLM 

gleich  ^[§,y,  -abUg(^  +  ^'\,  also  die  Fläche 

=4[j.,.+«»v,(i-+^)], 


«der,  da  I,  =  o  y  i  +  ^ 


ist, 


i 
Hier  aber  war  a=:  i,  und  b  =  —-,  also  wird  die  Fläche  in 

WirUichkeit 

Ebenso  grofs  ist  aber  nach  obigem  die  Länge  der  Parabel, 
JUSO  wird  diese  lünge  Ton  0  bis  y^ 

§  91)Fläche  desDrehungsparaboloides.  Labt 
man  die  erste  der  beiden  Figuren   sich  um  die  X-Achse 
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drehen,  so  giebt  jedes  a  eine  Fläche  27tya=i27cy6V l'\-  4y\ 
Bei   der  Dlrehnng   der  zweiten  Fläche  entsteht  ans  jeder 

Schicht  ein  Bingkörper  vom  Inhalte  27tt/^d=27tydV  i  -f-  4y^ 
Der  kleine  Bingkörper  hat  also  dieselbe  Inhaltsformel,  wie 
jene  Fläche.  Für  die  beiderseitigen  Summen  aller  Elemente 
folgt  also: 

DieFlächedes  ganzen  Drehung  spar  ab  oloidg 
(von  y=ö  bis  y  =  f/x)  wird  durch  dieselbe  Zahl 
dargestellt,  wie  der  Inhalt  des  Drehungskörpers 
der  Fläche  OKMN. 

Dieser  Drehungskörper  hat  aber  nach  §  88  für  die 
Hyperbel  -L-  — 1^=  i  den  Inhalt  ^^^   (§«  —  a«),    also 

i 
für  a  =  1  und  b  =  —  den  Inhalt 

Demnach  ist  die  Fläche  des  Drehungsparoboloids,  welches 
aus  der  Parabel  x  =  t/^  entsteht 

dder 

§  92)  Die  Schwerpi\nkt8höhe  fttr  die  Fläclie 
OKLM  ist  nach  Gnldin 


^[/7+7^-i] 


*'      2TrF 


3'f-^[y/i  +  4y?  +  |*^(>'i  +  4y?  +  2y,)J 


oder 


^[y.^i  +  ^y\-\-^'hi^i  +  4t,l^2y,)Y 


Berechniilig  der  Flftche  der  Drehungsparaboloids. 
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Ebenso  grofs  ist  die  Scbwerpnnktshöhe  y« 
fflr  den  parabolischen  Bogen  OP, 

Bemerkung.  Dem  Leser  bleibe  es  überlassen,  die 
Formeln  für  den  allgemeinen  Fall  y*  =  2px  oder  anch  f ttr 
x  =  ky^  an&nstelleni  was  nur  ein  einfaches  Übnngs- 
beispiel  ist 

§  93)  Eine  Folgerung,  auf  die  ein  späterer  Ab- 
schnitt naher  eingehen  soll,  sei  schon  hier  angedeutet.    Man 


^« 


n 


und 


teile  in  Flgnr  71a  die  JT-Achse  in  gleiche  Teile  d^  = 

lege  durch  die  Teilpnnkte  senkrechte  Gerade,   die  auf  der 
Kurve   OP  andere  Teilchen  o  geben,    als    yorher.     Jetzt 

,  y 

2x' 


handelt  es  sich  bei  der  Tangente  um  den  Winkel  tan  a 


Die  Kurve  y  •  =  x  ist  jetzt  in  der  Form  y  =  Va  zu  schreiben, 

so  dalÜB  jetzt  tan a  =  — r — ==-— l^ —  =  -—^       ist,   und 
•^  2x  2   ^     X        2  ^ 

so  wird  jetzt 


cos  a  =  — ^  = 


/,+(i/*Y     V^^ 


Jetzt  denke  man  sich  auf 
der  X-Achse  der  neuen 
Zeichnung  Lote 


=f 


i+ 


4x 


errichtet,  dann  erhält  man 
eine    Kurve    von    dieser 

Gleichung,  deren  Fläche  F 

o 

ebenfalls    so    grofs    sein 


vif.  72. 


mulis,  wie  die  Länge  der  Parabel  von  0  hiß  x^j  nämlich 
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Um  von  der  neaen  Kurve  eine  Yorstellang  zu  erhalten^ 
■chreibe  man  sie  in  der  Form 


,»=:1  +  - 


4x 


oder 


X 


Während  nun  die  Kurve  a?'  =  4  ij*  +  ^  ^^^^  leicht  zu 
konstruierende  Parabel  vorstellte,  stellt  die  hier  gefunden» 
Gleichung  eine  Kurve  vor,  die  aus  dieser  Parabel  mit  Hilfe 
reciproker  Abscissen  zu  konstruieren  ist.  (Diese  ergeben 
sich   mit   Hilfe    der   Projektion  x\i  —  / : x*\    Die  Fläche 


Fig.  73. 

der  Kurve   von  0  bis  x^  ist  also  gleich  dem  Ausdrucke  F, 

o 

Dreht  sich  die  neue  Fläche  um  die  F- Achse,  so  erhält 
man  einen  Inhalt,  der  durch  dieselbe  Formel  ausgedruckt 
wird,  wie  die  Drehungsfläche,  die  durch  die  Drehung  der 
Parabel  um  die  Scheiteltangente  entsteht. 

So  sind  der  parabolischen  Kurve  zwei  Flächen  zu- 
geordnet worden,  die  zu  ihr  in  einem  einfachen  Zusammen- 
hange stehen,  der  später  genauer  untersucht  werden  soll. 

y)    Anwendung  der  Gnldinsohen  Inhaltaformöl   auf  die 

einfaohflten  Sohraubengewinde. 

§  94)  Das  flache  Schraubengewinde  (mit  Recht- 
ecksprofil).    Es   sei   T  der  Radius   des   Kem-Cylinders, 
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a  und  h  seien  die  Seiten  des  Rechtecks,  dann  ist  der  Schwer- 

punktsabstand  Ton  der  Cylinderachse  Q=^r-{'  -— ,  der  Inhalt 

ftir  jeden   Umgang   also    (unabhängig   von   der   Steigung) 
nach  §  36 

J=  2Q7tF=2\r  4-  —  j  7t  ab  =  it  {2r  -f  b)ab, 

Ftlr  die  Mntter  gilt,  wenn  a^  =  a  ist,  dieselbe  Formel. 
Der  Normalschnitt  zu  PQ  hat  den  Flächeninhalt  -,-,  wenn 

n 

h  die    Höhe    fttr    den    Umgang    ist.     Dies    gilt    für    alle 
Gewinde. 


o 


(t 


(i, 


a 


a, 


^ 


ttttJittUf 


1 


vvV^SiS 


■J? 


\v^ 


■^i^ 


^M 


(//A//. 


/. 


'm^i^^> 


m-.^ 


FIf.  74. 


Flf.  75. 


§  95)   Das  scharfe  Schraubengewinde   hat   theo- 
retisch zum  Profil   ein  gleichschenkliges  Dreieck.     Sind  a 

und  b  Grundlinien  und  Höhe  des  letzteren,  so  ist  F=— , 

der  Schwerpunktsabstdnd  von  PQ  ist  ^  =  r  -f-  -v»  ^^  ^'^^ 
Inhalt  fttr  den  Umgang 


108         !•  Di«  Qnldinichai  Regeln  fUr  DnhnngAOrper  etc. 

FOr  die  Scbranbennintter  ist  theoretisch   entsprechend 

^— ('+^)4=«('+4)- 

(Die  Summe  dei  beiden  Inhshe  ist 

wag  dem  Umgimge  eines  Parallelogramms  mit  F=^ab  (oder 
dem  eines  Eechtecks)  entspricht.    Der  Unterschied  ist 

TT  ^        L  ""***     \ 

•'.-■'="7°'=— 3— •; 

§  96)    Das   trapezische   Gewinde. 


SchwerpunktBabstand 

alfio  Inhalt  fBr  den  Umgang 
J  = 

Für  das  Gewinde  der  Matter 
^^  hat    man    durch    Vertansehnng- 

von  a  und  & 

§   97)     Ein    Halbkreis    drehe    sich  -  am    seinen 
DorcbmeBser   and  steige  dabei   {aa   letzterem   als  Spindel) 
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80  anfffärts,    dala   seine   Punkte    Sctaranbenlinien    zorUefc- 
I^n.    (Vgl.  z.  B.  Figur  18.) 

Der  Inhalt   des  Gewindes  fflr  einen  Umgang  ist  dum 
^eioh  dem  der  entsprechenden  Kngel,  also 


Fttr  die  entsprechende  Hntter  würde  werden 

Die  Somme  beider  Inhalte  iet  gleich 
2nr',  d.  b.  gleich  dem  Inhalte  des  den 
Kogel  umbescbriebenen  Cylinders.  — 

§  98)  Mau  honstruiere  aach  das 
zur  Hohlkehle  der  flgui  77  gehSrige 
Schranbengewinde  fUr  beliebige  Steigung 
and  führe  dessen  Inhaltsberecbnnng  ans. 
Aach  elliptiBche  Hohlkehlen  machen  keine 
Schwierigkeit  '        _ 

Das  in  Figur  78  dargestellte  q 
Profil  soll  von  der  als  Sinoide 
bezeichneten  Kurve  begrenzt  sein, 
^e  dorch  Cavalierische  Erweite- 
rung ans  der  Sinnslinie  entsteht. 
Aach  das  entsprechende  Schrauben- 
gewinde kann  konstruiert  und  ele- 
mentar berechnet  werden.  Dieses 
Profil  kommt  vielfach  an  Säulen 
mit  Schraubengewinden  vor,  eben- 
so wie  das  an  den  Eemcylinder 
angesetzte  Halbkreisgewinde  Figur 
79.  Romanische,  gotische,  vlämische 
und  Renaissance  -  Architektur  be- 
nOtEen  Schranbengewinde  aller  Art, 
die  zu  einer  bestimmten  Art  von 
Ornamentik  geführt  haben,  wobei  '' 
Flecbtwerk,  PerlenschnHre  und  der-  "^  '"■ 
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gleichen  Rolle  spielen.  Solche  Sänlen  findeo  steh  in  Rom 
in  der  Peterekirehe,  im  Erenzgang 
TOD  St  Paolo,  am  Bischofsstnbl  von 
St.  Lorenzo,  in  Siens  am  Dom,  in 
Syracns  am  Palazzo  Montalto,  in 
Ji^eiber^  an  der  goldenen  Pforte 
des  Doms,   in  Basel  an  der  Gallo»* 

pforte  des  Münsters,   im  Ereuzgaog 

zu  KOnigslatter  n.  8.  w.  Selbet- 
"*'  '^'  verständlich    ist    ftlr    diese    Omia- 

mentik  nur  die  strenge  Konstruktion,  nicht  die  Berechonng 

von  Bedentüng,  — 


Zweiter  Absohnitt. 


Die  Schraubenfläclien,  ilure  Abwickelbarkeit 
auf  Dreknngsfläclien^  ihrZüsammenliaiigiiiit 
der  Guldinschen  Flächenfonnel  nnd  ihre 
konforme  Abbildung  auf  die  Ebene  nnd  anf 

andere  Flächen. 


a)  Die  gewöhnliche  SohraubenregeUiäohe 

und  ihre  Abwickelbarkeit  auf  Brehiingehyperboloide  und 

auf  allgemeinere  Sohranbenregelflftchen. 

§  99)  Man  denke  sich  auf  einem  Gylinder  vom  Durch- 
messer r  eine  Schraubenlinie  von  der  Ganghöhe  h  gezeichnet^ 

deren  Steigungswinkel  y  also  durch  tan  y  =  — gegeben 

ist  Von  jedem  Punkte  £»  der  Schraubenlinie  denke  man 
sich  an  die  Achse  nach  oben  hin  eine  Gerade  von  gegebener 
liänge  BnAn  =  a  gezeichnet.  Alle  diese  Geraden  schneiden 
die  Achse  unter  konstantem  Winkel  a  und  bilden  eine  ge- 
wöhnliche Schranbenregelfläche,  die,  weil  die  a  einander 
nicht  schneiden,  sondern  kreuzen,  nicht  abwickelbar  auf 
die  Ebene  ist  Sie  schneiden  auch  die  Schraubenlinie  unter 
einem  gewissen  Winkel  g,  der  leicht  zu  berechnen  ist.  Man 
denke  sich  in  Figur  80  das  Rechteck  A^GB^D^  vollendet 
nnd  auf  seiner  Ebene  in  den  Eckpunkten  Lote  von  gleichen 
Längen  errichtet,   womit  ein  Rechteekskörper  bestimmt  ist 
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Aaf  dessen  erst- 
genannter Fläche 
ist  von  B^  aus  die 
Gerade  B^  A^  ge- 
zeichnet,  die  mit 
-Blöden  Winkel  ß 
bildet.  Anf  einer 
der  anstofsenden 
Flächen  giebt  die 

Tangente  der 

Schranbenlinie    in 

B^    eine    Gerade 

B^X^j  welche  mit 

y.v  der  entsprechend»! 

Horizontalkante 

den  Steigungs- 
winkel /  bildet. 
Nach  Band  n  Seite 
13  §  28)  bUden 
dann  die  Geraden 
jB,  X^   und 

den  gesuchten 
Winkel  $,  den  auch 
B  Fund  BA  bUden, 
und  der  sieh  ans 
cos  ^  =  sin  /?  sin  / 
oder  auch  aus 

1)       cos  §  = 
cos  afsiny 

bestinmit.  Sind  also 
Ton  der  unter- 
suchten Sehrauben- 
fläche  a,  a  und 
die  Ganghohe  A  gegeben,   so  ist  r  =  a  sin  a,   die  Euryen- 

Unge    für    einen    Umgang  8  =  yh*-\'47c*r%    also    der 
Steigungswinkel  durch 

2)  siny  =  —  =    ,  =    ^ 

•        VA«4-47rV        /A«+i7r«a«sin«a 

gegeben,  fttr  den  Winkel  §  aber  folgt 


B,A^ 


"Big,  80. 
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3)       cos  §  =  cos  a  siny  = 


Acos  a 


h  cos  a 


h  cosa 


Vh^+4n^r^ 


yA«-|-.4^«a«sin*a* 

Denkt  man  sich  die  Geraden  a  nach  nnten  bis  ins  Un- 
endliche verlängert,  so  erkennt  man,  dafs  jede  Schrauben* 
linie  der  Regelfläche  ihre  besondere  Steigung  y  hat  und  von 
den  Geraden  der  Fläche  unter  einem  besonderen  Winkel  ^ 
geschnitten  wird.  Flir  a  =  0  z«  B.  ist  A  =  «,  d.  h.  die 
-Schraubenlinie  fällt  mit  der  Cylinderachse  zusammen,  und 
dabei  wird  cos 5^^=  cosa,  d.  h.  §  =  a,  wie  auch  die  Ver- 
längerung Yon  B^A^  und  C^A^  ttber  A.  hinaus  zeigt.  Für 
^  =  00  wird  y=0  und  §  =  5Ö®,  so  dafs  im  Unendlichen 
rechtwinkliges  Schneiden  stattfindet  und  die  Fläche  dort  den 
Oharakter  eines  Kegels  annimmt. 

§  100)  Die  Verlängerung  der  Geraden  a  über  die  A 
hinaus  giebt  eine  Fortsetzung  der  Fläche,  die  der  hier  be- 
handelten Hälfte  kongruent 
ist,  also  keiner  Untersuchung 
bedarf.  I 

Beiläufig  sei  bemerkt, 
dab,  da  alle  Schraubenlinien 
dieselbe    Ganghöhe    haben 

(in  Figur  81  ist  DG  =j\ 

mit  abnehmender  Länge  von 
a  also  steiler  und  steiler 
werden,  sie  in  der  Aufirifs- 
zeichnung  in  verschiedenem 
Mafse  über  die  erzeugende 
Gerade  hinausgreifen  und 
von  einer  Kurve  umhüllt 
werden,  die  an  einen 
Hjperbelarm  erinnert  und 
z.  B.  A^  B^  zur  Asympotete 
hat 

[Für  a  =  5ö»  handelt 
es   sich   um    die   Minimal- 


Fig.  81. 


HsltBftller,  8l«re«m«trie  UL 
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schraubenregelfläche ,  die  eine  Ansnahmestellang  einnimmt 
und  einer  besonderen  Beliandlung  bedarf.  Sie  ist  hier  ans 
der  Betrachtang  ansznschliefsen.  Dasselbe  gilt  vom  Falle 
a  =  0,  der  den  Cylinder  giebt  Dieser  ist  auf  die  Ebene 
abwickelbar.] 

§  101)  Man  denke  sich  aus  der  Schraubenfläche  einen 
Streifen  ausgeschnitten,  der  von  der  Gylinderachse  und  einer 
der  Schraubenlinien  begrenzt  ist,  so  dafs  er  lauter  Gerade 
von  der  Länge  a  enthält.  Von  beliebigen  zweien  dieser 
Geraden  a  soU  der  Streifen  in  seiner  Länge  begrenzt  sein. 
Hat  dabei  der  abgeschnittene  Teil  der  Achse  die  Länge  ly 
so  berechnet  sich  die  Länge  l^  des  abgeschnittenen  Teils  der 
begrenzenden  Schraubenlinie  aus  h:8  =  l:l^  als 

4)  i=iJL  =  i^J—, 

^  ^         Ä  smy 

Die  Fläche  soll  jetzt  so  gebogen  werden,  daCs  die  Ge- 
raden a  geradlinig  bleiben  (man  denke  sie  sich  z.  B.  durch 
aufgeklebte  Holzstäbchen  dazu  gezwungen),  und  zwar  soll 
die  Achse  /  in  einen  Elreis  gebogen  werden,  dessen  Badius^ 

g  =  -r —  wird.    Dann  ordnen  sich  die  Stäbchen  a  so  an,. 

dafs  sie  diesen  Elreis  sämtlich  unter  dem  unyeränderlichen^ 
Winkel  a  treffen  und  zwar  aus  Grtlnden  der  Kongruenz  in 
ganz  derselben  Weise.  Es  mufs  also  eine  Schicht  einer 
Fläche  entstehen,  die  durch  Figur  272  des  ersten  Bandes- 
dargestellt ist,  d.  h.  eines  einschaltgen  Drehungshyperboloids. 
Demnach  wird  die  begrenzendeSchraubenlinie  ganz  von  selbst 

in  einen  Ejreis  vom  Radius  o.  =  -^  =  — -, =  —^ — 

^^        27t       27t    smy         smy 

umgebogen,  der  von  den  Geraden  unter  dem  Winkel  |  ge- 
schnitten wird. 

§  102)  [Man  kann  sich  bequem  ein  Modell  dieser  hyper- 
bolischen Fläche  herstellen.  Man  nehme  zwei  kreisförmige 
Pappscheiben,  deren  Radien  etwas  gröfser  als  q  und  q^  sind 
und  bringe  sie  in  solche  Lage,  dafs  sie  einen  E^elstumpf 
darstellen.  An  den  Rändern  bringe  man  zum  Durchziehen« 
von  Fäden  Löcher  an,  die  auf  Kreisen  von  den  genauen 
Radien  q  und  q^  liegen  und  zwei  regelmäfsige  Polyogone 
von  derselben  Seiten^hl  geben.     Durch  die  Löcher  ziehe- 
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man  Fäden  so,  dafs  sie  den  Seiten  des  Eegelstiimpfes  ent- 
sprechen und  jeder  die  Länge  a  erhalte.  Denkt  man  sich 
jetzt  die  obere  Scheibe  gegen  die  andere  um  die  (sich  dabei 
yerkleinemde)  Achse  des  Kegels  gedreht,  so  entsteht  ein 
Drehungshyperboloid,  d.  h.  eine  Schicht  einer  in  Figur  272 
des  ersten  Bandes  yeranschaulichten  Fläche.  Solcher  Hyper- 
boloide entstehen  unendlich  yiele,  je  nach  dem  Orade  der 
Drehung,  und  zwar  sind  alle  von  einander  verschieden  (vom 
Symmetriefalle  abgesehen).  Bewirkt  man,  dafs  der  kleinere 
E^eis  von  den  Fäden  unter  dem  obigen  Winkel  a  getroffen 
wird,  so  hat  man  das  Hyperboloid,  auf  welches  sich  der 
betrachtete  Streif  der  Scluraubenfläche  vollständig  auflegen 
(abwickeln)  läfst,  derart  also,  dafs  die  ganze  Drehungsfläche 
bedeckt  wird.  Der  kleinste  Kreis  des  Hyperboloids  kann 
aufserhalb  der  Elreisflächen  oder  zwischen  ihnen  liegen.  Die 
Orenzlagen  sind  für  jedes  a  durch  den  bezw.  durch  die  beiden 
möglichen  Kegel  bestimmt,  f&r  die  der  „Striktionskreis''  den 
Durchmesser  Null  hat  Je  nach  der  Länge  l  des  ab- 
geschnittenen Teiles  der  Achse  der  Schraubenfläche  wird 
der  Striktionskreis  seine  Gröfse  und  Lage  erhalten.] 

§  103)  Man  kann  z.  B.  untersuchen,  wie  grofs  /  ge- 
nommen werden  mufs,  damit  der  kleinere  Kreis  der  kleinste 
eines  entsprechenden  Hyperboloids  werde.  Zu  diesem  Zwecke 


ng.  82. 


8* 
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gehe  man  Ton  einem  Hyperboloid  ans,  dessen  Striktions- 
kreis einen  vorläufig  unbestimmten  Radios  g  habe.  (Figur  82.) 
Die  zugehörige  Gerade  a  bilde  mit  der  Tangente  t  tlberall 
den  Winkel  a,  dessen  Schenkel  jetzt  in  derselben  senk- 
rechten Ebene  liegen  müssen,  weil  es  z.  B.  bei  KL  der 
Fall  ist.  Man  vollende  das  rechtwinklige  Dreieck  ABC^ 
welches  dem  Dreieck  ABG  der  Figur  81  entspricht,  so  dafs 
SC=r  =  a sin a  ist,  während  ^  =  acosa  wird-     Da  auch 

t^  =  ^i  —  q^  ist,  so  wird,  wenn  q  bekannt  ist,  q^  durch  die 

Gleichung  q\  =  t^-\-q'^  bestimmt. 

Ist  die  Ganghöhe  der  zugehörigen  Schraubenlinie  h=n2q  7t, 
wo  91  irgend  ein  reeller  Faktor  ist,  so  ist  die  Länge  der 
Schraubenlinie  für  den  vollen  Umgang  8-=n2q^7t^  also  der 
Steigungswinkel  y  zu  bestimmen  aus 

A        n2Q7i        Q 

smy  =  — =  -— -^ —  =  -^, 
%        n2q^7C        q^ 

d.  h.  er  stimmt  überein  mit  dem  von  t  und  q^  gebildeten 
Winkel  ACM,  für  den  tany  =  4-  ist    Die  Ganghöhe  der 

V 

Schraube  ist  also 
h  =  27criasiy  =  27tr  —  =  27tq  —  =  27r^  tana  =  Ztany. 

Daraus  folgt  Z  =  - . 

tana 

Folglich:  Soll  der  kleinere  Kreis  der  Hyper- 
boloidschicht der  Striktionskreis  des  Hyperboloids 
werden,  so  mufs  man  von  der  Achse  der  Schrauben- 
linie das  StUck 

tance 

abschneiden,  wobei  h  die  Ganghöhe  ist. 

(Für  a  =  45^  z.  B.  mufs  l  =  h  sein.) 

Dabei  handelt  es  sich  um  ein  Hyperboloid,  bei  dem  der 
Striktionskreis  von  den  Geraden  unter  dem  Winkel  a  ge- 
schnitten wird.  Im  allgemeinen  Falle  ist  der  Winkel  ein 
anderer,  weil  ein  anderer  Kreis  unter  a  geschnitten  wird. 
Daher  kommt  die  Unähnlichkeit  der  möglichen  Hyperboloide. 
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Das  Wichtigste  ist  der  Satz: 

Jede  Schranbenregelfläche  gewöhnlicher  Art 
läfst  sich  auf  gewisse  Drehiingshyperboloide  ab- 
wickeln. Man  kann  es  so  einrichten,  dafs  die  Achse 
zur  Striktionslinie  des  entstehenden  Hyberboloids 
wird. 

§  104)  Man  kann  allgemein  anch  so  verfahren,  dafs 
man  das  abgeschnittene  Stttck  der  Achse  als  Schrauben- 
linie um  einen  Cylinder  biegt  nnd  die  Geraden  dabei 
zwingt,  Gerade  zn*  bleiben.  Dabei  entsteht  eine  allgemeine 
Schraubenregelfläche,  denn  die  Geraden  liegen  dann,  ähnlich 
wie  beim  Hyperboloid,  nicht  mehr  mit  der  Cylinderachse  in 
derselben  Ebene.    Also: 

Auch  die  allgemeinsten  Schranbenregelflächen 
lassen  sich  anf  gewisse  Drehungshyperboloide  ab- 
wickeln. 

Aach  die  Umkehrong  ist  leicht  auszusprechen. 

§  105)  Von  den  Folgerungen  dieses  Satzes  seien  nur 
einige  besonders  wichtige  angegeben. 

1)  Die  allgemeinen  Schranbenregelflächen,  bei 
denen  die  erzeugenden  Geraden  die  Cylinderachse 
kreuzen,  sind  nicht  wesentlich  von  denen  unter- 
schieden, bei  denen  sie  die  Achse  schneiden,  denn 
sie  können  in  solche  durch  Biegung  Übergeführt 
werden, 

2)  Bei  der  Abwickelung  einer  allgemeinen 
Schranbenregelfläche  auf  ein  geeignetes  Drehungs- 
hyperboloid gehen  die  Schraubenlinien  in  die 
Ereisschnitte  des  letzteren  über,  die  Orthogonal- 
kurven  der  Schraubenlinien  in  die  Orthogonalkurven 
der  Ereisschnitte,  .  d.  h.  in  die  hyperbolischen 
Hauptschnitte. 

3)  Die  Fläche  einer  Schicht  des  Drehungs- 
hyperboloids kann  mit  Hilfe  des  Guldinschen 
Fläehensatzes  berechnet  werden,  wenn  man  die 
Länge  des  Hyperbelbogens  und  seinen  Schwer- 
punkt kennt.  Folglich  kann  man  unter  der  ent- 
sprechenden Bedingung  auch  die  Fläche  des 
Streifens  einer  Schraubenregelfäche  berechnen. 
Dabei  sind  mafsgebend  die  Länge  der  entsprechen- 
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den  Orthogonalkurven  der  Schraubenlinien  nnd  der 
Schwerpunktsabstand  der  auf  obige  Art  znr 
Hyperbel  gebogenen  Orthogonalkurve. 

4)  Weil  das  Drehungshyperboloid  durch  die 
Ereisschnitte  und  deren  hyperbolische  Orthogonal- 
kurven in  kleine  Quadrate  eingeteilt  werden  kann, 
so  kann  man  auch  die  allgemeine  Schraubenregel- 
fläche  durch  ihre  Schraubenlinien  und  deren  Ortho- 
gonalkurven in  kleine  Quadrate  einteilen. 

5)  Die  Loxodromen  des  Drehungshyperboloids 
gehen  dabei  in  Kurven  ttber,  welche  die  Schrauben- 
linien der  Schraubenregelfläche  unter  konstantem 
Winkel  schneiden.  Auch  durch  diese  Loxodromen 
läfst  sich  die  allgemeine  Schraubenregelfläche  in 
kleine  Quadrate  einteilen. 

ß)  Abwiokelbarkeit  der  allgemeinsten  Sehraubenflftohen  auf 
Drehungsflftohen  nnd  der  dadurch  bedingte  Zusammenhans 

mit  Ghildins  Flftohenformel. 

§  106)  Aus  jedem 
ebenen  oder  nicht- 
ebenen  Zuge 
ABCDEF...    ge- 
rader  Linien,  ans 
einer    beliebigen 
Achse     PQ     und 
einer    gegebenen 
Ganghohe  U  läfst 
sich     ein     durch 
entsprechende 
Schraubenlinien 
bestimmtes      Ge- 
bilde       konstru- 
ieren, dessen 
Seitenflächen 
Schraubenregel- 
flächen  sind.    Je- 
des    solche     Ge- 
bilde  ist  ab- 
wickelbar auf  ein 
Fig.  88.  Botationsgebilde, 
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l)ei  dem  die  Geraden  AB^BC^DE...  im  allgemeinen 
Gerade  bleiben,  während  der  Hauptschnitt  aus 
Hyperbelbogen  entsprechender  Art  besteht 

Horizontale  Gerade  sind  dabei  vorläufig  noch  ans- 
znschliefsen.  Da  aber  bei  beliebigen  Eoiren  etwaige 
horizontale  Teilchen  unendlich  klein  sind,  so  gilt  für  den 
Fall,  dafs  die  obigen  Geraden  unendlich  klein  und  unendlich 
izahlreich  gedacht  werden,  der  Satz: 

§  107)  Jede  Schraubenfläche  beliebigen  Profils 
ist  auf  eine  bestimmte  Drehungsfläche  abwickelbar. 
(Ist  das  Profil  eine  geschlossene  Kurve,  so  ist  die  Fläche 
z.  B.  längs  einer  der  Schraubenlinien  aufzuschneiden,  damit 
die  betreffende  Umbiegung  ermöglicht  werde.) 

Dieses  Theorem  ist  von  Bour  aufgestellt  worden 
und,  wie  man  sieht,  der  elementaren  Lösung  zugänglich. 
Ohne  weiteres  folgt: 

§  108)  Jede  Schraubenfläche  beliebigen  Profils 
läfst  sich  durch  ihre  Schraubenlinien  und  deren 
OrthogonallLurven  in  kleine  Quadrate  einteilen, 
-«benso  durch  zwei  Loxodromenscharen,  welche  die 
Schraubenlinien  unter  konstanten  Winkeln  a  und 
/?=90^-(-a  durchsetzen. 

§  109)  Kennt  man  den  Flächeninhalt  der 
Drehungsfläche  (z.  B.  mit  Hilfe  der  Guldinschen 
Flächenformel),  so  kennt  man  auch  den  des  ent- 
-flprechenden 'Streifens  der  Drehungsfläche. 

§  1 10)  Danach  ist  im  Prinzip  die  Geometrie  der  Schrauben- 
flächen auf  die  von  Drehungsflächen  zurUckgeftthrt  Der 
iLÖrperliche  Inhalt  wurde  schon  vorher  in  bestimmte  Be- 
gehungen zur  Guldinschen  Inhaltsformel  gesetzt,  jetzt  ist 
.auch  der  Flächeninhalt  zur  Guldinschen  Flächenformel  in 
eine  andere  Art  von  Beziehungen  gesetzt.  Wichtig  ist 
:auch,     dafs    da«    Krttmmungsmafs    der    allgemeinen 

Schraubenfläche  (also  der  Gaufssche  Ausdruck — J 

fflr  jede  Stelle  dasselbe  ist,  wie  bei  der  durch  die 
Biegung  entstandene  Drehungsfläche,  dafs  auch 
den  geodätischen  Linien  der  einen  geodätische 
Linien  der  aadereü  entsprechen.     Da  man  z.  B.  für 
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jede  Stelle  des  Drehnngshyperboloids  nach  den  früheren 
Anseinandersetzongen  die  Krümmungsradien  q  nnd  r  der 
Fläche  kennt,  so  kennt  man  ihr  Produkt  anch  für  jede 
entsprechende  Schranbenregelfläehe. 

§  111)  In  physikalischer  Hinsicht  sei  anch  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dafs  die  elektrischen  stationären 
Strömungen  auf  beiden  Arten  von  Flächen  einander 
entsprechen. 

Jede  Kurve  der  einen  Flächengruppe  kann  nämlich  mit 
Hilfe  quadratischer  Einteilungen  auf  die  andere  konform 
übertragen  werden.  (Ähnlich,  wie  der  Maler  irgend  ein 
Originalbild  kopiert,  indem  er  dieses  in  ein  von  Geraden 
gebildetes  Quadratnetz  einteilt  und  Quadrat  für  Quadrat 
nachbildet.) 

P^'  §  112)  Bemerkungen.  Bei  solcher  Wichtigkeit  der 
Schraubenregelflächen  ist  eine  eingehende  Beschäftigung  mit 
ihnen  anzuempfehlen.  Der  Leser  versuche  z.  B.  nachzu- 
weisen, dafs  bei  der  gewöhnlichen  Schranbenregelfläehe  die 
unter  gleichen  Achsenabständen  aufeinander  folgenden  Geraden 
in  der  Projektion  auf  einen  Normalschnitt  zur  Achse  Radien 
geben,  deren  Längen  in  arithmetischer  Reihe  z.  B.  in  der 
Reihe  o,  p,  2p,  5/?,  . . .  aufeinander  folgen,  während  ihre 
Richtungen  unter  gleichen  Winkeln  aufeinander  folgen. 
Danach  giebt  der  Normalschnitt  zur  Achse  eine  Archi- 
medische Spirale.  Diese  Grundrifszeichnung  erleichtert 
die  Anschauung  für  weitergehende  Untersuchungen.  Die 
technische  Bedeutung  der  Schraubenregelflächen  trat  schon 
bei  den  scharfen  und  den  trapezischen  Gewinden  hervor.  Das 
in  diesem  Abschnitt  gesagte  gilt  aber  auch  von  Ge¥miden 
allgemeinster  Art.  Ein  einfacher  Fall  ist  der  des  scharfen 
Gewindes,  bei  dem  die  Basis  des  Dreiecks  die  Loxodrome 
eines  Gylinders  wird,  die  Seiten  des  gleichschenkligen  Drei- 
ecks dagegen  Gerade  zweier  Hyperboloide  geben.  Der 
Hauptschnitt  des  neuen  Gebildes  also  giebt  ein  gleichschenk- 
liges „Dreieck^,  bei  dem  die  Basis  eine  Gerade,  die  Schenkel 
zwei  Hyperbelbogen  sind. 

Im  nachstehenden  Abschnitt  soll  der  hier  noch  aus- 
geschlossene Fall  a  =  90^ j  der  auf  die  sog.  Minimalschrauben- 
regelfläche  führt,  einer  eingehenden  Behandlung  unterworfen 
werden,  die  in  gewisser  Richtung  als  eine  erschöpfende  be- 
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trachtet  werden  darf,  da  es  gelingt,  die  konforme  Abbildung^ 
auf  die  Ebene  dnrchznführen  und  die  gesamte  Geometrie  der 
Ebene  auf  diese  Schraabenfläche  zu  übertragen.  In  ähnlicher 
Weise  würden  dann  andere  Schraubenregelflächen  za  be- 
handeln sein.  Wie  für  die  ttbrigen  Schraubenregelflächen 
im  allgemeinen  das  Drehnngshyperboloid  mafsgebend  isi 
(welches  f ttr  a  =  0  in  den  Qrlinder  ausartet,  für  den  Fall 
aber,  dafs  die  Geraden  der  Fläche  Tangenten  einer  Schrauben- 
linie sind,  zur  Ebene  wird),  so  ist  ftlr  die  Minimalfläche, 
wie  sich  zeigen  wird,  ausnahmsweise  das  Katenoid,  d.  h.  die 
durch  die  Botation  einer  Kettenlinie  um  ihre  Diretrix  ent- 
stehende Fläche  mafsgebend,  die  sich  dabei  ebenfalls  einer 
elementaren  Behandlung  zugänglich  zeigt. 

y)  Die  Minixnalaohraubenregelflftohe   und  ihre  Abwiokel- 

barkeit  auf  das  Katenoid. 

§  113)  Die  Konstruktion  dieser  Fläche  und  ihr  Charakter 
als  Minimalfläche  wurde  schon  früher  besprochen.  Es  handelt 
sieh  um  den  Grenzfall  der  gewöhnlichen  Schraubenregel- 
fläche,  bei  dem  a  =  90^  ist  Angenommen,  auch  diese 
Minimalfläche  wäre  auf  ein  Hyperboloid  abwickelbar,  so 
könnte  dieses,  da  die  Geraden  mit  den  Grenzkreisen  einen 
Winkel  von  90^  bilden,  nur  ein  Kegelstumpf  sein.  Dieser 
aber  ist  auf  die  Ebene  abwickelbar,  also  müfste,  auch  diese 
Schraubenfläche  eine  abwickelbare  Fläche  sein.  Da  jedoch 
ihre  Geraden  einander  nicht  schneiden,  sondern  kreuzen,  so 
ist  sie  nicht  abwickelbar,  folglich  ist  auch  ihre  Abwickelung^ 
auf  den  Kegel  unmöglich.  Da  dieser  femer  eine  Spitze  hat^ 
also  einen  Striktionskreis  von  unendlicher  Kleinheit  besitzt,. 
so  liegt  auch  darin  die  Unmöglichkeit  der  fraglichen  Ab- 
wickelung. Dafs  die  Achse  in  einen  Kreis  umgebogen  werden 
kann,  ist  selbstyerständlich.  Würden  die  Geraden  Gerade 
bleiben  können,  so  würden  sie  aus  Gründen  der  Kongruenz 
der  einzelnen  „Sektoren^  einen  Kegelstumpf  (gegebenfalls 
einen  seiner  Sonderfälle,  Cylinder,  Kreisring)  geben.  Da 
dies  unmöglich  ist,  können  die  Geraden  bei  jener  Drehung^ 
nicht  Gerade  bleiben.  Es  liegt  also  einer  der  Fälle* 
yor,  in  deilen  die  Geraden  der  Schraubenregel- 
fläche  zu  krummen  Linien  werden. 

§  114)  Die  Frage,  in  welche  Kurven  sie  sich  biegen 
müssen,   wenn  die  Achse  in  einen  Kreis  umgebogen  wird,. 
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ist  mit  elementaren  Hilfsmitteln  nur  auf  Umwegen  lösbar. 
Einen  Einblick  in  das  Problem  erhält  man  aber  anf  folgen- 
dem Wege.  Biegt  man  eine  Fläche,  so  gehen  die  kürzesten 
Linien  anf  ihr  wieder  in  kürzeste  Linien  ttber,  denn  keine 
Linie  ändert  dabei  ihre  Länge.  Nnn  handelt  es  sich  hier 
imi  eine  Minimalfläche,  bei  der  jeder  Punkt  der  Schrauben- 
linie durch  Gerade,  also  auf  kürzestem  Wege,  mit  der  Achse 
Terbnnden  ist.  Diese  Linien  bleiben  bei  der  Verbiegung 
kürzeste  Linien,  folglich  mufs  die  durch  Biegung  entstehende 
Fläche  eine  Minimalfläche  zwischen  den  neuen  Grenzen 
bleiben.  Aus  Gründen  der  Kongruenz  der  Sektoren  kann 
sie  eine  Drehungsfläche  werden.  Wie  vorher,  müssen 
dabei  die  Schraubenlinien  in  Kreise  übergehen.  Die  Ortho- 
-gonalkuryen  der  ersteren,  d.  h.  die  Geraden  werden  Ortho- 
^onalkurven  der  Kreise.    Das  Bour'sche  Theorem  über  die 


jng.  84. 
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Möglichkeit  der  Abwickelung  anf  eine  gewisse  Drehongs- 
fache  gilt  also  auch  hier. 

Nimmt  man  neben  der  in  der  Regel  dargestellten 
AGnimalschraubenfläche  auch  noch  ihre  Fortsetzung  Aber  die 
Achse  hinaus  so  weit,  dafs  beide  Teile  gleichwertig  sind 
und  yerbiegt  man  z.  B.  die  Achsenlänge  /  =  A  in  einen  Kreis, 
so  moTs  dieser  der  kleinste  Kreis  (Striktionskreis)  der  ent- 
sprechenden Drehungsfläehe  werden.  (Dies  gilt  hier  von 
jeder  Länge  L)  Aus  Gründen  der  Kongruenz  der  Sektoren 
entsteht  ein  gegen  die  Ebene  des  Striktionskreises  symme- 
trisches Gebilde.  Diese  Drehungsfläche  mufs  die  Minimal- 
fiäche  zwischen  den  beiden  (gröfseren)  Grenzkreisen  sein. 

Bis  hierher  reicht  die  reine  Elementarmathematik  aus. 

§  llö)  Für  die  nachstehenden  vorläufigen  Bemer- 
kungen mögen  mechanische  Vorstellungsweisen  zu  Grunde 
gelegt  werden. 

Man  nehme  zwei  gleich  grosse  Drahtkreise  if^  und  M^j 
die  mit  GrüBen  yersehen  sind.  Man  lege  beide  fest  auf- 
einander und  tauche  sie  in  Glycerin-Seifenwasser  ein.  Dann 
yersuche  man  beide  von  einander  zu  entfernen  und  in  die  in 
Figur  84  dargestellte  Lage  zu  bringen.  Es  wird  leicht  ge- 
lingeoy  eine  Seifenblase  zwischen  beiden  entstehen  zu  lassen, 
die  im  Anfang  der  Figur  84  entspricht,  da  infolge  des 
Kontraktionsbestrebens  der  Flüssigkeit  die  Fläche  eine 
Minimalfläche  werden  mufs.  (Bei  grösserer  Entfernung  der 
Kreise  reifst  plötzlich  die  Fläche  durch  und  es  bleiben  ge- 
trennte Seifenblasen  in  der  Form  zweier  Kreisscheiben  übrig, 
weil  deren  Flächen  zusammen  schliefslich  kleiner  werden, 
als  jede   zwischen  den  Drähten  mögliche  Drehungsfläche.) 

§  116)  Eine  andere  Vorstellung  ist  folgende.  Die 
Drehungsfläche  mufs  bei  der  obigen  Biegung  eine  Minimal- 
fläche werden.  Die  Länge  b  der  Geraden,  die  in  den  Bogen 
B^AB^  übergegangen  ist,  ist  unverändert  geblieben.  Soll 
nun  die  Fläche  die  obige  Minimalfläche  werden,  so  folgt  aus 
der  Guldin'sehen  Flächenformel  M  =  27tQb^  dafs  der 
Schwerpunktsabstand  q  des  Bogens  b  ein  Minimum 
werden  mufs.  Denkt  man  sich  also  M^  M^  horizontal,  so 
fragt  es  sich,  welche  unter  den  Kurven  von  derselben 
Länge  /  die  zwischen  B^  und  B^  angebracht  werden 
können,    den    am   tiefsten   liegenden   Schwerpunkt 
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hat.  Man  denke  sich  also  z.  B.  eine  dttnne  Kette  oder 
einen  schweren,  sehr  biegsamen  Faden  von  der  Länge  / 
zwischen  B^  und  B^  aufgehängt.  Nach  einem  Schwer- 
punktsprinzip  der  Statik  kann  die  Kette  nur  dann 
im  Gleichgewicht  sein,  wenn  der  Schwerpunkt  die 
überhaupt  mögliche  tiefste  Lage  hat 

Bezeichnet  man  die  mit  Hilfe  jeder  Uhrkette  leicht  za 
veranschaulichende  Linie  als  Kettenlinie,  ohne  sich  vor- 
läufig um  ihre  geometrischen  Eigenschaften  und  ihre 
Gleichung  zu  kümmern,  so  erkennt  man,  dab  bei  jener 
Biegung  der  Minimalschraubenfläche  in  eine  Drehungsfläche 
eine  bestimmte  Drehungsfläche  der  Kettenlinie  entstehen  mufs, 
die  als  Katen oid  bezeichnet  werden  soll,  ohne  dafs  jetzt  eine 
weitere  geometrische  Definition  gegeben  wird.  Es  handelt 
sich  vorläufig  nur  darum,  aus  den  obigen  Darlegungen 
elementar  abzuleiten,  was  aus  ihnen  gefolgert  werden  kann. 

§  117)  Berechnung  des  Inhalts  der  Minimal- 
schraubenfläche. ABBj^A^  sei  eine  von  zwei  Geraden 
AB  =  r  und  A^B^=r  begrenztes  Stück   der   betreffenden 

Schraubenfläche.  Das 
^' — ' — ■ — ■ • ' ■ ^  Achsenstück  AA^  soll 

^   gleich  —  sein,   wo  A 

die  Ganghöhe  bedeutet. 
Für  die  begrenzende 
Schraubenlinie  LB^B 

bestimmt  sich  der 
Steigungswinkel  y  aus 

1)     tany=-r , 


Flg.  85 


die  Länge  für  einen  Umgang  aus 


2) 


sm^' 


Die  Radien  AB  und  A^B^  sind   um   den  Winkel 


2n 


n 


gegeneinander  gedreht,  weil  AA^  =  —  ist     Dieser  Winkel 


n 


ist   auch    durch    den   Horizontalschnitt  B^A^C^   dargestellt. 
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Ist  n  sehr  grofs,  so  kann  man  das  dnrch  B^C^B  dar- 
gestellte Stück  der  Gylinderfläche  dieser  Schraubenlinie  als 
ein  ebenes  recbt^rinkUges  Dreieck  betrachten,  dessen  Seiten 
folgende  Längen  haben: 

Äa  =  A    »a  =  — ,  Ä5  =  -,  demnach  ist 


G)=(t)'+(^')' 


h  8 

Setzt  man  —  =  a,  r  ==  jr,  —  =  y,  so  geht  die  Gleichung 

über  in 


y                 t* 

'         n*      ' 

oder 

3) 

-•            i 

/  « V  -  ^- 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel.  Das  fttr 
jedes  X  zn  brechnende  y  giebt  die  Länge  des  Stücks  der 
entsprechenden  Schraabenlinie  der  obigen  Fläche  an.  Denkt 
man  sich  also  sehr  viele  Schraubenlinien  in  die  Fläche  ein- 
getragen, schneidet  man  die  Fläche  längs  dieser  Linien  auf 
nnd  läfst  man  die  unendlich  schmalen  Streifen  senkrecht  an 
AB  herabhängen,  so  bilden  diese  die  Ordinatenstreifen  einer 
Hyperbel.  (Dagegen  könnte  eingewandt  werden,  die  Fläche 
sei  windscMef,  könnte  als  nicht  auf  eine  ebene  hyperbolisch 
begrenzte  Fläche  abgewickelt  werden.  Es  leuchtet  aber  ein, 
dafs  die  Streifen  bei  unendlich  grolser  Anzahl  und  bei  sehr 

kleinem  —  iie  Gestalt  ebener  Rechtecke  von  sehr  geringer 
n 

Breite  annehmen.  Grerade  dnrch  das  Einschneiden  ist  jeder 
Streif  von  dem  Erünmiungszwange  befreit  worden,  der  in 
der  Verbindung  mit  den  andern  lag.  Und  gerade  die  ent- 
stehenden kleinen  Treppenflächen,  die  unendlich  klein 
zweiter  Ordnung  sind  und  schliefslich  auf  den  Inhalt  der 
entstehenden  Fläche  keinen  Einflufs  haben,  zeigen  die  Ver- 
schiebungen der  Funkte  gegeneinander  an.) 


4) 
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§  118)  Nach  §  33  labt   sich   elementar  zeigen,  daCer 
das  Hyperbelsegment  EB^A^  die  Fläche 


•        2  ^*    *        2     27t  ^\a 


h  h 

hat,  denn  -4  -^^  =  a  =  —  und  6  ==  —  sind  nach  Gleichung  3) 

ihre   Halbachsen.    Die  der   Schranbenfläche   entsprechende 
Fläche  AA^B^B  hat  demnach  den  Inhalt  F^  =  j?^y,  — F^  oder 


yi 


+ 


G)    ( 


«-|-  27rr 


Fiff.  8«. 

Fttr  den  yollen  Umgang  der  Schranbenfläche  erhUt  man 
das  n-fache.  Die  Gesamtfläche  F  ist  also,  je  nachdem  zwei 
der  Gröfsen  A,  r,  y  fttr  die  begrenzte  Schraubenlinie 
gegeben  sind: 

2  47C  h 


[oosy  '    ^    smy    I  [cos 


.  tan*y«,   i  +  cosy 


[oosy  "     smy    |         [cosy       :*       "i — cos^' 

27r[tanysiny    2^    sinyj     27r[tanysiny    #^i— cosy 
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Reicht  der  Streif  der  Sohraabenfläche  nicht  von  r^O 
bis  r==«,  sondern  yon  einem  beliebigen  r^  bis  zu  einem 
beliebigen  r,,  so  bilde  man  ans  4)  die  Formeln  für  F^  und 
jP,.  Dnrch  Subtraktion  zusammengehöriger  findet  man. 
dann  F=F^  —  F^, 

§  110)  Berechnung  der 
Fläche  des  zugehörigen 
Katen oids.  Man  denke  sich 
die  Schraubenfläche  über  die 
Achse  hinaus  dadurch  erweitert, 
dafs  jedes  r  um  sich  selbst 
yerlängert  wird.  Durch  die 
obige  Verbiegung  entsteht  dann 
ein  Katenoid,  dessen  Eettenlinie 
DBF  die  Länge  l  =  2r  hat. 
Die  Achse  PQ  hat  eine  noch 
unbekannte  Länge,  aber  der 
Striktionsradius  q  ist  durch 

gegeben,  wenn  die  Ganghöhe  h 
zum  Kreise  umgebogen  wurde. 
Ebenso  ist 


Uff.  87. 


9i  = 


27t      27tsiny      cos/ 


Man  beachte,  dafs —  =  sin y,^J  —  ö'  =  r*  — 5 tan*y| 

'  fi  ^        ^  lcos*y  M 

i  — .  gifi*y  •  •% 


co8*y 


=  r*  ist    PQ  werde  als  die  Direktrix  der 


Eettenlinie  bezeichnet  Nach  obigem  ist,  wenn  z.  B.  die 
Lftnge  r  und  eine  der  Gröfsen  y^h^ffQ^yS  gegeben  ist,  die 
Mantelfläche  leicht  aus  einer  der  Formeln  4)  abzuleiten,  nur 
ist  dabei  2F  tu  Grunde  zu  legen. 

Statt  dessen  wird  in  der  Regel  anderes  gegeben  sein, 
z.  B.  die  Länge  l=2r  der  symmetrischen  Kettenlinie  und 
die  Pf  eil  höhe  E6  =  g.    Dabei  ist  nach  obigem 
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i  —  sin/ 
y  '  j  cos  y 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  sin/  kann  z.  B. 
folgendem)  afsen  erfolgen.    Man  hat 


=  ö,  — P  =  ^| tan  y  1  =  r 

^*       ^         Icosy  J 


ii 


'^  i — sin^y  '(i+siny)(i  —  siny) 

Die  Auflösung  giebt 

femer 

•6) 


,  i  —  sin  y 
'  i  -|-  sin  y 


.2 


Biny  = 


cos  y  =  Vi  —  sin^y  = 


•7) 


tany  = 


r*  —  g^ 


2gr 


2gr 
Man  merke  noch,  dafs  nach  7) 


Q  =  r  tany 


r^  —  g^ 


H 


also  r«  =  sr(2p+5r)  =  (^,  — ß)(^,+  ß)  =  ^J  — ß«  ist 

Die  entsprechenden  Gröfsen   sind   in   die  Formeln  4) 
«einzusetzen,  z.  B.  in  die  nur  r  und  y  enthaltende, 

Lcosy    '  *^      siny     J 


Dies  giebt  die  Mantelfläche 


M=2nr* 


i  + 


2gr 


r*  +  9*   ,    /r«-ff'\V       '  *•'  + 
2gr     """V    2gr    )     ^      T*  —  g* 


Da  der  zu  logarithmierende  Ausdmck  sich  in 
(^  +  ^)^   oder  (^  +  ^^'      -^  +  ^ 


T^  —  g^ 


{r-[.g){r  —  g)       r  —  g 
sumwandelt,  so  folgt  schliefslich 
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Dies  ist  die  Mantelfläche  eines  Katenoids, 

dessen     symmetrisohe     Eettenlinie     von     der 

Länge   l  =  2r  ist  und   die  Pfeilhöhe  g  besitzt, 

i¥ährend    die    Drehungsachse    vom    Scheitel- 

r^  —  o» 
pnnkte   die  Entfernung  ^  =  — - — —  hat.     In  Kar- 

tesischen  Koordinaten  soll  sie  unten  abgeleitet  werden. 

§  120)  Die  Schwerpunktsentfernung  e 
dieser  Eettenlinie  yon  der  Achse  PQ  ergiebt 
sich  nach  der  Ouldinschen  Mantelformel  Jf=27r««8  =  4fr0«r 
als 


«) 


Der  Abstand  «^  des  Sohwerponktes  vom  Scheitel  ist 


10)        e,=e,-Q  =  e, ^  =  «. 4^^ 

4g  l  ^  ^       2gr         ^  r  —  gj 

Zwischen  D  und  F  sind  viele  Eettenlinien  mögliehy 
aber  für  diese  ist  im  allgemeinen  PQ  nicht  die  Direktrix, 
d.  h.  die  Umdrehung  um  PQ  giebt  nicht  die  Minimalfläche 
zwischen  den  beiden  Ereisen  q^. 

Eennt  man  von  der  Eettenlinie  r  und  g,  so  findet  man 

r^  —  q^ 
-den  Abstand  der  Direktrix  durch  g  =  — :r-^-,   also   kon- 

2g 

struiert  sie  sich  z.  B.  mittels  der  Proportion 

^'(^'\'9)  =  i^  —  9)'^9  o^lßr  Q:Vr^  —  g^=yr*  —  g^:2g. 

Sind  dagegen  q  und  g^  oder  was  dasselbe  ist  g  und  g^ 
.gegeben,  so  findet  man  die  Länge  r  =  Vpf  —  Q^  der  frag- 
lichen Eettenlinie  EF^  welche  jene  Minimalfläche  giebt, 
mit  Hilfe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  PFH.  Anfserdem 
mufs  aber  der  Abstand  MP=MQ  berechnet  werden,  was 
unten  geschehen  soll,  denn  aus  q^  und  ^^  allein  lassen  sich 
unendlich  viele  Eettenlinien  (für  die  verschiedenen  Ab- 
stände PM)  bilden,  für  welche  Pif  nicht  die  Direktrix  ist 

HolsBftlUr,  St«r»om«trie  HL  9 
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Ist  jedoch  die  Kettenlinie  nebst  ihrer  Di- 
rektrix gezeichnet,  d.h.  fertig  gegeben,  so  ist 
ihre  Rektifikatioii  mit  Hilfe  des  Dreiecks  PFH 
leicht  zu  erledigen. 

§  121)  Die  Tangente  fttr  einen  beliebigen 
Punkt   F  der  Eettenlinie   ist  leicht  zu  konstroieren. 

Der  Winkel  PFH=y.   fllr   den   8iny=-^  ist,   der  alsa 

gleich  dem  Steigungswinkel  der  begrenzenden  Schrauben- 
linie der  Minimalschraubenfläohe  war,  ist  nur  nach  der 
anderen  Seite  von  PF  anzulegen,  um  die  Tangente- 
FL^=t  zu  geben. 

Der  Beweis  kann  folgendermafsen  gefhhrt  werden. 
Denkt  man  sich  die  Kettenlinie  ^  =  r  in  n  gleiche  Bogen 

b=  —  eingeteilt,  so  läfst  sich  der  Abstand  jedes  z.  B.  des  wf*^ 

Teüpunktes  vonPQ,  mitHUfe  derFormel  q^=  >^  ^*'+^^^(^frj! 

(nach  der  betrefifenden  Schraubenlinienformel)  leicht  be- 
rechnen.   Fttr  den  letzten  Abstand  PF^  der  jetzt  ^»  heiÜBea 

soll,  findet  man  also  p«= '-^r ^^ — ^  fttr  den  vorletztea 


2jt 


.2 


^„-1  = ' j  es  wird  also 


:->--.-^^±^^^-*'+^-:ir^''^=(»-»>-- 


47ir*  471 


Fttr  unendlich  gro&es  n  ¥ärd 


n 


^-'  geradlinig.    Der  Winkel  ckm,. 

den   h   mit   F^N  oder  PQ 
bildet,    bestimmt   sich   dem- 
?'*  ^^      K     nach  mittels 

NF^ 


k 


Fl«.  88.  Sin  o«  = 


FnF^-t 
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oder 

T  T 

(2n— i)6«       [2n  —  i\h      (^""^^T         ^'"""T 

1* 

FöT  n  =  oo   wird  aber  — =ö  und  Pi»-i  =  p«,   also  wird 

n  ^ 

giii«r„  =  -r —  =  — .      Nun   ist   aber   nach   Dreieck    FHP 

T 

aach  co8y  =  — ,   folglich   ist   a»=5ö^  —  y,  in  Figur   87 

also  die  Tangente  FL  symmetrisch  (gegen  PF)  za  FH^  nnd 
aniserdem  ist,  wenn  man  PH  =  ME  jetzt  mit  q^  bezeichnet, 

■|/"i  2 

tan  a^  =  —  =  — ^ ^ — , 

die  Tangente  also  leicht  zn  konstruieren. 

§  122)  Übereinstimmung  mit  der  Eettenlinie  der 
Analysis.     Man    nehme    die   Einheit   gleich  q^y    so   dafs 

tana»  =  V^» — i  wird.  Femer  mache  man  im  Sinne  der 
analytischen  Geometrie  QP  zur  X-Achse,  M  zum  Anfangs- 
punkte der  Koordinaten,  MG  zur  Y-Achse,  man  denke  sich 
also  die  Figur  ixmdO^  gedreht.  Setzt  man  noch  Qn  =  }/y  so 
hat  man  die  Gleichungen 

1)  tan a»  =  Vy*—i,  tany»  =  — ^==^. 

Diese  Gleichungen  reichen  hin,  nachzuweisen,  dafs  die 
hier  gefundene  Eettenlinie  identisch  ist  mit  der  in  der 
analytischen  Geometrie  bezw.  analytischen  Mechanik  durch 
eine  der  Gleichungen 

X  — X 

definierten.     (Die    letztere    kann    nach    der    ersten    dieser 

9* 
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Gleichangeii  dadnrch  konstruiert  werden,  daCs  man  zn  den 
Ordinaten    der    beiden    logaritlunischen   Linien  y  =  e  und 

—  X 

Zif , T^     y  =  e    das  arithmetische 

Mittel  sncht,  d.  h.  an  jeder 
Stelle  D  die  Gerade  D^D^ 
halbiert.) 

X 

Für  die  Kurve  y  =  « 
IftCst  sich  nämlich  ele- 
mentar nachweisen,*)  daüs 
die  Snbtangente  überall 
gleich  i  ist,  die  Tangente 
also  mit  der  X-Achse 
einen  Winkel  a.  ein- 
schliefst, der  durch 

X 

tan  a^=  —  =  e 

bestimmt  wird.    Bei  der 

Kurve  y  =  e  ,  die  symmetrisch  zu  jener  (gegen  die  X- 
Achse)  ist,  ergiebt  sich  ebenso 

tan  a,  =  —  e 

Vergleicht  man  in  Figur  89  die  kleinen  Dreiecke  HFKj 
H^F^K^,  HF^K^,  so  ergiebt  sich  leicht,  dafs,  weU  PK 
das  arithmetische  Mittel  zu  PK^  und  PK^  ist, 

2 
ist,  also  dort 

X  — « 

tan  ffj  -j-  tan  «,   e  —  e 

2  ~        2 

ist.    Ersetzt  man  hier  nach  der  letzten  der  Gleichungen  2) 

X 

e   durch  y  +  V^p^-— i,  so  wird  hier 


3) 


tana^ 


*)  Vergl.  z.  B.  die  Ingenieur-Mathematik  des  Verfasseis,  Band  I 
Seite  150. 
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n  (y+/y*-i)(y-/y«-i)  j' 

oder,  da  der  Nenner  des  Braches  in  y' — (Vy^ —  i)*=  i 
übergeht, 

4)  tan  o  =  Vy*—  i. 

Dies  stimmt  aber  znr  Oleichong  1),  für  gleiche  y 
haben  also  beide  Kurven  gleichgerichtete  Tan- 
genten. Daraus  folgt  ohne  weiteres,  dafs,  wenn  zwei  be- 
nachbarte Ordinaten  y«  und  t/n-i  der  einen  Earye  mit 
solchen  der  anderen  ttbereinstimmen,  auch 
deren  AbstSnde  Übereinstimmen  müssen,  denn 
die  Dreiecke  F^K^F^^i  sind  fttr  beide 
Koryen  kongraent,  weil  sie  in  allen  Winkeln 
nnd  in  der  Seite  K^Fn  ttbereinstimmen. 
Folglieh  decken  sich  beide  Enrven- 
fläohen  Streifen  fttr  Streifen  nnd  da- 
mit ist  die  Kongruenz  nachgewiesen. 
So  fallm  insbesondere  die  Gkraden  ME  fttr 
beide  aufeinander.  Die  Gleichungen  2)  dttrfen 
von  jetzt  ab  fttr  die  weiteren  Untersuchungen 
benutzt  werden.*) 

Um  zur  ursprünglichen  Kurve  zurttck-  ^  ^ 

zukehren,  setze  man   wiederum  EM  =  Q^y 

d.  h.  man  miÜBt  EM  mit  einer  anderen  Einheit,   der 

«0 

ftchen,  so  dab  y  sich  als  j/  =  (i^y^  x  als  af^q^x  abmifst. 
Die  Gleichungen  2)  gehen  dadurch  ttber  in 


*)  AnalytlBch  ist  der  Nachweif  der  Obereinttimmiuig  natürlich 

dy 
kSrser  zu  f tthreiL    Aus  Gldehong  1)  folgt   unmittelbar  -^  —  tana 

-=  Vy*— i,  dx  —  —     '^      ,  dnreh  Integration  also  x  —  (    r  ~ 


^x 


Bifligteatiale  mid  Integnle  solleB  aber  hier  Mugeteliloasen  Ueilmt. 
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oder,  wenn  man  die  Marken   an  den  y   and  x  wegläCst, 
ebenso  an  9,  in 


2 


X 


Jetzt  ist  also  die  Gröfse  PF  durch  dieses  y,  die 
Gröfse  MP  durch  dieses  ^  gegeben,  und  mit  letzterem  der 
oben  nnberttcksichtigt  gebliebenen  Abstand  MP  ftlr  das 
Eatenoid  als  Minimalfläche  bestimmt 

§  123)  Flächenbestimmnng  für  die  Eettenlinie. 
In  der  „Ingenieurmathematik"  findet  man  an  der  angegebenen 

X 

stelle  den  elementaren  Kachweis,  dafs  für  die  Kurve  y  =  e 
die  zwischen  M  und  P{MP=  x)  liegende  Fläche  MPF^E 
durch 

X  X 

a)F=e  —  f, 
o 

o 

die  von  x  =  —  00  bis  Jf  reichende  durch  F  =  ij  also  die 

—  00 

XX  X 

von  —  00   bis  X   reichende   durch   F  =(«  —  i)-|-i=« 
gegeben  ist.  ^ 

~  X  —  a? 

Daraus  folgt  F=e    ,  und  demnach  ist 

—  00 

0  — » 

/J)  F=l  —  e    . 

— « 

— » 

Ftlr  die  sjrmmetrische  Kurve  y  =  «    ist  die  zur  vorigen 

X  X 

kongruente  Fläche  F  ebenfalls  durch  den  Ausdruck  i  —  e 

0 

gegeben. 
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Da  endlich  die  entsprechende  Fläche  der  Eettenlinie 
mit  dem  „Parameter^  A/E=i  nach  der  obigen  Kon- 
-stmktion  das  arithemetische  Mittel  zwischen  den  berechneten 
Flächen  der  beiden  logarithmischen  Linien  ist,  so  folgt  für  sie 

6)  ^^(^"-^)  +  (^  — O^^'  — ^"^ 

o  2  2 


4[;  +  /y^-i-  y  +  yy,_ 7|  =  /j;r=^  = 


tana 


»? 


wo  unter  a^.  der  znr  Abscisse  a  gehörige  Neigungswinkel 
-der  Tangente  zn  verstehen  ist.  (Die  Umformong  der  eckigen 
Xlamraer  war  schon  oben  dnrchgeftthrt.) 

Schreibt  man,  um  auf  die  Eettenlinie  mit  dem  Parameter 

ME=  Q  zn  kommen,  in  den  obigen  Gleichungen  statt  x  und 

«•  ff  / 

tf  Überall  —  und  —   so  giebt  Gleichung  6)  die  --^fache 

Fläche.  Will  man  also  die  richtige  erhalten,  so  hat  man 
noch  mit  q^  zu  multiplizieren.    Dies  giebt  die  Gleichung 


*  « 


=  Qr  =  f^  tan*  a,. 

Demnach  ist  die  Fläche  MEFP  der  Eetten- 
linie doppelt  so  grofs,  als  die  des  Dreiecks  PFH^ 
oder  gleich  dem  Rechteck  aus  q  und  r. 

§  124)  Inhalt  des  Eatenoidkörpers.  Auf  Seite  152 
•des  ersten  Bandes  der  „Ingenieurmathematik''  ist  auf  elemen- 
tarem Wege  gezeigt,  dab  das  statische  Moment  der  Fläche 

F^  oder  F  der  logarlthmischen  Linie  y  =  «  in  Bezug  auf 
o 

^e  X-Achse  yon  der  GrOfse 

»4      t»  i       *  ' 

J^  =  -(«  -i)  =  -(«+i)(e_i) 
ist     UnabhSogig  yon  der  GaMin'Bohen  Begel  ergab  sieh 
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daher    der    SchwerpunktsabBtand    dieser   Fläche    von    der 
^-Achse  als 

\=/f = ^- =T*  +^)- 

Für  die  Kurve  y  =  «'"'  wird  die  entsprechende  Fläche 


— « 


JF",  =  i  —  tf    ,  das   entsprechende   statische  Moment  wird 

M^=^{i—e    *)  =  i-(i  — TKi  +  r'),      also      der 
Schwerpnnktsabstand 


—  flS  — X 


„  _  Jtf,  _  i  O  +  Oil: 

^*        *  i—e 


=^=^i'+''\ 


Weil  nun  der  Schwerpnnktsabstand  jedes  Streifens  der 
Fläche  der  Eettenlinie  das  arithmetische  Mittel  von  den  Seh  wer- 
pnnktsabständen  für  die  entsprechenden  Streifen  der  Flächen 
der  beiden  logarithmischen  Linien  ist,  so  ist  anch  der  Schwer- 

Snnktsabstand  der  Fläche  der  Eettenlinie  das  arithmetishe 
[ittel  von  den  Schwerpnnktabständen  der  beiden  anderen 
Enrvenflächen,  d.  h.,  es  ist 

/  X  4  — « 

1)       y.=  y?^  = 

X  ^^  X 

S  8  4 

Das  statische  Moment  ihrer  Fläche 

F=--' 


2  -=y^' 


in  Bezng  auf  die  X  Achse  ist  also 

t/4-i   _.-= — 


2)  M.=.yJ=t±^,J^^l±l.y^j: 


Die  MinimalBohmibeiiregelflftche  und  üure  AbwickellMurkeit  etc.     137 

Der  körperliche  Inhalt  des  Eatenoids  ist 
demnaeh: 

Nimmt  sian  die  symmetrische  Hälfte  des  Körpers  dazu, 
so  erhält  man  das  Doppelte.  Dies  aUes  gilt  fbr  den  Para^ 
meter  ME=1, 

Das  statische  Moment  My  der  Fläche  F  in  Bezug  auf 

o 

die  Y-Achse  ergiebt  sich  in  ähnlicher  Weise.    Fttr  die  Fläche 

X  X 

der  Kettenlinie  y  =  e  handelt  es  sich  um  M'y=  e  {x  —  i)  4~  ^ 


=^xe  — e    -f-i.    (Elementare  Entwickelnng  in  Ingenieur-- 
Mathematik,  Band  I,   Seite  151.)     FOr  y  =  e     folgt  nach 


—  X 


derselben  Methode  My= — xe    — e     -{-ly  also  wird  dag 
arithmetische  Mittel  tttr  die  Kettenlinie 


— «       — » 


ju  _  («g  —e  -f  i)  +  (— xg    —  e    -fi) 


—  X  X  — X 


X  (e — e     )  —  («+«     )  +  ^ 

~  2 

Daraus  folgt  als  Schwerpnnktqabstand  der  Fläche 

X  X  X  — « 

Jf y_  ^(«  —  «     )  —  («-f~*    )"h^ 

*•      -ff  -       —  • 

e  — e 

Der  durch  Drehung  um  die  Y-Achse  entstehende  Körper 
hat  abo  den  Inhalt 

Wie  sich  später  zeigen  wird,  ist  mit  x,  auch  der  Sdiwer- 
punktsabstand  Xg  der  Kurve  gefunden,  so  dafs  auch  die 
neue  Mantelfläche  bestimmt  ist. 

Fttr  die  Kettenlinie  mit  Parameter  ME=q 
erhält  man  der  Reihe  nach 
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X  — «  X  ^x 

:3«)         J=2nM  =  -%-  («« +eT_|_  2)  (««"—  e  '  ) 

=  f  p(y  +  ?))/yMV  =  f?e(?l  +  ?o)»'• 
Rotiert  Bohliefslich  die  symmetrische  Fläche  (Figur  87 
PfEDQ)  nm  die  Achse  PQ,   so  entsteht  ein  KOrper  von 
«doppeltem  Inhalte, 

4*)  ^'=7r^(y+e)/pII^=^eo(ei+?o)''=^^^^eo*", 

Der  Inhalt  ist  also  gleich  dem  eines  Hohl- 
Oylinders,  der  darch  eine  Drehung  des  Rechteks 
ans  FH=:T  und  PH=q  nm  eine  Achse  entsteht,  die 

von  seinem  Schwerpunkte    die    Entfernung      "^— 

liat  und  zu  einer  der  Rechtecksseiten  parallel  ist. 

§  125)    Die    Mantelfläche    des    symmetrischen 


-  X 


€     I     C 

Katenoidsy  =  — ^—  (mit  Parameter  f=i)  in  Kar- 
tesisohen  Koordinaten.  Ist  in  Fignr  87  ^  =  /,  ^  =  y,  so 

Tgt^Ö  =  5r  =  y  — 1,  undr  =  /e?  — p«=l^y«— 1.  Danas 
folgt  r«  — «7«  =  3(y  — i),   r* -\- g*  =  2i, (y  —  1).      EndUch 

folgt *-+g^^^y^^=^+(y-i)_)^  /FR+Vy=^ 

r—9      Vy*—i—{y—i)      Yy—i  Vyqpi  — Vy^Ii 
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Dies  ist  einzoBetzen  in  die  in  §  119  abgeleitete  Mantel- 
gleichnng 

Man  erhält 

oder  endlieh 

1)  lf=27r[y/^^^ri-|_'4,(y_|_>/yrz:i)]. 


—  05 


Will    man    mittels    der    Gleichung  y  =  —^ —  oder 

«'=y  +  Vy^^Ä  oder «  =  ty (y  +  Vy*^l),  oder  V ^*=^ 

=  «  —  V  =  « -'^ — =  — :; durch  m  ausdrücken,   so 

erhält  man 

E— «        «  —SB  I 

4-«       e  — «       ,      I 
-2 2—  +  ^ 


oder 


r"2ap         —  2x  "H 


— » 


2)     Jf  = 

Die  Länge  der  Kettenliiiie  ist  dabei 

/=3r  =  2Vy*— i  =/— «    , 

ihr  Sehwerpnnklaabstand  Ton  der  X-Achse 
^     _M_     i . 

=  -J-' ::ty[*-«     +H- 

4\€-t       ) 
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In  entsprechender  Weise  erhält  man  die  Formeln  fttr 
die   Eettenlinie   mit   dem   Parameter  Qy   wobei  g  =  y  —  (, 

r  =  Vy* — f^  in  die  ursprüngliche  Formel  einzusetzen  sind. 
Man  erhält 


oder 


M 


& 


i}*-\-<f*  h 


y  +  Vy*- 


! 


2«         — %x 


e 


2*)  M=2n:Q 
an&erdem 


+i 


l 


S)  Die  konforme  Abbildung  des  Katenoids  auf  Parallel» 
streif  und  Bbene  und  die  Gteometrie  auf  der  Katenoidfläohe. 

§  126)  Eine  wichtige  Eigenschaft  der  Eetten- 
linie. In  folgendem  kommt  eine  Eigenschaft  der  Eetten- 
linie zur  Anwendung,  die  sich  elnmentar  beweisen  lälst.  Man 
denke  sich  auf  der  Dir^trix  z.  B.  von  M  aus  gleiche  Teile 
MA^y  A^A^y  A^A^y  A^A^  . .  .=  a  abgeschnitten,  die  sehr  klein 


M  A  A  A    ^ 


Fiff.  91. 
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sein  sollen.  Durch  die  entsprechenden  Lote  erhält  man  oben 
die  kleinen  Bogen  B^B^  =  Jl ,  B^B^  =  6,,  B^B^  =  63  u.  s.  w., 
die  mit  den  zugehörigen  Horizontalen  Winkel  o^yO^yO^j... 
bilden.       Dabei    ist    nach    den    obigen    Untersuchungen 

0080«»  =  — y  also  z.B.  b^eoBaf^  =  a  und  auch  6«co8a»  =  ay 

also  &M  cos  ccm  =  &»  cos  a».  Demnach  ist  bei  dieser  Art  der 
Einteilung 


bm       cosa, 


_Vyit/_ym 


6i»       cosa^       /Qq\       t/n 


°-  (Ä) 


d.h.:  Folgen  die  Ordinaten  der  Eettenlinie  in 
gleichen  aber  sehr  kleinen  Abständen  auf- 
einander, so  verhalten  sich  die  abgeschnittenen 
Bogen  wie  die  zugehörigen  Ordinaten  (von  der 
Direktrix  aus  gemessen). 

§  127)  Kennt  man  also  zwei  benachbarte  Ordinaten, 
z.  B.  y^  ™^d  Vi  ^  Abstände  a  von  einander,  so  kann  man 
beliebig  viele  Punkte  der  Eettenlinie  konstruieren.  Zunächst 
ist  das  Trapez  MA^B^B^y  also  das  zu  y^  gehörige  b^  =B^B^ 


bekannt.  Man  bestimme  b^  mittels  der  Proportion  y^ :  y, 
=  b^  :  6^,  schlage  um  B^  mit  b^  einen  Kreis,  der,  wenn 
y^^Vo  ^^'  ^^  ^°^  Abstände  a=iA^A^  errichtete  Lot  im 
oberen  Punkte  B^  schneidet,  so  daüs  y,  =  A^B^  bekannt 
ist  Man  bestimme  jetzt  fr,  mit  Hilfe  der  Proportion 
y^  :  y^  =  J  :  Jj  und  finde  ebenso,  wie  vorher  y,  u.  s.  w.  Alles 
läCst  sich  m  einer  Zeichnung  vereinigen.  Ede  oberen  End- 
punkte der  Lote  liegen  dann  annähernd  in  einer  Kettenlinie. 
Man  hat  damit  eine  brauchbare  Annäherungskonstruktion 
gefunden.    (Fig.  92.) 
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(Im  AnflchlufB  an  Figur  9S  erkennt  man,  dafs  die 
Quadrate  mit  diesen  Seiten  i^,  b^y  ^%j"-y  längs  einer  Geraden 
aneinander  gereiht  mit  derselben  Annäherong  ihre  Eckpunkte 
in  einer  Hyperbel  haben.  Diese  Zeichnung  ist  leicht  aus- 
Buftthren,  schyneriger  aber  die  allgemeine  Berechnung  der 
Länge  Mk  ftarn  ==  oo.  Diese  ist  aber  durch  die  Kettenlinie 
gegeben.  Damit  ist  mit  grolser  Annäherung  die  Einteilung 
der  zugehörigen  Minimalschraubenfläche,  also  auch  die  des 
Sjttenoids  in  kleine  Quadrate  ermöglicht,  wie  sich  nun  des 
weiteren  zeigen  wird.) 


Vif.  98. 


§  128)  Einteilung  der  Katenoidfläche  in  kleine 
Quadrate.    Man  denke  sich  das  Eatenoid  durch  Haupt- 

27t 

schnitte,  die  unter  gleichen  Winkeln  ^  =  —  auf  einander 


n 


folgen,  in  Meridianstreifen  eingeteilt,  wobei  n  sehr  groCs  seL 
Der  Striktionskreis   wird   dabei  in  Bogen   von   der  Länge 

6o  =  — —  eingeteilt,  die  man  bei  grofsem  n  als  gerad- 
linig betrachten  darf.  Trägt  man  in  Figur  91  auf 
dem  Meridiane  ^^4  den  Bogen  B^B^  =K  ^^>  ^^^ 
legt  man  durch  B^  einen  Normalschnitt  zur  Achse,  der 
auf  dieser  ein  Stttck  MA^  =  a  abschneidet,  so  hat  man 
nur  noch  Normalschnitte,  die  unter  den  Abständen  a 
auf  einander  folgen,  durch  die  Achse  zu  legen,  um 
die  quadratische  Einteilung  mit  beliebiger  Genauigkeit 
zu   erhalten. 
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Daffl  nämlich  der  erste  Streifen  (Zone)  in  kleine  Quadrate 

Ton  der  Seite  b^  =  — ^ß^  eingeteilt  ist,  ergiebt  sieh  ans  der 


«  n 


Jo_fo_.^L_,daaber6o  =  ?^ 


Konstruktion.   Nun  ist  j^  =  ^  =  -737 — ,  da  aber  b^  = 


n 

2  7t  y mm 
ist,  so  ist  auch  6,»  =  — ^-,  d.  L  b^  gleich  dem  n*~  Teile 

n 

der   durch  den  m^  Normalschnitt  entstandenen  Kreislinie. 

Also  ist  jeder  m^  Streif  in  „Quadrate^  eingeteilt. 

Pör  n  =  00  ist  2C  a^  =  0,  also  a  =  6^^  cos  a^  =  b^,  so- 
dafs  man  dann  auch  den  Abstand  der  aufeinander  folgenden 
Normalschnitte  (auf  der  Achse  gemessen)  gleich  b^  setzen 
darf.     Also:   Teilt   man  den   Striktionskreis  in  sehr 

viele    gleiche    Teile   — ^,  und    legt   man   Normal- 

schnitte    durch    die    Achse,    die    unter   Abständen 

— -  auf   einander    folgen,    so    bilden    die   Schnitt- 
n 

Unten  mit  den  Grenzlinien  von  n  gleichen  Sektoren 

die  quadratische  Einteilung  der  Fläche. 

§  129)  Winkeltreue  (konforme)  Abbildung  der 
Katenoidfläche  auf  einem  Parallelstreif  der  Ebene. 
Man  denke  sich  die  obige  Quadrateinteilung  des  Katenoids^ 
so,  dafs  auf  jeder  Zone  n  Quadrate  liegen,  und  dafs  es  sich 
Yom  Striktionskreise  aus  auf  jedem  Meridianstreifen  um  m 
Quadrate  handelt.  Die  an  q^  Hegenden  Quadrate  haben  die 

Seite  b^  =  — ^.     Für  ^^  soll  jetzt   aus   typographischen 

Gründen  (f  geschrieben  werden. 

In  der  Ebene  denke  man  sich  längs  PQ  ebenfalls  n 
Quadzale  von  der  Seite  b^  angeordnet,  längs  PS  aber  m  solche. 
Dann  entsteht  ein  Rechteck  PQRSj  dessen  Quadrate  der 
bereits  eingeteilten  Katenoidfläche  entsprechen.  Damit  ist 
auch  die  Abbildung  der  ganzen  Katenoidfläche  auf  den 
unbegrenzten  Parallelstreif  als  erledigt  zu  betrachten. 

Dabei  finden  folgende  Mafsbeziehungen  statt. 
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Sehreibt  man  statt  der  obigen  Bogenlänge  r  jetzt  «,  so 
liat  man  statt  der  obigen  Gleichung  r^Vy*-^^  jetzt 


-n 


.V^^*=W   u'.^ 


eO-e  0 
"ff— 2— 

Löst  man  die  daraus  folgende  Gleichung 

ix  X 


nach  e^  auf|  so  folgt 


"^^^TT         B+Vs^+Q^ 


''=i+V^+' 


oder 


1)  a^=Ql9 — ■ ^-^. 

Dieses  a  ist  das  zur  rektifizierten  Bogenlänge  s 
(fiüher  r)  gehörige  Stück   der  Achse   des  Eatenoids,   also 

a  =  mbQ  =  m — -,    Ebenso  grofs  ist  aber  die  horizontale 

n 

Grundlinie  des  Rechtecks  in  der  Abbildungsebene.    Stellen 

wir  in  dieser  die  Koordüiaten  durch  X  und  Y  dar,  so  hat 

man  zunächst  die  Beziehung 

Bezeichnet  man  die  rechtwinklig  gegen  einen  ersten 
Meridian  stehenden  Bogenabstände  auf  dem  Kat^ioid  als 
Ordinaten,  so  kann  man  diese  z.  B.  als  y«»^  messen,  wo  ^ 
den  Winkel  zwischen  den  entsprechenden  Meridianschnitten 
bedeutet.  Auf  dem  Striktionskreise  handelt  es  sich  um  den 
Bogen  Q  ^j  die  gleich  grofse  Strecke  Y  in  der  Ebene  ist 

2)  Y  =  Q&, 
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Folglieh:  In  der  Ebene  und  aaf  dem  Katenoid 
entsprechen  einander  die  Kurven 

f{X,Y)  =  0  und  /(g&y-+^^'+-^,  Q»)  =  0. 

Für  den  zom  Katenoid  gehörigen  Ansdrack  kann  man 
einfacher  schreiben  f{x^  q&)  =  o^  wobei  das  x  die  auf  der 
Achse  abgemessene  Koordinate  bedeutet.  Der  kompliziertere 
Ausdruck  wird  jedoch  im  Hinblick  auf  die  Minimalschrauben- 
fläche  benutzt.  Umgekehrt  entsprechen  einander  die 
Kurven 

(^T 77  yl 

Damit  ist  die  gesamte  Oeometrie  des  unbegrenzten 
ParaUelstreiä  der  Ebene  auf  das  einfach  bedeckte  Katenoid, 
die  der  ganzen  Ebene  auf  das  unendlichfach  überdeckte 
Katenoid  übertragen.  Insbesondere  entspricht  jeder  qua- 
dratischen Einteilung  der  Ebene  eine  solche  des  Katenoida. 

Wählt  man  die  einfiicheren  Beziehungen  f(X,  Y)=zO 

und  /(ä,  q&)  =  0,   bezw.  f(x^  ~~)  =  ^  ^°*  /(^»  ^)  ==  ^'  ^^ 

finden  Unterschiede  in  der  Schreibweise  kaum  noch  statt 
Setzt  man  aber  den  Parameter  q  des  Katenoids 
gleich  der  Einheit,  so  fallen  auch  diese  Unter- 
schiede weg,  und  es  entsprechen  einander  die 
Kurven 

f(X,Y)  =  0,f{x,&)  =  0. 

Folglich:  Die  analytische  Geometrie  der 
Ebene  in  Kartesischen  Koordinaten  und  die 
dieses  Katenoids  in  den  Koordinaten  x  und  S-, 
von  denen  die  ersteren  der  Achse  parallel  sind, 
die  anderen  die  Drehung  um  die  Achse  be- 
deuten, sind  identisch. 

Das  Katenoid  ist  demnach  sogar  leichter  zu  behandeln, 
als  die  Kugel  und  ebenso  leicht  wie  der  Kreiscjlinder. 

HolsmfllUr,  8toi«9B«tri«  m.  10 
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d)  Beispiele  konformer  Übertragung  für  das  Katenoid  mit 
Parameter  ^  =  1  und  die  Eigensohaften  seiner  lK>xodromen^ 

§  130)  Unter  p  soll  ein  Eurvenparameter  verstanden 
werden,  der,  wenn  quadratische  Einteilungen  erzielt  werden 
sollen,  Werte  anzunehmen  hat,  die  in  arithmetischer  Keihe 
aufeinander  folgen.  In  der  Regel  soll  es  sich  um  die  Reihe 

handeln.      Dabei    soll  c  klein    sein,    damit    man    auf   dea 
krummen  Flächen  von  „Quadraten''  reden  kann. 

In  der  Ebene  geben  die  Geradenscharen 

eine  Einteilung  in  kleine  Quadrate. 

Folglich,  auf  dem  Katenoid  geben  die  Parallelkreise 
und  Meridiane,  die  durch 

x  =  p  und  d'  =  p 

bestimmt  sind,  eine  Einteilung  in  kleine  „Quadrate ''. 

Auch  die  beiden  Diagonalenscharen  dieser  Quadrate 
in  der  Ebene  geben  kleine  Quadrate.  Ihre  Gleichungen 
sind 

X^Y=p,  X—Y  =  p. 

Auf  dem  Katenoid  entsprechen  ihnen  die  Loxodromea 
zu  45^,  die  durch  die  Gleichungen 

bestimmt    sind.      Sie    lassen   sich   elementar    konstruieren^ 
ebenso  die  quadratische  Einteilung. 

§  131)  In  der  Ebene  geben  die  orthogonalen  (Geraden- 
scharen  *) 

X-j- Ftana  =  |>,  X  —  Ycota=p, 


*)     Noch    besser    wählt    man    für    die    Parallelscharen    die 
Gleichungen 

Z  — xcosa  — ysinassOi  ±c,  ±2c^...^^p 
Y— >0  8ina  +  yco8aa>O,  ± c,  ±2e,,,,^^p. 
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die  also  unter  a  bezw.  unter  a  -j-  90^  gegen  die  positive 
Riehtang  der  Z-Aehse  geneigt  sind,  eine  Einteilung  in  kleine 
Quadrate.    Folglich : 

Auf  dem  Eatenoid  geben  die  orthogonalen  Loxodromen- 
seharen 

«-j-t^tana  =  p,  x  —  ^cota=jp, 

die  sich  elementar  konstruieren  lassen,  eine  quadratische 
Einteilung. 

§  132)  In  der  Ebene  geben  die  konzentrischen  Kreise 
und  das  zugehörige  Radienbttschel 

eine  quadratische  Einteilung.  (Vergl.  Bd.  I  §  314.)  Da- 
bei ist 

Ä  =  VX»+y»,tan^=^, 
so  dafs  man  hat 

i-*^  (X«  +  F«)  =  p,  arctan  I  =  p. 

Ihnen  entsprechen  auf  dem  Katenoid  die  loxod romi- 
schen Kreise*)  und  das  orthogonale  Loxodromen- 
bttscfael 

Y*^(«'  +  ^')=P,  arctan-=:p. 

Diese  sind  ebenfalls  elementar  zu  konstruieren.  Fttr 
die  Konstruktion  der  kleinen  Quadrate,  die  mit  beliebiger 
Genauigkeit  auszufllhren  ist,  wie  in  der  Ebene,  yergleiche 
man  das  in  Bd.  I  §  314  Gesagte. 


*)  Solche  Kreise  sind  für  gekrümmte  flftchen  im  allgemeinen 
andere,  als  die  geod&tischen  Kreise,  denn  die  Loxodromen  sind 
im  aUgemdnen  keine  geodättschen  Linien,  wie  man  schon  an  der  ab- 
wickelbaren Kegelfläche  sieht,  deren  geodfttiflche  Linien  in  der  Ab- 
wiekelimg  Gerade  geben,  während  die  Loxodromen  logarithmiscbe 
Spiralen  werden. 

10* 
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§  133)  Die  orthogonalen  logarithmischen  Spiralen,  die 
jene  KreiMchar  der  Ebene  nnter  den  Winkeln  a  und  90^ — a 
durchsetzen,  haben  die  Gleichungen  *) 

IgR —  ^  cot a  =  p,    fyÄ-f-  StBiia=p. 

Sie  geben  eine  quadratische  Einteilung  der  Ebene. 
Ihnen  entsprechen  auf  dem  Ealenoid  die  ebenso  leicht  za 
zeichnenden  ,,logariihmischen  Spiralen^ 

—  lg  {a*  -f-  ^*)  —  arctan  —  cota  =  p, 

1  •  •&" 

-^  ^  (^*  +  ^*)  4"  arcteJD^  —  tan  a  =  p. 

Für  o  =  45^  ist  tana  =  i,  cota  =  —  i  einzusetzen 

§  134)  Der  Btlschelpunkt  der  Greraden  der  Ebene, 
d.  h.  der  Mittelpunkt  der  konzentrischen  Kreise  kann  an 
beliebiger  Stelle  X^  =  a,  1\  =  6  liegen,  so  dafs  die 
Gleichungen  ftlr  Ereisschar  und  Radienbtlschel  übergehen  in 

i-'/<,[(Z-a)«  +  (F-6)«]=p,    arctaii^=A  =  p, 

ftlr  die  Spiralen  also  in 

^lg[{X  —  ay  +  {Y—  by\  —  arctan  ^=Aoot a=  p, 

^Ä7[(X  — a)«  +  (y-6)«]  +  arctan^^tana=p. 

Die  entsprechenden  Eurvengleichungen  f ttr  die  Eatenoid- 
fläche  erhält  man  durch  Einsetzung  von  x  und  ^  ftlr  X  und 
Y  in  diese  Gleichungen. 

§  135)  Das  EreisbUschel  durch  zwei  beliebige  Punkte 
der  Ebene  mit  den  Koordinaten  a^,  b.  bezw.  o,,  b^  und  die 
dazu  orthogonale  Kreisschar  haben  die  Gleichungen 

R 

^1  — ^,  =p,    IgR^  —lgR^=p  oder  kl^=P' 


*)  Noch  günstiger  sind  die  Qleichnngen 

cosa^£  —  ^flina  =p 
tdnalg  B-^-O  cos  a^p. 
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Auf  dem  Katenoid  entsprechen  ihnen  die  Kurven 

arc  tan arctan =  p 

§  136)  Die  isogonalen  Trajektorien,  die  jenes  Kreis- 
bttsehel  bezw.  die  Kreisschar  anter  Winkeln  a  and  d(fi  —  a 
durchsetzen,  haben  die  Gleichung 

'i7^-(^x-^,)cota  =  p,    Ä,r^+(ö,-^,)tana=i>- 

Sie  heiüsen  auch  Bicirkularspiralen.    Ihnen  entsprechen  auf 
dem  Elatenoid  die  Kuryenscharen 

[*  —  6,                     *  —  *•  1 
arc  tan arctan 1  cot  a  =  p 
X  —  Äj                      X  —  a  j  J 

+ 1  arc  tan ^  —  arctan 1  tan  a  =p. 

'L  X  —  aj  Iß  —  fljj 

§  137)  Fallen  a  und  6  unendlich  nahe  an  den  Null- 
punkt, so  handelt  es  sich  um  die  Gleichungen 

=  p    und    yo   ,    vr  =  j>> 


welche  Kreisscharen  darstellen,  die  durch  den  Nullpunkt 
gehen,  wobei  die  eine  Schar  die  Y-Achse,  die  andere  die 
X-Achse  zur  gememschaftlichen  Tangente  hat 

Die  isogonalen  Trajektorien  haben  nach  Analogie  der 
Greraden  «  -p  y  tan  a  =  c,  x  —  y  cot  a  =  c  die  Gleichungen 

X        ,         Y      ^  X  Y 

'  z»+  Y«+ x»-f  Y^    ^^P'  x«+y« "■  z«Hpy«      ""^ 

und  diese  stellen  wiederum  orthogonale  Kreisscharen  dar. 
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§  138)  Das  Btlschel  gleichseitiger  Hyperbeln  dureh 
zwei  Pnnkte  und  die  orthogonale  Lemniskatenschar  sind 
gegeben  dnrch  die  Gleichungen 

S^-\-  S^=p  und  IgE^  +  ^  -ß«  =  P  oder  lg  (Ä^Ä,)  =  p ; 
ihre  isogonalen  Trajektorien  dnrch 

%  (Ä,  Ä,)  —  (8^  +  S^)  cot  a=p, 

^i7(Ä,i2,)  +  (^,  +  Ö,)tana  =  p. 

Bei   der   einen   Schreibweise    (iffRi  —  ty-Ra    s****  ^1?^) 

handelt  es  sich  nur  nm  Vorzeichenänderungen,  die  ftlr  das 
Eatenoid  den  Fall  des  §  138  in  den  von  §  137  um- 
wandeln. 

Absichtlich  wurden  hier  nur  die  einfachsten  Fälle  be- 
handelt, die  elementar  erledigt  werden  können  und  fttr  die 
Lehre  von  den  stationären  Strömungen  von  Interesse  sind. 

§  139)  Aber  eine  die  Anschauung  störende  Schwierig- 
keit liegt  hier  vor.  Die  fttr  die  X  Y-Ebene  aufgestellten 
Kurven  nämlich  gehen  durch  zahlreiche  Parallelstreifen  der 
Gesamtebene.  Denkt  man  sich  das  Katenoid  mit  unendlich 
vielen  Flächen  bedeckt,  so  entspricht  allerdings  jede  einem 
der  Streifen.  Damit  also  Eindeutigkeit  herrsche,  ist  es 
vorzuziehen,  einen  solchen  auf  die  Gesamtebene 
abzubilden.  Dies  ist  schon  gelegentlich  der  Merkator- 
karte  und  der  Polarkarten  in  Band  II  geschehen,  wo  auf 
Seite  386  und  387  die  Beziehungen  tabellarisch  zusammen- 
gestellt sind.  (Nur  wurde  dort  der  Parallelstreif  aus 
Grttnden  der  Kartographie  senkrecht  gestellt,  während  er 
hier  horizontal  liegt,  man  hat  also  X  und  Y  zu  vertauschen. 
Die  neue  Ebene  soll  die  Koordinaten  $  und  rj  bezw.  r  und 
tp  haben.    Dann  hat  man  zu  setzen 

tf  =  r  =  /g«+ij%    also   X  =  lgr  =  lgyp-\-rj^, 

I  Y 

«  COS  ^  =  I,     Y=\p,    «  sin  ^  =  ij. 

Jetzt  ergiebt  sich  fttr  die  drei  Flächen  folgende  Tabelle  von 
Beziehungen: 
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Stellt  man  jetzt  die  Gleichungen  der  obigen  iso- 
thennisehen  Probleme  (§  131  bis  138)  in  den  Koordinaten 
$,  ri,  r  nnd  tp  geschrieben   zusammen,    so   hat   man  nnr  ^ 

durch  e  cos^,  ij  durch  e  sui^,  r  durch  e  ,  \f)  durch  ^  zu 
ersetzen,  um  die  Ühertragung  auf  die  Eatenoidfläche  zu 
besorgen.    So  heifst  es  z.  B. : 

1)  In  der  Ebene  geben  die  (reradenscharen  $=p  und 
17=;?  eine  Einteilung  in  kleine  Quadrate,  folglich  thun  dies 

X  X 

auf  dem  Eatenoid  die  Kurven  e  cos^=p,  e  sin-^  =  j>. 

2)  In  der  Ebene  geben  die  Geradenscharen  ip  =  b  und 
die  Kreise  lgr=p  eine  quadratische  Einteilung,  auf  dem 
Katenoid  thun  dies  die  Kurven  x  =  p  und  &=p. 

3)  In   der  Ebene  geben  die  logarithmischen  Spiralen 

Igr — ^cota  =  pund  Z^r -|-?/;tana  =  p  eine  quadratische 
Einteilung,  auf  dem  Katenoid  die  Loxodromen  x — S'Qota=p 
und  x-\"^ta,na  =  p. 

Es  bleibe  dem  Leser  überlassen,  alle  diese  Beziehungen 
in  der  neuen  Form  niederzuschreiben.  Man  erhält  dann  die 
Lösung  einer  Reihe  von  Problemen  ftlr  stationäre  elektrische 
Strömungen  auf  der  einfach  bedeckten  Katenoidfläche.  Bei 
diesen  ist  die  Voraussetzung  zu  machen,  dafs  elektrische 
Beeinflussungen  nur  in  der  Fläche  vor  sich  gehen,  nicht 
aber  durch  den  Raum  hindurch  von  Flächenteilchen  auf 
Flächenteilchen.  Die  eine  Kurvenschar  bedeutet  dann  die 
Stromlinien,  die  andere  die  Linien  konstanten  Potentials. 

§  140)  Die  überraschende  Einfachheit  der  Beziehungen 
zwischen  dem  Parallelstreif  und  der  Katenoidfläche  läfst  sich 

stereometrisch  folgendermalsen  deuten: 

« 

In  das  Katenoid  läfst  sich  ein  einbeschriebener 
Kreiscylinder  stellen,  der  den  kleinsten  Kreis  der 
ersteren  enthält.  Von  jedem  Punkte  der  Katenoid- 
fläche läfst  sich  ein  Lot  auf  die  Achse  fällen, 
welches  die  Gylinderfläche  in  dem  dem  ersteren 
zugeordneten  Punkte  schneidet  Durch  diese  Zu- 
ordnung erhält  man  die  konforme  Abbildung  des 
Katenoids  auf  die  Cylinderfläche. 


Beispiele  konfonner  Übertragong  fttr  das  Katenoid  etc.      153 

Die  Abbildungsaufgabe  ist  also  durch  eine  Art 
yon  Projektion  beqnem  zn  erledigen.  Die  Geometrie 
der  Lage  labt  sich  mit  Hilfe  der  logarithmischen  Abbildung 
bequem  von  der  Gesamtebene  auf  den  Mercatoretreif  und 
den  Cylinder,  durch  obiges  auf  das  Katenoid  übertragen 
Dazu  sollen  unten  Beispiele  gegeben  werden.  Etwas  un- 
bequemer ist  es  mit  den  Mafsbeziehungen. 

§  141)  Das  Vergröfserungsverhältnis  zwischen 
Katenoid  und  Cylinder  (bezw.  Parallelstreif  ist 
nach    obigem  fttr  jede  Stelle   durch  den  Ausdruck 


— « 


e  4-e 

— ^T gegeben,  und  zwar  fttr  sämtliche  Richtangen 

innerhalb  dieses  kleinen  Bereiches.     Jeder  beliebig 
gerichteten  kleinen  Strecke  s  entspricht  eine  kleinere  S  auf 


—  « 


dem  CyBnder  derartig,  dafs  5  =  — ^-r S  ist.   Der  Winkel 

zwischen    i   und    der    dortigen    Kettenlinie    ist    derselbe, 

wie  der  zwischen  S  und  den  dortigen  Cylinder-Geraden. 
Die  entsprechende  Strecke  o  der  ganzen  Ebene  bestimmt 
sieh  nach   den  Untersuchungen  ttber  die  Mercatorkante  so, 

daCs  iS  =  —  ist,    denn  auf  dem  Einheitskreise  stimmen  die 

T 

Dimensionen  der  Quadrate  ttberein,  in  der  Entfernung  r  sind 
sie  auf  der  Ebene  r-mal  so  grofs,  als  auf  dem  Streifen. 
Demnach  ist 

Nur  fttr  r  =  l  oder  x=0  stimmen  ä  und  a  ttberein. 

Damit  ist  auch  das  Vergröfserungsverhält- 
nis  zwischen  Katenoid  und  Gesamtebene  fttr 
jede  Stelle  bestimmt. 

§  142)  Bei  der  Bestimmung  der  Länge  gröfserer  Kuryen- 
strecken sind  im  allgemeinen  höhere  Rechnungen  erforderlich, 
auch  bei  geodätischen  Untersuchungen.  Die  Länge  der 
Loxodromen  des  Katenoids  aber  läfst  sich 
elementar  bestimmen.    Sämtliche  Kettenlinien  auf  der 
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Fläche   sind   nämlich   kongruent    Durchschneidet  nun   die 

Loxodrome  das  ganze  System  nnter  dem  Winkel  a,   so  ist 

jedes   kleine  Stück  s   der  Eettenlinie  das  cos  a-fache  vom 

entsprechenden  Stttck  der  geschnittenen  Loxodrome.   Dieses 

Verhältnis  gilt  für  alle  Dnrchschnittsstellen.    Demnach  ist 

i 

die  Länge  l  der  Loxodrome  das fache  von  der  ent- 

°  cos« 

sprechenden  Länge  der  Eettenlinie.    Die  letztere  bat  aber 

von  0  h\&  X  gerechnet  die  Länge 


8 


/    /  ^        — a5\  *  sc         — X 


also    ist    die    entsprechende    Loxodromenlänge 
zwischen    0   und   x   gegeben   durch 


X  —X 

e  —  e 


1)  1= Vy^—1=  ^ 

^  cos  a     "^  2  cos  a 

Ist  l^  die  Länge  zwischen  den  auf  der  Achse  gemessenen 
Koordinaten  0  und  x^,  l^  die  entsprechende  zwischen  0  und 
a^y  80  folgt  als  Länge  der  Loxodrome  zwischen 
den  Koordinaten  ^^  und  x^ 

1      \  e  — e  e  — e 


I  e  — e 
L        2~ 


cosa    |_        2  2 

Damit  sind  die  Mafsbeziehungen  fttr  jede  Loxodrome 
in  Ordnung  gebracht. 

§  143)  Sollen  auf  einer  Katenoidloxodrome  gleiche 
Längen  l  abgetragen  werden  und  zwar  von  der  Stelle 
a  =  0  aus,  so  folgen  die  entsprechenden  Achsenabstände 
folgendermafsen  aufeinander : 


X  — X 

2x 


6  — —  S 

Aus  1  =  — folgt  e  — 2;cosa«  =  i, 

2  cos  a 


also      e  =  /  cos  a  -f-  V(l  cos  a)*  -f"  ^     ^^^ 
Ä?  =  lff[l  cos  a  -f-  V{1  cos  a)*  +  i  ]. 
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Die  Reihenfolge  der  (anf  der  Achse  liegenden)  Koordinaten, 
die  den  Teilpnnkten  entsprechen,  wird  demnach 

*o  =  ^1    *i  =  ^9 [^ ^^^  "  "l~  ^Q  ^^^  ")*  +  ^]  > 

x^  =  lg\2l  cos  a  -(-  1^(2/ cos a)*  +  ^] > 
^Tj  =  *Z^ [ß /  cos  a  +  /(5 Z cos  a)*+i] , 

§  144)  Ans  1  ergiebt  sich  noch  die  Lösbarkeit  folgender 
Aufgabe. 

Man  denke  sich  vom  Nullpunkte  aus  auf 
dem  Katenoid  ein  Büschel  von  Loxodromen 
derselben  Länge  2  =  6  gezeichnet.  Welche 
Kurve  entspricht  der  durch  die  Endpunkte 
dargestellten  Kurven  im  Parallelstreif  bezw. 
auf  der   ganzen   Ebene? 

Auflösung.  An  Stelle  von  a  hat  man  jetzt  einen 
Teränderlichen  Winkel  q>  zu  setzen,  der  infolge  der  Iso- 
gonalität  den  Winkel  9  des  Polarkoordinatensystems  des 
Parallelstreifens  entspricht.    Die  Gleichung 


l=c  oder 


X  —X 

e  —  e 


2  Gosq) 
geht  für  den  Parallelstreif  ttber  in 


e  — e 


2  cos  e 
in  der  ganzen  Ebene  in 


Cj 


1 

r 

r 


2  ^ 


Vr  +  iigry 

oder 


2t  Igr 
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Y  rp 

Aus  X= Igrj  Y=  xp  folgt  nämlich  6  =  arctan  ^  =  arctan^, 

Igr 


also  tan  ^  =  JlL ,  demnach  cos  8  =  -—= 

Dafs  diese  Kurve  kein  loxodromischer  Kreis  im  oben 
gebrauchten  Sinne  ist,  geht  aus  den  Formeln  hervor.  Die 
entsprechende  Untersuchung  f tlr  ein  Loxodromenbttschel, 
welches  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Fläche 
ausgeht,  kann  dem  Leser  überlassen  bleiben. 

e)  Beispiele  konformer  Übertragung  für  das  Katenoid  mit 
Parameter  1   und  die  Eigenaohaften   seiner  Lozodromen 

und  anderer  Karvenacharen« 

§  145)  Einige  Eigenschaften  der  Loxodromen 
und  der  loxodromischen  Kreise  des  Katenoids  gehen 
aus  dessen  Beziehung  zum  einbeschriebenen  Cylinder  und 
aus  den  Formeln  für  den  Parallelstreif  hervor. 

Jede  Loxodrome  macht  unendlich  viele  Win- 
dungen um   das  Katenoid.    Jede  dieser  Windungen 

nimmt  dieselbe  „Ganghöhe^^  a  =  - in  Anspruch. 

Geht  man  vom  Nullpunkt  aus,  so  ist  die  Länge  des 
ersten  Umgangs 

X  —X         2x<H»ta     —intöia  \ 

e  — e  e      — e  I 


L  = 


^         2  cos  a  2  cos  a 

Die  beiden  ersten  Umgänge  haben  zusammen  die  Länge 

,  e    — e       e      — e 

*  2  cos  a  2  cos  a 

die  n  ersten  haben 


ln  = 


2nx  —tnx  2nntoia     — Snxoota 

e      — e  e         — e 


2  cos  a  2  cos  a 


§  146)  Keine  Loxodrome  schneidet  sich  selbst. 
„Parallele  Loxodromen"   schneiden  einander  nicht. 
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Der  auf  der  HShe  zn  messende  Abstand  der  Loxo- 
dromen  bleibt  konstant,  ebeoBo  der  Drehnng^s- 
winkel  i^,  dnrch  den  jede  in  die  La^e  der  parallelen 
Lozodrome  gedreht  werden  kann. 

Gehen  von  einem  Punkte 
A^  des  Parallelstreifa  zwei 
Gerade    A^  K^    und   A^  Lg 

von  den  Neigangen  a^  and  1 

a,  aas,  so  decken  sich  ihre 
Bilder  aof  dem  Eatenoid 
mit  denen  der  Geraden 
AjSi  und  A^L,,  die  Ton 
dem  um  2n  höher  ge- 
legenen Punkte  A^  aas- 
gehen, ebenso  mit  dem 
der  entsprechenden  ron  Aj, 
Ag ...  ansgehenden.  A^i^^ 
nnd  A^Kj  schneiden  em- 
ander  in  B.  Dabei  ist 
A„B:Af,A^  = 

sin  /)L  :  sin  (a,  —  a^)  = 
sin  (iW"  —  Og) :  sin  (öj  — a„) 

=  C08  «o  »in  (<*!  —  «o)  n,.  ,4. 

=  AgB:2fi, 

der  horizontale  Abstand  A^C  also  gleich 

cos  a.  2it  cos  o.  cos  o, 


sin  «j  cos  a^ — cosajSina, 
oder 


A^C  = 


2n-co8an  cosa 


«in  (o,  —  «o)  tan  a^  —  tan  a„ 

Folglich:  Gehen  von  einem  Pnnkte  der  Eatenoid- 

fl&che  zwei  Loxodromen  von  den  Steigungswinkeln 

Ag  und  Oj    aus,  so  schneiden  sie  sich  unendlich  oft 

Qnd    zwar    folgen    die    Schnittpunkte    in    gleichen 

Höhenabstftnden  x.^^- r—  aufeinander. 

^       tan  ff,  —  tan  o. 

Der  loxodromische  EJ-eis  kann  definiert  werden  als  die 
Kurve,    die    das   Loxodromenbttschel  orthogonal  schneidet. 
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Er  hat  die  Eigenschaft,  dafs  die  loxodromisch^n  Peripherie- 
winkel  über  derselben  loxodromischen  Sehne  einander 
gleich  sind.  Der  Büschelpunkt  soll  als  der  Mittelpunkt 
des  loxodromischen  Kreises  bezeichnet  werden.  Jetzt  gilt 
der  Satz: 

Die  Winkelhalbierenden  Loxodromen  des  Loxo- 
dromendreiecks  schneiden  einander  in  einem 
Punkte,  dem  Mittelpunkte  des  einbeschriebenen 
loxodromischen  Kreises.  Die  Loxodromen,  die 
einen  Winkel  und  zwei  Aufsenwinkel  des  Dreiecks 
halbieren,  schneiden  einander  im  Mittelpunkte 
eines  äufseren  loxodromischen  Bertthrungskreises. 

§  147)  Versteht  man  unter  axialer  Halbierung 
eines  Loxodromenstttcks  des  Katenoids  nicht  die  gewöhn- 
liche Halbierung,  sondern  eine  derartige  Teilung,  dafs  die 
Projektion  des  Teilpunktes  auf  die  Achse  das  entsprechende 
Achsenstück  halbiert,  so  folgt  der  Satz: 

Die  in  den  axialen  Halbierungspnnkten  der 
Seiten  eines  loxodromischen  Dreiecks  errich- 
teten loxodromischen  Lote  schneiden  einander 
in  einem  Punkte,  dem  Mittelpunkte  des  ein- 
beschriebenen loxodromischen  Kreises. 

Wie  von  axialer  Halbierung  eines  Loxodromenbogens, 
kann  man  auch  von  axialer  Teilujig  im  Verhältnis 
1 :  n  reden. 

§  148)  Die  „loxodromischen  Mittellinien'',  die  durch  die 
axialen  Halbierungspunkte  der  Seiten  des  loxodromischen 
Dreiecks  gehen,  schneiden  einander  in  einem  Punkte  und 
haben  das  „axiale  Teilungsverhältnis''  i :  2.  Auch  die  loxo- 
dromischen Höhen  jedes  solchen  Dreiecks  schneiden  ein- 
ander in  einem  Punkte.  Ebenso  ist  das  Analogen  des 
Fenerbachschen  Kreises  leicht  auszusprechen. 

§  149)  Vier  Punkte  einer  Loxodrome  des  Katenoids 
sollen  harmonische  heifsen,  wenn  die  auf  die  Achse 
projizierten  Punkte  harmonische  sind.  Vier  loxodromiscbe 
Strahlen  sollen  harmonische  heifsen,  wenn  sie  von  einem 
Punkte  aus  durch  harmonische  Punkte  einer  Loxodrome 
gelegt   sind.    Für   die    Achsenpunkte   sei    die   Beihenfolge 
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Amn  A        .  ,   -AC         AD      ,       AC      AD 
ACBD,  dam.  «t  -g^  =  -^  oder  -^..-^=-i. 

Für  die  Scbnittwinkel  ist  ebenso 

sin  {ac)        sin  [ad) 


sin  (6  c)    *    sin  [bd) 


Aach  diese  Gleichungen  können  zur  Definition  der  harmo- 
nisehen  Punkte  and  Strahlen  benutzt  werden.  Bei  dem 
Sehneiden  einer  Loxodrome  durch  das  Strahlenbttschel  wieder- 
liolen  sich  allerdings  die  Gruppen  von  je  vier  Punkten  un- 
endlich oft,  es  soll  aber  hier  nur  von  einer  Gruppe  gesprochen 
werden. 

Alle  Sätze  der  Geometrie  der  Lage  ttber 
harmonische  Punkte  und  Strahlen  bleiben  fttr 
die  harmonischen  Punkte  der  Loxodromen  und 
Aber  harmonische  Loxodromen  des  Katenoids 
erhalten. 

Also :  Halbierung  der  beiden  Schnittwinkel  zweier  Loxo- 
dromen durch  zwei  andere  Loxodromen  giebt  harmonische 
Loxodromen.  Jede  Loxodrome  wird  durch  harmonische  Loxo- 
dromen in  harmonischen  Punkten  geschnitten.  Jedes  durch 
harmonische  Punkte  gehendes  Loxodromenbttschel  ist  ein 
harmonisches  (vergl.  die  eine  der  obigen  Definitionen,  die 
jedoch  nicht  an  die  Spitze  gestellt  zu  werden  braucht). 

Die  drei  loxodromischen  Diagonalen  des  voll- 
ständigen loxodromischen  Vierseits  teilen  einander 
harmonisch. 

§  150)  Der  loxodromische  Kreis  des  Katenoids 
hat  dieselben  harmonischen  Eigenschaften,  wie  der 
Kreis  der  Ebene;  folglich  lassen  sich  die  Sätze  Aber  Pol 
and  Polare  am  Kreise,  über  Ähnlichkeitspunkte,  die  Sätze 
▼on  Pascal  und  Brianchon  ttber  den  Kreis  auf  den  loxo- 
dromischen Kreis  dieser  Fläche  ttbertragen.  Der  isothermischen 
Spiegelung   gegen  den  Kreis  der  Ebene  entspricht  die  iso- 

tiiermische  Spiegelung  gegen  den  loxodromischen  Kreis  auf 

i 
dem   Katenoid.      (Um    die   Mafsrelation   i2  =  — ,   also    die 

T 

Methode   der  reeiproken  Radien   zu  vermeiden,   kann  man 


\ 
\ 
\ 
i 

I 
/ 


Fig.  96. 
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einen  Radius  und  einen  Orthogonalkreis  benutzen.  Soll  z.  B. 
der  Punkt  A  gegen  den  Kreis  M  gespiegelt  werden,  so  ziehe 
man  AM  und  lege  durch  A  einen  Orthogonalkreis  fi  zum 
gegebenen  Kreise.    A^  ist  der  gesuchte  Punkt.) 

Die  harmonischen 
Eigenschaften  von 
zwei  orthogonalen 
Kreisen,  überhaupt 

die  Haupteigen- 
schaften des  Kreis- 
bttschels  und  der 
Kreisschar,  auch  die 
Steinerschen  Sätze 
ttber  Reihen  von 
Bertthrungskreisen 
zwischen  excentri- 
schen  Kreisen  blei- 
ben erhalten 
(Schliefsongssätze). 
Die  Lösungen  der  Apollonischen  Bertthrungsprobleme,  der 
Malfattischen  Aufgabe,  u.  s.  w.  sind  denen  der  Ebene 
analog. 

§  151)  Die  Definition  des  Doppelverhältnisses 

für  vier  Punkte  ACBD  einer  Greraden  durch  den  Ausdruck 

AC  AD 

"DT»  •  ^DT\  =  *  gil*  ^^^^  f *^  ^®r  Punkte  einer  Loxodrome, 

nur  sind  dabei  die  entsprechenden  Achsenpunkte  za  benutzen. 
Die    Definition    des    Doppelverhältnisses    für    vier 

Strahlen  a.c.h,d  durch  den  Ausdruck    .    ,,   ^ :  .    ,,  l^^k 
'  '  8in(6c)  sin  (od) 

gilt    ohne    weiteres    für   vier  loxodromische   Strahlen   des 

Katenoids.    Spricht  man  von  loxodromischer  Projektion  auf 

der  Katenoidfläche  in  demselben  Sinne,  wie  von  Projektion 

in    der   Ebene    mittels    eines   Strahlenbüschels   oder   einer 

Parallelschar  von  Geraden,  so  bleiben  alle  Sätze  über 

Erhaltung  der  Doppelverhältnisse  bestehen. 

§  152)  Damit  sind  aber  die  projektiven  Punktreihen 
auf  den  Loxodromen  des  Katenoids  und  die  projektiven 
Loxodromenbüschel  definiert,  folglich  gelten  die  entsprechenden 
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Sätze  der  Geometrie  der  Lage  aaoh  hier,  insbesondere  die 
folgenden : 

Die  Dnrchschnittspnnkte  entsprechender  Loxo- 
dromen  projektiver^  LoxodromenbUschel  liegen  anf 
«iner  Kurve,  von  der  der  Pascalsche  Satz  gilt. 

Die  verbindenden  Loxodronien  entsprechender 
Punkte  projektiver  Punktreihen  auf  zwei  Loxo- 
dromen  umhüllen  eine  Kurve,  von  der  der  Satz 
von  Brianohon  gilt. 

§  153)  Einige  weitere  Bemerkungen  tlber 
konforme  Übertragungen. 

a)  Durch  die  konforme  Abbildung  des  ParaUelstreifs 
auf  das  ganze  Katenoid  hat  man  zugleich  die  Merkatorkante 
auf  diese  Fläche  Übertragen.  Die  Merkatorkante  ist  nach 
Bd.  n  §  524  bezw.  I  §  326/27  durch  logarithmische  Ab- 
bildung auf  die  Polarkarte,  durch  reciproke  Radien  auf 
die  ösüiche  (oder  westliche)  Halbkugel  und  ihre  Erweiterung 
fOr  die  ganze  Ebene,  auf  die  Karte  der  gröfsten  oder 
kleinsten  Wassermasse  und  ihre  Erweiterung  auf  die  ganze 
Ebene  (alles  nach  Hipparch),  auf  den  kugelf  (innigen  Globus 
mit  seinen  Meridianen  und  Parallelstreifen,  auf  die  Kugel 
mit  beliebigem  Kreisbtlschel  und  orthogonaler  Kreisschar 
übertragen  (stereographische  Projektionen).  Alle  diese  geo- 
graphischen Einteilungen  sind  damit  konform  mit  der 
Katenoidfläche  in  Beziehung  gesetzt. 

b)  Jedes  Rechteck  des  Parallelstreifens  der  Ebene  läfst 
sieh  nach  Bd!  I  §  357  elementar  auf  eine  gewisse  Drehungs- 
cjklide  konform  abbilden.  Dasselbe  gilt  also  von  jedem 
„Rechteck^  des  Katenoids,  welches  von  zwei  ParaUelkreisen 
desselben  und  von  zwei  Meridianen,  oder  auch  von  zwei 
Paaren  paralleler  Loxodromen  begrenzt  wird. 

c)  Jeder  Sektor  der  Ebene  mit  dem  Centriwinkel  — 

lafst  sich  durch  die  Transformation  R  =  r^j&  =  nq>  auf  die 
ganze  Ebene  Übertragen.  Da  sich  jeder  Sektor  zu  einem 
Kegel  umbiegen  läfst,  so  läfst  sich  die  Kegelfläche  konform 
auf  die  ganze  Ebene,  den  Parallelstreif  und  die  Katenoid- 
fläche übertragen. 

HolsBftller,  StereoBctrie  UL  11 
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d)  Da  sieh  das  Katenoid  znr  Minimalsehraubenfläohe 
nmbiegen  läfst,  ist  auch  diese  anf  alle  genannten  Fläehai 
konform  zu  ttbertragen.  Darüber  soll  der  folgende  Absebnitt 
besonders  handeln. 

e)  Schneidet  man  das  Katenoid  längs  eines  Meridianes 
anf,  so  läfst  es  sieh  zn  einer  mehrfach  überdeckten  oder  za 
einer  nur  teilweise  bedeckten  Drehungsfläche  umbiegen. 
Diese  hat  aber  wieder  den  Charakter  einer  Minimalfläche. 
Die  Eettenlinien  werden  also  zu  Eettenlinien  mit  anderem 
Parameter.  Alle  Eatenoide  verschiedenen  Parameters  sind 
demnach  leicht  auf  einander  abzubilden.  Man  braucht  nur 
zwei  beliebige  Parallelkreise  beider  in  gleichviele  gleiche 
Teile  zu  teilen  und  die  entsprechenden  Quadrate  zu  zeichnen 
und  das  ganze  Netz  fttr  jede  der  beiden  Oberflächen  zu 
bilden. 

f)  Bisher  sind  mit  einander  folgende  Flächen  in  Be- 
ziehung gesetzt :  Ganze  Ebene,  ParaUelstreif,  Sektor  (Recht- 
eck), Cylinder,  Eegel,  Engel  (Drehungscyklide),  Eatenoid, 
Schraubenfläche,  und  zwar  können  die  einzelnen  Drebnngs- 
flächen  in  verschiedene  Anzahlen  von  Sektoren  zerlegt 
sein.  Die  Geometrie  jeder  dieser  Flächen  ist  konform  auf  die 
andere  übertragen.  Aber  nur  auf  dem  Eegel,  dem  Cylinder 
und  der  Engel  sind  die  geodätischen  Linien  bekannt  ge- 
worden, bei  den  beiden  ersten  sind  es  die  Eurven,  die 
bei  Abwickelung  der  Fläche  auf  die  Ebene  gerade  Linien 
werden.  Bei  der  Engel  sind  es  die  gröfsten  Ereise.  Für 
die  anderen  Flächen  ist  also  die  Geometrie  des  Maüses  nur 
unvollkommen  übertragbar,  während  die  der  Lage  voll- 
konunen  übertragbar  ist. 

Rechteck  und  Drehungcyklide  sind  eingeklammert 
worden,  weil  ihre  Abbildung  auf  die  Gesamtebene  mit  den 
elliptischen  Funktionen  zusammenhängt,  während  die  gegen- 
seitige Uebertragung  keine  Schwierigkeiten  macht.  Neben 
der  Drehungscyklide  können  auch  die  in  Band  I  behandelten 
Flächen,  die  durch  Abbildung  durch  reciproke  Radien  aus 
ihr  entstehen,  also  die  allgemeinen  Dupinschen  Cykliden, 
herangezogen  werden. 
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Q   QuadratiBohe  Binteüimg  der  Minünal-Sohraabenfläohe 
und  ihre  konfonne  AbbUdmig  auf  die  Ebene  und  auf 

andere  Flächen. 

§  154)   Man  denke  sich  die  Ganghöhe  A  in  sehr  viele 

kleine  Teilchen  —  zerlegt    Dann  hat  man  auf  jeder  durch 

n 

einen  Teilpnnkt  gehenden  Geraden  BqBj^  =  —  zn  setzen, 

um  die  erste  Beihe  von  Quadraten  zn  erhalten.    Die  durch 
die  B^  gehende  Schraubenlinie  hat  auf  jedem  Sektor  eine 

Länge  B^C^^  =  —  Vh*-^{27tb)K    Diese  nehme  man  für  die 

folgende  Qnadratreihe  als  Seite,  so  dafs  B^B^^=  B^C  wird. 
Dies  giebt  die  folgende 

Schranbenlinie,  und  so       Ij  B^    £^   B,     J^ 

£aJire  man  fort  Die  h 
Berechnung  ist  un- 
bequemer als  die  Kon- 
struktion. Man  be- 
nutze, um  die  Länge 
B^B^  =  r  zu  berech- 
nen ,  das  Eatenoid, 
welches  sich  aus  dem 
Umgang  der  Schrau- 
b^ifläche  abwickeln 
lälflt  Fttr  diesen  Um- 
gang ist  hier 


Flg.  96. 


woraus  folgt 

1) 


r 


s 


\27t/        \2n;/' 


§  155)   Verbiegt  man  den  Umgang  zum  Eatenoid,   so 


B 


bedeutet  r  die  Länge  der  Eettenlinie,  — —  =  y  die  Ordinate 


27t 


der  Eettenlinie,  -- —  die  kleinste  der  Ordinaten  y.    Fttr  die 


27t 


11* 
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Kettenlinie  war  aber  r* = y  • —  q*.  Dies  stimmt  mit  Gleichung  1) 
überein.  Führt  man  also  die  Absoisse  a  der  Kettenlinie  ein, 
80  hat  man 

,.=,._,.=,.(Ail)'_..=,.(i:^)', 

also  ist  die  Länge  der  Kettenlinie 

X  X 

2)  r  =  q . 


§  156)  Daraus  folgt  für  Katenoid  und  Schraubenfläche 
zugleich,  da  ?  =  -^ —  ist, 

27t 

3)  x  =  ^lg     -^    ^-^^    =—lg ^j^ 

\27t/ 

_    A  •       27tr-\-V47t*r*'^h^ 
—  1^  ^^  h  • 

Für  das  Katenoid  bedeutete  x  den  der  Länge  r  der 
Kettenlinie  entsprechenden  Abstand  von  der  Ebene  x^=0, 
der  also  auf  der  Achse  x  als  Koordinate  zu  messen  war. 
Fttr  die  Sohraubenfläche  ist  x  zunächst  ohne  sichtbare  Be- 
deutung. Es  ist  eine  yeränderliche  Grölse,  die  aus  r  leicht 
zu  berechnen  ist.  Führt  man  den  veränderlichen  Steigungs- 
winkel a  der  Schraubenlinien  ein,  so  hat  man  -^r —  =  tan(r. 
Dann  ist 

X  —  —1  ^^      ^'^\2^)   ^    ^  •i   i  +  V^  +  ten*<^ 
*~~  27t  ^  (    ^   \  ~  27t    ^  tana 

'^~2n  ^^\i»^'^y  tim^"^V^"2^  '^ Länä "^ sinä T 
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oder  endlich 


A  «,     i  +  coB  <y 


47t    ^  i  —  ooa  a 


Daraus  folgt 


p. 

5)  cos  o  + 


e  *  -i 


4«2 


§  157)    Setzte  man  im  Parallelstreif  der  X  7  Ebene 


A  =  Ä  =  p  /jr ' ^— ^— 

und  y=^^,  80  hatte  man  die  konforme  Abbildung  des 
Katenoids  auf  diesen  Streifen  dnrchgeftthrt.  Hier  hat 
man  nor 

^         Ä   e,     2n;r4-V4n:*r^4-h*  A  •,     i  4- cos  a 

Jl==— —  lg ! ; ! =  — —  Ig—T-^ 

27t    ^  h  47t    ^    i  —  cosa 

h 
zn  setzen,   aofserdem  Y=z  (wo  ;5  =  ^^  =  — — ^  ist  und 

Ji7t 

beim  Eatenoid  den  Bogen  des  kleinsten  Kreises,  der  ans  der 
Schraubenachse  entstanden  war,  also  den  Abstand  auf  der 
letzteren  vom  gewählten  NuUpimkte  bedeutet),  um  die  Ab- 
bildung des  Parallelstreifens  auf  den  einen  Umgang  der 
Schraubenfläche,  also  die  der  gesamten  Ebene  auf  die  ge- 
samte Schraubenfläcbe  zu  erhalten. 

Da  auch  bei  der  Schraubenlinie  2;:A  =  ^:27ir  ist,  so 
hat  bei  der  gewählten  Abbildung  &  die  Bedeutung  des 
Winkels,  unter  dem  die  zu  z  gehörige  Gerade  die  dem  NuU- 
pimkte zugehörige  Grerade  kreuzt,  so  hat  ^  auch  ftlr  die 
SehraubenUnie  ^e  Bedeutung  einer  Koordinate. 


1 
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§  159)  Auf  djese  Weise  kann  man  noch  eine  ganze  Reihe 
anderer  Beziehungen  aofstellen.  Führt  man  aber  fttr  die 
Schranbenfläche  einen  Parameter 


__Ä^«     27tr^y47t^r^-\-h^_  h  •     i  +  eoBff 
*      Jn  ^  h  47V   ^  i  —  ooaa 

ein,  so  entsprechen  einander  einfacher  die  Kurven 

f{X,  Y)  =  ö,  f{x,  z)  =  0. 

Eine  andere  Art  von  Vereinfachnng  tritt  ein,  wenn  man 

die  Einheit  gleich  ^—  wählt  Dann  entsprechen  einander  z.  B. 

t 

n.  s.w. 

§  160)  Damit  ist  die  gesamte  Geometrie  der  gaazen 
XY  Ebene  aui  die  Minimidschranbenfläche  konform  nnd 
eindeutig  übertragen. 

Was  den  Geradenscharen  X-{-Y^=p^X  —  Y=zp  der 
Ebene  entspricht,  was  den  Geradensoharen  X  -{-  Ytana  =  p, 
X  —  ycota  =  p  entspricht,  läfst  sich  ohne  weiteres  hin- 
schreiben. Das  eine  Mal  handelt  es  sich  nm  die  Eniren, 
welche  die  Geraden  nnd  Schraubenlinien  der  Schraubenfiäehen 
unter  +  45  ^  durchsetzen,  das  andere  Mal  um  die  Geraden^ 
welche   sie  unter  a  und  90^-|-a  durchsetzen.    Ebenso  ist 

leicht  hinzuschreiben,  was  den  konzentrischen  Kreisen  und 

i 
der  Badienschar  lg  R  =  p  und  S  =  j?,  oder  -  lg  (Z*  -\-Y)=ip 

Y 
nnd  arctan  jß  =  P  entspricht. 
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§  161)  In  derselben  Weise  sind  alle  isothermi- 
sehen  Knryenscharen  der  Ebene  zu  Übertragen. 
Daraas  folgt,  dafs  alle  Probleme  über  stationäre 
StrOmnngen  in  der  Ebene  auch  fttr  die  Minimal- 
Bchranbenfläche  erledigt  sind,  und  dafs  dasselbe 
von  den  kartographischen  Beziehungen  gilt. 

Auch  hier  sind  alle  elementar  lösbaren  Probleme  dieser 
Art  im  Anschlnfs  an  die  Ingenieurmathematik  Bd.  11  leicht 
zusammen  zu  stellen. 

Bisher  waren  die  Engel,  der  Cylinder  und  der  Kegel 
die  einzigen  gekrümmten  Flächen,  die  elementar  mit  der 
Cresamtebene  in  konforme  eindeutige  Beziehung  gesetzt 
wurden.  Jetzt  ist  mit  dem  Katenoid  auch  die  Minimal- 
schraubenfläche  herangezogen  worden.*) 

Auf  die  Erhaltung  der  harmonischen  Beziehungen,  der 
Doppelyerhältnisse  u.  s.  w.  bei  gewissen  Operationen  auf 
dieser  Schraubenfläche  sei  nur  kurz  aufmerksam  gemacht^ 
weil  doch  nur  die  fttr  das  Katenoid  gefundenen  Sätze 
wiederholt  werden  mttfsten. 

rj)  Die  abwickelbare  Sohraubenregelfläohe. 

§  162)  Auch  diese  schon  besprochene  Fläche  läfst  eine 
elementare  Behandlung  zu.  Der  innere  Cylinder  habe  den 
Badius  r^,    die  zugehörige  Schraubenlinie  habe  die  Gang- 


*)  Ffir  Kenner  der  Integralrechnimg  ist  es  von  Interesse,  zn 
Beben,  welche  Integrationen  bei  den  obi^n  Blementarbetrachtnngen 
umgangen  sind.  Injedem  Sektor  der  MinünaJschranbenfl&che  ist  das 
m^  Quadrat  in  der  Weise  grölser,  als  das  erste,  da(s,  wenn  man  die  be- 

s  V^h^-\-47t*r* 

treffenden  Seiten  gleich  dr  bezw.  dx  setzt,  dr=dx^^dx *-t 

n  n 

hdr 
mid  dx  =  —-====  setzt.    Dnrch  Integration  ergiebt  sich 


^  lg  (2n  r  +  yh\+4n'r*  ) 


-A.  Ig  {»nr  +  y  k*+4n*r*)-^1gh 


h  „   anr +  yh*-ir  4 71* r* 

2n   *^  h 

Dieser  Ansdmck  stunmt  mit  dem  oben  für  x  gefondenen  überein. 
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hohe  A,   80    d&b 

der  Steigungs- 
winkel diiTcli 

tan  y,  =^— 

bestimmt  sei  Die- 
Be]be  Neigung  bat 
anch  die  im  Anf- 
rils  zn  zeichnende 
Tangente  AB,  die 

irgend  welche 
Länge  t    eriialte 
und  im  QrondrüJB 
als  AjBi  in  der 
L«ng:e 

J,  B,  =  *  coe  /j 
erscheint  imd  dort 
eine  der  Tangen- 
ten des  inner«! 
Kreises  r^  ist.  Hit 

ist  dann  der  äus- 
sere Kreie  zd 
Eeiohnen  nnd  die 

entsprechende 
Schranbenlinie  in 
den  Anfrib  m 
übertragen.  Im 
SrnndrÜB  der  R- 
fur  97  ist  A^B^ 
in  sechs  gleiche 
Teile  eingeteilt, 
vras  ftlnf  weitere 

konzentrische 
Sreise  gieht^denen 

ebensoviele 
Schranbenllnien 
im    Anfiils    ent- 
sprechen.    Die 
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Ofimdrifskreise  sind  in  der  Figur  in  16  gleiche  Teile 
eingeteilt  nnd  so  mit  Zahlen  bezeichnet ,  dafs  die  Yer- 
bindiingslinien  je  zweier  gleichzahliger  Punkte  eine  Tangente 
des  Innenkreises  giebi  Dasselbe  ist  im  Aufrifs  mit  den 
entsprechenden  Punkten  geschehen,  und  so  sind  dort  die 
Tangenten  der  inneren  Schraubenlinien  entstanden. 

Verlängert  man  AB  ttber  B  hinaus  bis  zu  unendlicher 
Länge,  80  geben  die  unendlich  fernen  Punkte  schliefslioh 
Sehraubenlinien  von  unendlich  kleinem  Steigungswinkel,  d.  h. 
die  Fl&che  wird  allmählich  zur  EegeMäche,  deren  Geraden 
die  Neigung  y.  haben.  Die  äufserste  Schraubenlinie  der 
Pignr  hat  den  CyUnderradius 

r,  =  M^B^  =/^5?4--4,Jl£?  =  /<«cosVi  +  ^! 
Ihr  Steigungswinkel  bestimmt  sich  aus  tan  y^  = 


Eigentlich  stellt  die  so  erweiterte  Figur  nur  eine  Hälfte 
der  Fläche  dar,  denn  man  kann  die  Tangenten  auch  ttber 
den  Berührungspunkt  hinaus  yerlängem.  Um  zu  sehen,  wie 
das  fehlende  Gebilde  bei  Verlängerung  um  t  aussieht,  hat 
man  nur  nötig,  die  Aufrifsfigur  auf  den  Kopf  zu  stellen. 
Beide  Teile  treffen  einander  längs  der  inneren  Schrauben- 
linie, die  als  gemeinschaftliche  Gratlinie  beider  Teile  er- 
scheint. 

§  163)  Verlängert  man  im  Aufrifs   die   Tangente  ID 

t 
nm  einen  ihrer  Teile  -^^  so  reicht  sie  bis  zum  Punkte  />' 

anf  PQj  verlängert  man  ebenso  die  Tangente  IIE  um  zwei 
ihrer  Teile,  so  reicht  sie  ebenfalls  bis  PQ,  Dies  ist  der 
Fall,  weil  XVIChiB  PQ  reicht.    Folglich:  Verlängert  man 

JmGmndrifs  auf  einander  folgende  Tangenten,  z.  B.  /i,  112, 

ms  um  einen,  bezw.  2,  3,  . .  •  ihrer  Teile,  so  erhält  man 
die  Bilder  der  Schnittpunkte  2>',  jET,  . . .  des  Aufirisses  im 
OrnndriÜB.  Verkttrzt  man  umgekehrt  auf  einander  folgende 
Tangenten  um  1, 2, 3, . . .  ihrer  Teile,  so  kommt  man  schlieCeilich 
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auf  die  Tangentenlänge  Null.    In  der  Figur  geschieht  dies 

z.  B.  für  die  Grundrifsstelle  Xy  weil  im  Aufrilis  X  auf  PQ 

liegt.    Die  Tangenten  XIS^,  XUS^.  XIIIS^,  ...  haben 

i 
also  im  Grundrifs   der  Reihe  nach  die  Längen  -^^cos^^^ 

-^«cosy., -^^cosy.,  ....  Nun  ist  aber  dort  der  Bogen 

6  6  • 

XlX  nahezu  gleich  der  Tangente  XI S^^  also  ist  nahezu 

27tT  1 

=  -—  i  cos  y, .    Ist  aber  die  Teilzahl  n  unendlich  grofs, 

80  findet  absolute  Gleichheit  statt.    Ebenso  ist  die  Tangente 

XII S^  dann  gleich  dem  Kreisbogen  XII X,  XIIS^  gleich 
dem  Bogen  XIII X  u.  s.  w.  Die  Endpunkte  der  Tan- 
genten liegen  also  auf  einer  als  Ej'eis-EYolyente 
bezeichneten  Kurve.  (Denkt  man  sich  um  den  Kreis  einen 
z.  B.  in  /  befestigsten  Faden  gewickelt,  der  so  bis  X  reicht, 
und  wickelt  man  ihn  unter  hinreichender  Spannung  ab,  so 
bewegt  sich  sein  Endpunkt  auf  der  Abwickelungskurve  oder 
Fadenlinie,  die  eben  jenen  Namen  trägt.)    Folglich : 

Jede  Normalebene  zur  Achse  der  abwickel- 
baren Schraubenregelfläche  wird  yon  den  er- 
zeugenden Tangenten  in  einer  Kreis-ETolvente 
geschnitten. 

Umgekehrt:  Bewegt  sich  diese  Evolvente  parallel 
zu  sich  selbst  in  der  Richtung  der  Gylinderachse 
und  dreht  sie  sich  dabei  in  bestimmter  Weise  um 
diese,  so  legt  die  Kurve  die  genannte  Schrauben- 
fläche zurttck. 

(Gewisse  andere  Schraubenregelflächen,  bei  denen  die 
erzeugende  Gerade  die  Achse  schneidet,  geben  als  Schnitt 
mit  jeder  Normalebene  der  Achsen  eine  Archimedische 
Spirale,  wie  leicht  zu  zeigen  ist) 

Geht  man  von  X  aus,  so  haben  im  Grundrib  die  auf 
einander  folgenden  Tangenten  bei  16 -Teilung  die  schein- 
baren Längen 


27tr^  4nr^  STtr^ 
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Hure  wirklichen  Längen  sind  also  der  Reihe  nach 

2nr^  47tr^  Snr^  32 nr^  2^r,  

'  16  cos/i'  iöcosy^'  itf  cos/i' '  ISeosy^     cos/i       ' 

Ahnlich  ist  es  bei  32-Teilung  n.  s.  w. 

§  164)  Das  senkrechte  Profil  der  Schranben- 
fläche,  d.  h.  den  Schnitt  mit  jeder  dnrch  die  Achse  gelegten 
Ebene,  erhält  man  in  der  wahren  Gestalt,  indem  man  die 
Pnnkte  i2,  a^,  6^,  Cj,  d,,  «j,  IX  senkrecht  nach  oben  auf  die 
Schraubenlinien  projiziert,  gegebenfalls  auch  Punkte  wie  ^^ 
auf  die  entsprechenden  Tangenten  im  Aufirifs.  Auch  kann 
man  die  Punkte  8,  jP,  6?,  J?,  /,  Jf,  A  der  Aufirifsmittellinie 
an  die  äufserste  Senkrechte  gleichnamig  aoftragen  und  hori- 
zontal hertlberprojizieren.    (Vergl.  Fig.  97.)    Die  Profillinie 

nimmt  allmählich  die  volle  Steilheit  der  Tangente  XIII13 
an  und  nähert  sich  in  der  AuMIszeichnung  dieser  asympto- 
tisch, wenn  man  sie  hinreichend  nach  unten  verlängert,  wie 
aus  dem  Charakter  der  Eegelfläche  folgt,  der  allmählich 
angenommen  wird. 

Die  Einteilung  der  Fläche  in  kleine  Trapeze  durch 
Schraubenlinien  und  Profilkurven  ist  in  Fig.  98  im  Grund- 
und  Aufiiijs  dargestellt.  Jeder  Schraubenlinienstreif  hat  da- 
bei kongruente  Trapeze,  dagegen  sind  die  Trapeze  jedes 
Streifens  zwischen  zwei  benachbarten  Profilkurven  unähnlich, 
auch  dann,  wenn  die  Schraubenlinienstreifen,  wie  in  der 
Figur,  LBothermische  sind,  denn  die  schiefen  Winkel  nähern 
sich  allmählich  ^rechten  Winkeln,  je  weiter  die  Schrauben- 
linien von  der  Achse  entfernt  sind. 

Das  ttber  die  Kurve  ABC  und  ihre  Asymptote  DE 
Gesagte  ist  aus  Fig.  98  zu  ersehen. 

§  165)  Die  Abwickelung  der  Fläche.  Wie  schon 
in  §  50  angedeutet  wurde,  gehen  bei  der  Abwickelung  der 
Fläche  auf  die  Ebene  die  Schraubenlinien  in  konzentrische 
Kreise  über,  während  die  Geraden  der  Fläche  geradlinige 
Tangenten  dieser  Kreise  bleiben.  Die  Orthogonalen  der 
Schraubenlinien  mtlssen,  da  alle  Winkel  erhalten  bleiben, 
Radien  der  konzentrischen  Kreise  werden,  sind  also,  weil 
sie  Gerade  werden,  geodätische  Linien.    Da  man  aber  jeden 
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ebeDen,  konzentriBchen  Ereisring  dtucli  Badien  und  konsen- 
trische  Exeise  in  kleine  ähnliche  Rechtecke  (z.  B.  Qnadrate) 
einteilen  kann,  so  ist  auch  die  behandelte  Schraitben- 
fläobe  dnrcfa   die  Schraubenlinien  and  ihre  Ortho- 


■^ 
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gonalschar  isothermisch  einteilbar.  Diese  Möglichkeit 
ist  em  besonderer  Fall  des  Theorems  von  Bonr.  Das 
Drehmigshyperboloid,  auf  welches  die  Fläche  demnach  ab- 
wickelbar ist,  erscheint  hier  in  dem  Grenzfalle  des  zunächst 
doppelt  zn  denkenden  ebenen  Kreisringes,  bezw.  Aufsen- 
kreises.  Der  gezeichnete  Teil  der  Fläche  liegt  auf  der  einen, 
der  nicht  gezeichnete  anf  der  anderen  Schicht.  Jede  der 
beiden  Schichten  wird  übrigens  nnendlichfach  bedeckt.  Die 
isothermische  Einteilung  wird  nnten  dorchgeftthrt. 

(Man  kann  übrigens  durch  Inversion  die  Einteilung  der 
unteren  Schicht  isothermisch  auf  die  Fläche  des  Innenkreises 
flbertragen,  so  dafs  man  die  Übertragung  auf  die  gesamte 
nnendlichfach  zu  bedekende  Ebene  erhält.) 

Die  angenäherte  Konstruktion  dieser  Ortho- 
gonalkurven  kann  mit  beliebiger  Genauigkeit  folgender- 
mafsen  erfolgen:  Man  denke  sich  im  Anfirifs  der  Fig.  99 
sehr  yiele  der  Schraubenlinien  gezeichnet.  Jede  erscheint 
bei  den  Punkten  0,  1,  2^  3,  4,  ö,  6  der  Mittellinie  in  ihrer 
wahren  Neigung,  so  dafs  die  entsprechenden  Normalebenen 
als  gerade  Linien  erscheinen,  die  senkrecht  zu  den  Schrauben- 
linien stehen.    Folglich  erscheinen  die  dort  auf  der  Fläche 

gezeichneten  Normalen   der  Schraubenlinien  als  Lothe  0/, 

iUj  2 III  u.  s.  w.,  die  in  der  Figur  jedesmal  bis  zu  der 
benachbarten  Schraubenlinie  reichen.  Projiziert  man  die 
mit  römischen  Zahlen  bezeichneten  Punkte  auf  die  ent* 
sprechenden  Grundrifskreise,  so  erhält  man  im  Grundrifs 
die  gleichnamigen  Bilder  dieser  Lote.  Im  Grundrifs  drehe 
man  jedes  dieser  „Lote",  wobei  es  seine  Gestalt  beibehält, 
soweit,  dafs  alle  einen  einzigen  Linienzug  geben,  dem  z.  B. 
das  Lot  3 IV  des  Grundrisses  angehört.  So  entsteht  eine 
gebrochene  Linie  AJB^j  die  leicht  9ls  AB  in  den  Aufirif» 
zu  übertragen  ist.  Je  gröfser  die  Anzahl  der  eingezeichneten 
SchraubenUnien  ist,  um  so  genauer  stellt  die  gebrochene 
Linie  die  Kurve  dar,  welche  alle  Schraubenlinien  der  Fläche 
orthogonal  durchsetzt. 

Bilden  die  wahren  Längen  der  einzelnen  Lote  eine 
geometrische  Beihe,  so  handelt  es  sich  um  Schraubenlinien- 
Streifen,  die  eine  isothermische  Einteilung  geben.  Damit 
ist  dann  die  Einteilung  in  ähnliche  Rechtecke  ermöglicht, 
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wie  sie  in  Figur  99 
angenähert  dargestellt 
ist.  Der  Beweis  dafBr 
liegt  darin,  dafs  die 
Abwickelung  anf  die 
Ebene  anf  eine  iso- 
tbermiBflhe  Binteiloog 
dnrcti  Radien  und  kon- 
zeDtriBcheEreiBe  führt, 
für  welche  die  geo- 
metrische Reibe  ebea- 
falls  mafsgebend  ist. 
Rechnend  würde  dies 
weiter  durchzaftthrea 
sein,  was  nnten  ge- 
scheheD  boU. 

Die  Ortbogonal- 
knryen  der  geraden 
Linien  der  Fläche 
werden  bei  der  Ab- 
wickelung Ortho- 
gonalkurven      der 

Kreistangenten, 
also  Evolrenten, 
durch  die  ttbrigens 
eine  isothermische  Eio- 
teilnng  nicht  erzielt 
werden  kann.  Weil  in 
der  Ebene  die  Evol- 
venten sich  mit  Hilfe 
der  Abwickelang  eines 
gespannten  Fadena, 
der  um  den  Inuenkreis 
gewickelt  zu  denken  ist, 
sich  erzeugen  lassen, 
dieser  Faden  aber  als 
geodätische  Linie  auf 
der  Fläche  ebenfalls 
gespannt  erscheint, 
erscheinen  die  ent- 
sprechenden    Kurven 
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snf  der  Fläche  als  Evolventen  im  weiteren  Sinne,  näm- 
lich als  solche  der  Schraubenlinie.  Die  Eigenschaften 
dieser  Evolventen  lassen  sich  im  Anschlnfs  an  die  Ereis- 
evolvente  elementar  ableiten.  Ebenso  läfst  sich  die  gesamte 
Geometrie  der  Ebene  aoJGserhalb  des  Innenkreises  geo- 
dätisch anf  die  Fläche  übertragen,  wie  ans  dem  Begriffe  der 
Abmckelnng  ohne  weiteres  hervorgeht.  —  Die  abmckelbare 
Schranbenregelfläche  steht  also  in  zweierlei  Hinsicht  zu  den 
Evolventen  in  Beziehung. 

§  166)  Welcher  Ereisringsektor  in  der  Ab- 
wickelnngsebene  entspricht  einem  Umgange  der 
untersuchten  Fläche?  Die  zu  bestimmenden  Radien  seien 
js^  und  a^j  letzterer  der  gröfsere;  der  zu  bestimmende  Centri- 
vnnkel,  im  Bogenmab  gemessen,  sei  $.  Die  Umgangslängen 
der  beiden  begrenzenden  Schraubenlinien  geben  die 
Oleichungen 

*         cosy,      ^        cos  y^ 
so  dafs,  da  t^  =  xl  —  x\  ist,  folgt 

r(4-^)=r..=.».[^-J-]. 

Setzt  man  hier  cos'y,= =  und  cos'y,  = ^, 

so  ergiebt  eine  leichte  Umformung 

?*=  -^  (fi  —  rl)  =  -^  .  ^«cosVi  =  ^^'cosVr 

Der  gesuchte  Centriwinkel  des  Kreisringsektors 
ist  also 

1)  g  =  27rcosyj. 

Daraus  folgt  ftlr  den  kleineren  Radius  des  Sektors 

2nr^  r- 

2)  «i  =  -t -  =  — T—1 

'  ^       gcosy^      cos'y^ 

was  zugleich   der  Krümmungsradius  der  innersten 
Schraubenlinie  ist 

HoUaftl1«r,  StoiMiMlrto  m.  12 
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Fttr  den  gröfseren  Badins  wird 

yr\  cos'yj  +  t\  sin*  yj. 


3) 


cos^/i 


Aus  -1  =  -i  — ^  oder  ans  x^  =  ^i ^  folgt  auch 


4)      ,  X,-         ''» 


"  COS  y^  cos  y,' 
worin  Gleichnng  2)  als  besonderer  Fall  enthalten  ist 

§  167)  Berechnnng  der  Fläche  fttr  einen  Um- 
gang des  unter  sachten  Gebildes.  Die  Abwickelung^ 
ergiebt  als  Fläche,  wenn  x^  und  x^^  als  Radien  jetzt  mit  R 
und  R^  bezeichnet  werden, 

F=  J-  n  (Ä«  —  i?f)  =  4  ««  =  <«  ^cosy,. 
[Hier  ist  7r(i2«  —  Äf)  =  27r^^i-^(Ä—Äi),  und  dabei 

Ä  +  ü;^  =  _^r-!i_  +  -A_l 

'      *       cosyj  L^osy,   '  cosy^J 

E  —  R  =-J_r_!j !j_T 

^      cosy^  Lcosy,      cosy^  J 

Dies  ftthrt  zu  gewissen  Beziehungen  zur  Guldinschen  Regel.] 

§  168)  Eoordinatenbeziehungen  zwischen  der  be- 
handelten Scbraubenregelfläche,  ihrer  Grundrißebene  und 
der  Abwickelungsebene  und  quadratische  Einteilung 
der  Fläche. 

Fttr  gewisse  Zwecke  ist  es  am  einfachsten,  fttr  die 
Schraubenfläche  r.  und  y^  als  gegebene  Eonstanten,  die 
Länge  t  der  Geraden  (Tangenten  der  innersten  Schrauben- 
linie) und  den  ihren  Bertthrungspunkt  bestimmenden  Winkel  % 
der  die  Umdrehung  um  die  Schraubenachse  mifist,  als  Ver- 
änderliche  (Koordinaten)  p   zu   betrachten.     Dann  ist  die 
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Gleiehnng  f{tj<p)  =  0  die  einer  beliebigen  anf  der  Fläche 
liegenden  Knrve. 

Ist  T  =  teosy^  die  entsprechende  Ereistangentenlänge 
in  der  Ornndrifsebene,  so  hat  die  Projektion  der  Enr^e  dort 

die  Gleichung  ff ,  y  j  =  ö,  wo  g)  die  der  Torigen  ent- 
sprechende Bedeutung  und  denselben  Wert  hat. 

In  der  Abwickelungsebene  ist  die  Tangente  t  dieselbe 
wie  vorher.  Dort  sei  ^  der  die  Lage  des  entsprechenden 
BerOhrungspunktes  bestimmende  Winkel.  Wie  aber  nach 
§166  dem  Winkel  27t  des  Schraubenumgangs  der  Winkel 

§r=2^cosyj  entspricht,  so  entspricht  dem  Winkel  9  =  — 

27t  ** 

dort  ein  Winkel  0=  —  eoay^  =  q>  cosy^.  Die  entsprechende 

Kurvengleichung  ist  also  /  ft^ |  =  0. 

Fttr  die  isothermische  Einteilung  ist  es  noch  von 
Wichtigkeit,  die  Badien  iZ  der  Abwickelungsebene  zu  unter- 
fliuchen.  Setzt  man  den  veränderlichen  Badius  der  Grundrifs- 
ebene  gleich  r,  so  ist  nach  Gleichung  3) 

also 

1)  r  =  V  jR*  cos'/i  —  rj  tan*  /j. 

Soll  nun  der  Ejreisring  der  Abwickelungsebene  durch 
konzentrische  Kreise  isothermisch  eingeteilt  sein,  so  haben 
die  Kreisradien  Werte  R  anzunehmen,  die  in  geometrischer 
Reihe  auf  einander  folgen,  also  z.  B.  die  Werte 

%M  ist  tn 

2)  xi| ,  Jx^  6    ,  /uj  6    ,  x2j  6    ,  .  .  • 

Die  Neigungen  O  der  Badien  hingegen  haben  einer 
aiiihmetischen  Beihe  zu  folgen,  und  zwar  der  Beihe 

27t  47t  67t 

^^  '  ^^>  T"»  ~zr^ '  •  •» 

H      n     n 

wenn  die  Eiinteilung  eine  quadratische  sein  solL 

12* 
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Soll  demnach  die  entsprechende  quadratische  Einteilung 
der  Schranbenfläche  konstruiert  werden,  so  hat  man  dem 
Radius  r  in  der  Grundriüsebene  nach  Gleichung!)  der  Reihe 
nach  z.  B.  folgende  Werte  zu  geben : 


/äJ  cos  Vi  — n  tan  Vi,   r    i?N*cosVi  — ntanVi, 


/. 


8)f 


äJ e*  cos'yi  —  rf  tan*y,, . . ., 
oder,  da  R^  cos*yi  =  rj,  also  Äjcos*yi  =  rJ  und  Äjces'/i 

\ —  ist,  die  Werte 


2) 


cos'yj 

i-Vi  — siaVi,-^^'^  «^  — sinVi, 


cosy^  *   cosy^ 


J— r   e*8inVi,-^!^r   «-—sin« 


yi> 


cos/i  '*    cosy^ 

wobei  der  erste  Posten  sich  auf  r^  reduziert. 

Man  erkennt,  daüs  der  Zusatz  — sin^y^  unter  der 
Klammer   immer   unwesentlicher  gegen  den  Nachbarposten 

\e  )  ,  wird,  je  weiter  man  geht,  dab  also  die  Reihe  all- 
mählich den  Charakter  einer  geometrischen  Reihe  annimmt. 

Die  Ausgangspunkte  fttr  die  Projektionen  der 
Orthogonalkurven  haben  am  Innenkreise  des  Grundrisses, 
wenn  man  eine  quadratische  Einteilung  der  Fläche  zeichnen 

wilL   unter   den  Winkel-Abständen   aufeinander   zu 

ncosyi 

folgen,  also  z.  B.  der  Reihe 

Qv  2n  4n  67t 

'ncos/i  wcosy^   ncosy^ 

zu  entsprechen.  Es  sei  betont,  dafs  es  sich  hierbei  nur  um 
Ausgangspunkte,  nicht  um  Polarkoordinaten  handelt.  Die 
Ypllständige  Übertragung  der  letzteren  sei  dem  Leser  als 
IJbungsbeispiel  überlassen. 


1 
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Nach  den  Gleichnngen  2)  und  3)  hat  man  zn  yer- 
fahren,  wenn  die  Einteilung  der  Schranbenregel- 
fläehe  in  kleine  Qnadrate  in  Grand-  nnd  Aufrifs 
dargestellt  werden  soll.  Danach  ist  die  genane  Her- 
stellung der  Figur  99  zu  behandeln.  Hat  man  die  Kreise 
des  Grundrisses  nach  Formel  2)  gezeichnet,  so  sind  deren 
äufserste  Punkte  rechts  senkrecht  nach  der  Linie  AB  des 
Aufrisses  von  Fignr  98  zu  übertragen,  wodurch  die  Schrauben- 
linien genau  bestimmt  sind. 

Die  Betrachtung  ist  nur  in  konstruktiver  Hinsicht 
wichtig,  da  die  gesamte  Geometrie  der  Ebene  durch  den 
Abwickelungsbegriff  ohnehin  im  Prinzip  auf  die  Fläche  über- 
tragen ist,  neues  also  nicht  gewonnen  werden  kann. 

Mit  der  Zeichnung  der  quadratischen  Einteilung  ist  zu- 
gleich die  konforme  Abbildung  des  gezeichneten 
Flächenteils  auf  ein  Rechteck  bezw.  auf  einen  un- 
endlichen Parallelstreifen  der  Ebene  ausgeführt, 
wobei  die  Grenzschraubenlinien  den  begrenzenden  Geraden 
des  Parallelstreifens,  die  übrigen  Schraubenlinien  den  ein- 
teilenden Parallelen,  die  Orthogonalkuryen  der  orthogonalen 
Parallelenschar  entsprechen. 

^)  Die  Sohraubenröhrenfläohe. 

§  169)  Die  beiden  ersten  Definitionen.  Eine  Kugel 
yom  Radius  r  bewege  sich  so,  dafs  ihr  Mittelpunkt  auf 
einer  gegebenen  Schraubenlinie  a  der  gewöhnUchen  Art 
wandert.  Der  Kreiscylinder  der  letzteren  habe  den  Radius 
r^  =  M^T^  (Figur  100,  Grundrifs).  Die  Steigung  sei  durch 
den  Winkel  y  gegeben,  so  dafs  die  Ganghöhe  h  =  27tr^i9iiy 
ist  Damit  ist  zugleich  die  Tangente  ÜZ  für  den  Punkt  li 
des  Aufrisses  dieser  Schraubeiüinie  bestimmt.  Diejenige 
Fläche,  welche  die  bewegte  Kugel  in  aUen  Lagen  umhüllt, 
heiüst  die  (gewöhnliche)  Schraubenröhrenfläche.  (Grenz- 
fälle sind  die  kurz  als  Wulst  bezeichnete  Drehungscyklide 
und  der  Kreiscylinder.  Andere  Grenzfälle  sind  durch  r=0, 
r^  =  0^  r  =  00 ,  r^  ==  00  gegeben.) 

Zwei  benachbarte  Kugeln  schneiden  dabei  einander  in 
einem  Kreise,  dessen  Ebene  senkrecht  zur  Centrale  der  beiden 
Kugeln  steht.    Für  den  Grenzfall  unendlicher  Nähe  fällt  die 
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Oentrale  mit  der  Tangente  der  Schraubenlinie  zosammen 
and  der  Schnittkreis  wird  ein  gröfster  Sjreis  der  beiden 
Kagehi,  dessen  Ebene  senkrecht  znr  entsprechenden  Tan- 
gente der  Schraabenlinie  steht.  Daraas  folgt,  dafs  jede 
-einbeschriebene  Engel  die  Röhrenfläche  in  einem 
solchen  Ereisschnitte  berührt.  Die  Fläche  entsteht 
also  anch  anf  folgende  Weise: 

Eine  Ereislinie  bewege  sich  so,  dafs  ihr  Mittel- 
punkt auf  einer  gegebenen  Schraubenlinie  wandert, 
Ihre  Ebene  aber  stets  normal  gegen  die  augenblick- 
liehe Bewegungsrichtung  ihres  Mittelpunktes  bleibt. 

Macht  der  Ereis  während  dieser  Bewegung  Drehungen 
um  die  Tangente  des  Mittelpunktsweges  als  Achse,  so  wird 
an  der  Gestalt  der  Fläche  nichts  geändert,  nur  legen  dann 
die  Punkte  des  Ereises  auf  der  Fläche  besondere  Wege 
zortlck.  In  einem  besondem  Falle  erfolgt  die  Bewegung 
-stets  senkrecht  gegen  den  Ereisschnitt,  was  beide  Guldin- 
schen  Regeln  in  gewissem  Sinne  fortbestehen  läfst, 
die  also  fbr  die  Fläche  •  allgemeine  Geltung  haben ,  wie 
auch  die  Bewegungen  erfolgen  mögen.  In  einem  anderen 
besonderen  FaUe  bewegen  sich  die  Punkte  der  Ereislinie 
auf  Schraubenlinien,  welche  dieselbe  Achse  und  dieselbe 
Ganghöhe  haben,  wie  der  Mittelpunktsweg,  während  die 
Steigungswinkel  verschiedene  sind. 

In  der  Lage  WSVR  erscheint  der  bewegte  Ereis  im 
AuMfs  als  gerade  Linie,  ebenso  in  einer  dartiber  befindlichen 
Lage,  wobei  die  Mittellinie  der  Figur  in  symmetrischer 
Weise  geschnitten  wird.  Diese  Lagen  kehren  nach  obea 
und  unten  in  periodischem  Wechsel  wieder.  Im  Grundrifs 
erscheint  der  Ereisschnitt  stets  als  eine  Ellipse,  deren  eine 
Halbachse  gleich  r  ist,  während  die  andere  sich  als  reiny 
lierausstellt.    Vgl.  W^S^V^R^. 

§  170)  Die  Verzeichnung  im  Grund-  und  Aufrifs 
ist  wie  bei  allen  Schraubenflächen,  mit  beliebiger  Genauigkeit 
^urchzuftthren,  jedoch  nicht  absolut  genau.  Zunächst  ist  der 
Mittelpunktsweg  a  im  Grand-  und  Aufrifs  zu  zeichnen,  und 
xwar  wendet  man  zweckmäfsig  im  GrundriJjB  die  Ejreisteilung 
an,  die  durch  Senkrechte  in  den  Aufrifs  zu  übertragen  ist. 
Da  die  Eugel  in  allen  Lagen  als  Ereis  erscheint,  hat  man 
um  die  Teilpunkte  Ereise  mit  dem  Badius  r  zu  legen.    Im 
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Gnindrifs  werden  die  Kreise  von  zwei  konzentrischen 
Kreisen  ambttUt,  deren  Radien  die  Länge  (r^^  -f"  ^)  t>ezw« 
(r^  —  r)  haben.  Im  Anfrifs  erseheinen  die  mnhttllenden 
Linien  als  Knrven  konstanten  Abstandes  znr 
Schranbenlinie  des  Mittelpnnktsweges  (äqnidistante 
Kurven,  auch  Parallelkurren  genannt).  Folgen  die  einzelnen 
Lagen  sehr  dicht  aufeinander,  so  werden  beide  Kurren 
durch  die  Kreisbogen  so  genau  ausschattiert,  dafs  eine  be- 
sondere Zeichnung  fbr  sie  Überflüssig  wird. 

Diese  Parallelkurven  zeigen  an  den  mit  i,  2,  3  be* 
zeichneten  Stellen  des  Aufrisses  dieselben  Eigentümlichkeiten, 
wie  die  in  Bd.  I  Figur  218  dargestellten  Parallelkurven  der 
EUipse,  die  für  die  Orihogonalprojektion  der  Drehungs- 
cyklide  in  allgemeiner  Lage  von  Wichtigkeit  waren.  Hier 
können  ebenso  wie  dort  die  bei  i,  2,  3  gezeichneten  kleinen 
Bogendreiecke  auftreten.  Die  eine  Schrägseite  eines 
solchen  Dreiecks  zeigt  dann  an,  wie  weit  die  eine 
Kontur  sichtbar  bleibt,  während  alles  andere  un- 
sichtbar ist. 

§  171)  Die  begrenzenden  Grundrifskreise  geben  im 
Aufrifs  die  äufserste  und  die  innerste  Schraubenlinie  der 
Fläche.  Da  diese  dort  durch  die  Punkte  R  und  den  damit 
zusammenfallenden  F  gehen,  und  da  auch  sie  die  Ganghöhe 
h  haben,  so  sind  sie  leicht  einzuzeichnen.  Alle  Kreisschnitte 
der  Fläche  erscheinen  im  Grundrifs  als  kongruente  Ellipsen. 
Das  „Achsenkreuz"  dieser  Ellipsen  erhält  man  durch  Pro- 
jektion der  Aufrifspunkte  F,  TT,  R  und  S  in  den  Grundrils. 
Das  so  entstehende  Achsenkreuz  F^,  TT^,  22^,  S^  ist  im 
Grundrifs  für  alle  Lagen  dasselbe.  Es  ist  also  für  jede 
beliebige  Lage  leicht  in  den  Aufrifs  zu  übertragen  und 
giebt  dort  neue  Achsenkreuze,  wie  z.  B.  F,  H,  G,  £,  deren 
Eckpunkte  zur  äufsersten  und  innersten  und,  wenn  man  sich 
so  ausdrücken  will,  zur  obersten  und  untersten  Schrauben- 
linie (in  Bezug  auf  den  Kreisschnitt)  gehören.  An  den  bei- 
geschriebenen Zahlen  erkennt  man  die  zusammengehörigen 
Funkte.  Die  oberste  und  die  unterste  Schraubenlinie  err 
scheinen  im  Aufrifs  kongruent.  Durch  die  Achsenkreuze 
des  Aufrisses  erhält  man  die  Parallelogramme,  denen  die 
Ellipsen  der  Kreisschnitte  einzuzeichnen  sind. 

Jeder  der  konzentrischen  Kreise  des  Grundrisses,  d^ 
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zwischen  dem  äufsersten  und  innersten  liegt^  kann  als  der 
Fläche  angehörig  betrachtet  werden.  Er  schneidet  die 
unterste  der  gezeichneten  Ellipsen  in  einen  oberen  und  einen 
unteren  (nnsiehtbaren)  Punkt.  Überträgt  man  diese  Punkte 
durch  Senkrechte  auf  die  Grerade  PQ  des  Aufrisses,  so 
erhält  man  die  Schnittpunkte  fttr  die  beiden  Schrauben- 
linien des  Aufrisses,  die  jenem  Kreise  entsprechen. 

So  kann  man  z.  B.  folgende  Aufgabe  lösen: 
Jeder  Kreisschnitt  soll  in  gleiche  Teile  eingeteilt 
werden,  durch  die  Teilpunkte  aber  sollen  in  Grund- 
und  Aufrifs  Schraubenlinien  gelegt  und  so  die 
Fläche  in  ein  bestimmtes  System  von  Vierecken 
zerlegt  werden. 

Die  Lösung  geschieht  so,  dafs  man  einen  Kreis  mit 
dem  Durchmesser  VW  =  2r  in  gleiche  Teile  teilt  und  die 
Teilpunkte  auf  VW  projiziert.  Die  so  entstehenden  Punkte 
sind  senkrecht  in  den  Grundrifs  hinab  zu  projizieren,  wo 
sie  die  unterste  der  Ellipsen  in  die  entsprechenden  n  Teile 
zerlegen.  Im  Grundrifs  legt  man  durch  die  Punkte  kon- 
zentrische Kreise,  im  Aufrifs  die  entsprechenden  Schrauben- 
linien. Die  Teilung  ist  im  Grundrifs  durch  kongruente 
Eklipsen  zu  vollenden,  die  unter  gleichen  Bogenabständen  auf- 
einander folgen  und  leicht  in  den  Aufrifs  zu  übertragen  sind. 
(Um  eine  Bechtecksteilung  handelt  es  sich  dabei  nicht.) 

Zu  einer  Teilung  können  die  Punkte  VWRS  gehören, 
nötig  aber  ist  dies  nicht  Die  andere  Teilung  kann  nach 
einem  Umgange  im  Grundrifs  schliefsen,  nötig  aber  ist  auch 
dies  nicht,  nur  wird  im  Nichtfalle  die  Zeichnung  weniger 
deutlicli,  da  im  Grundrifs  ein  Gewirr  von  Linien  entsteht, 
besonders  dann,  wenn  die  Teilung  erst  nach  unendlich  vielen 
Umgängen  schliefst. 

Schliefst  die  Teilung  nach  einem  Umgange  (der  Ellipsen 
im  Grundrifs),  und  zeichnet  man  nur  das  sichtbare,  so  wird 
bei  genauer  Zeichnung  die  Aufrifszeichnung  so  plastisch,  dafs 
es  einer  besonderen  Schattierung  nicht  bedarf,  wenn  ein 
körperlicher  Eindruck  erzielt  werden  soll. 

Jeder  zur  Achse  der  Röhrenfläche  konzentrische 
Kreis-Gylinder,  der  die  Fläche  schneidet,  schneidet 
sie  in  einer  Schraubenlinie. 


186  n.  D.  Schraubenfifteh.,  ihre  Abwickelbarkeit  auf  Drehniigsfl&ch.  ete. 

§  172)  Die  horizontale  Schnittlinie  der 
Schranbenröhrenfläche.  Jede  Normalebene  zur  ge- 
meinschaiilichen  Schraubenlinie  der  Fläche  schneidet  sie  so, 
dafs  im  Äufrifs  eine  horizontale  Gerade  entsteht,  während  sich 
im  Grundrifs  lauter  kongruente  in  sich  geschlossene  Linien 
entstehen.  Jede  der  letzteren  hat  eine  radiale  Symmetrie- 
achse, denn  die  auf  den  Kopf  gestellte  Böhrenfläche  giebt 
dieselbe  Schnittfigur,  wie  die  ursprüngliche.  Wählt  man  PQ 
im  Aufirifs  als  Schnittebene,  so  braucht  man  nur  die  Schnitt- 
punkte dieser  Geraden  mit  den  gezeichneten  Schraubenlinien 
auf  die  entsprechenden  Grundrifskreise  senkrecht  hinab  za 
projizieren,  um  die  zugehörigen  Punkte  der  dortigen  Schnitt- 
linie zu  finden. 

Auch  die  Tangenten  der  letzteren  sind  konstruierbar. 
Die  Ebene  PQ  schneidet  nämlich  jede  der  von  ihr  getroffenen 
der  einbeschriebenen  Eugehi  in  einem  kleineren  oder 
gröfseren  Kreise,  der  im  Grundrifs  als  konzentrischer  Kreis 
des  entsprechenden  Kugelkreises  erscheint.  Die  gesuchte 
Schnittkurye  umhüllt  im  Grundrifs  alle  diese  kleineren  Hilfs- 
kreise. Jeder  der  letzteren  schneidet  die  zugehörige  Ellipse 
des  bewegten  Ejreises  in  zwei  Punkten,  die  zur  Schnittkunre 
gehören.  Die  zu  diesen  Punkten  gehörigen  Kreistangenten 
siud  Tangenten  der  Schnittlinie.  Der  um  fe^  gelegte  Hilfs- 
kreis ist  der  kleinste,  der  in  Betracht  kommt.  Sein  Radios 
ist  gleich  der  kleineren  Halbachse  der  Grundrifsellipse.  Die 
Bedeutung  der  sonstigen  Buchstaben  der  Figur  wird  man 
beim  Nacbkonstruieren  leicht  erkennen.  Einige  der  Hilfs- 
kreise siud  üi  Figur  100  gezeichnet.  Die  eine  Hälfte  der 
Schnittfläche  ist  dort  schraffiert 

Bewegt  sich  diese  Schnittfläche  senkrecht  nach 
oben  und  dreht  sie  sich  zugleich  in  bestimmter 
Weise  um  die  Hauptachse  der  Figur  (100),  so  ent- 
steht ebenfalls  die  Schraubenröhrenfläche.  Die 
Drehung  mufs  proportional  zum  Aufisteigen  erfolgen  und  für 
die  Ganghöhe  h  eine  volle  Umdrehung  geben.  Damit  ist 
eine  dritte  Entstehungsweise  der  Fläche  gegeben. 

§  173)  Ist  F  der  Inhalt  dieser  Schnittfläche,  so 
folgt  nach  dem  Gayalierischen  Prinzip  fttr  jeden  Umgang 
der  körperliche  Inhalt  J  =  F^h.  Da  aber  der  Kreisschnitte 
wegen  auch  die  Guldinsche  Inhaltsformel  gilt,  so  ist  dieser 
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körperliche  Inhalt  auch  gleich  dem  Produkte  aas  Ereisschnitt- 
flftche  und  Hittelpniiktsweg,  also 

Daraus  folgt 

der  Inhalt  der  horizontalen  Schnittfläche  ist  daher 


^        '    \tany/        siny 

(Vergl.  §  39  nnd  40.) 

Fttr  den  Umfang  der  Schnittfläche  besteht  eiae  so  ein- 
&che  Beziehung  nicht,  weil  das  Cavalierische  Prinzip  nicht 
f  tlr  die  Mantelflächen  Geltung  hat. 

§  174)  Die  senkrechte  Profilkurve  des  zur 
Schraubenröhrenfläche  gehörigen  Gewindes.  Jede 
der  auf  der  Röhrenfläche  liegenden  Schraubenlinien  hat  im 
ÄufiiTs  Stellen  mit  senkrecht  erscheinender  Tangente.  Diese 
Punkte  werden  gefunden,  indem  man  im  Grundrifs  einen 
horizontalen  Badius  zieht  und  die  Schnittpunkte  mit  den 
konzentrischen  Kreisen  auf  die  entsprechenden  Schrauben- 
linien projiziert  Verbindet  man  die  Punkte  mit  einander, 
so  erhält  man  mit  beliebiger  Genauigkeit  das  gezeichnete 
Profil,  dessen  eine  Hälfte  in  der  Figur  schraffiert  ist. 

Man  findet  die  Punkte  auch  folgendermafsen :  Die  Senk- 
rechte aß  im  Aufrifs  schneidet  die  Schraubenlinien  in 
Punkten  ^,  6, . . . ,  d.  h.  in  Höhenabständen  Sd,S€,Sß\i.B.  w. 
Diejenigen  Punkte  der  Schraubenlinie  des  Aufrisses,  die  von 
KL  die  entsprechenden  Abstände  haben,  gehören  der  Schnitt- 
knrre  an. 

Auch  die  Kreise,  in  denen  die  Schnittebene  die  sie 
treflTenden  Kugeln  schneidet,  können  wie  vorher  zur  Kon- 
struktion benutzt  werden,  denn  alle  diese  Kreise  werden 
Ton  der  Profilkurve  umhüllt 


188  n.  D.  Schraabenfläch.,  ihre  Abwiokelbarkeit  anf  DrehungsfläclL  etc. 

Bewegt  sich  die  Profilkarve  längs  einer  der 
gezeichneten  Schraubenlinien  nnter  Drehung  um  die 
Achse,  so  entsteht  die  Schraubenröhrenfläche  eben- 
falls. Damit  ist  eine  vierte  Entstehungsweise  der 
Fläche  gegeben. 

§  175)  Ist  F^  der  Inhalt  der  Fläche  des  senkrechten 
Profilschnittes,  so  erhält  man  nach  §  37  als  körperlichen 
Inhalt  für  einen  Umgang,  wenn  ^,  der  Schwerpunktsabstand 
Yon  der  Achse  ist, 

J=27tq^F^, 
während  nach  Guldin  war 


Demnach  ist 


und  damit  ist  das  statische  Moment  der  senkrechten 
Profilfläche  in  Bezug  auf  die  Achse  bestimmt 
Dagegen  sind  q^  und  F^  auf  diesem  Wege  nicht  zu  finden. 

§  176.  Aufgabe.  Eine  Reihe  von  Bertthrungs- 
kugeln  in  die  Schraubenröhrenfläche  so  einzu- 
zeichnen, dafs  jede  die  beiden  Nachbarkugeln 
bertthrt.*)     (Figur  101.) 

Die  Centrale  je  zweier  Nachbarkugeln  ist  gleich  2r, 
der  Berührungspunkt  B^  der  Kugeln  ist  der  Halbierungspunkt 
der  Centrale.  Sämtliche  Kugeln  erscheinen  als  Kreise.  Ist 
die  Schraubenlinie  der  Kugel-Mittelpunkte  in  Grund-  und 
Aufrifs  gezeichnet,  und  ist  im  Aufrifs  B^  ihr  Schnittpunkt 
mit  der  senkrechten  Mittellinie  der  Figur,  so  lege  man  um 
B^  mit  dem  Kadius  r  Kreisbogen,  welche  zwei  Punkte  M^ 
und  M^  des  Mittelpunktsweges  bestimmen.  Projiziert  man 
diese  Punkte  in  den  Grundrifs,  so  erhält  man  dort  die 
Centrale  M'^M\^  die  im  Grundrifs  fllr  alle  Kugelpaare  in 
derselben    Länge    erscheint      Dort   sind   also   die   Punkte 


*)  In  der  Figur  ist  die  Schraffiemng  von  B^  bis  Mt  nicht  ganz 
richtig  begrenst.  Der  Leser  wird  die  Begrenzmig  nach  den  bis- 
herigen Angaben  leicht  korrigieren. 
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ng.  101. 


! 
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Jfp  Jfj,  M'^y  M\y...  M'n  leicht  einzutragen.  Die  Reihe 
braucht  selbstverständlich  nicht  für  einen  Umgang  zn 
schliefsen.  Die  Eagelkreise  sind  nun  za  zeichnen.  Die 
Halbieningspnnkte  B\jH^^H^..,  der  Centralen  ebenfalls. 

Heranfprojektion  auf  die  Schraubenlinie  der  Mittel- 
punkte im  Aufrifs  giebt  dort  die  entsprechenden  Punkte 
IT,  i/,,  i/3  . . .,  auf  deren  Verbindungslinien  M^M^j  M^At^j 
M^M^, ...  die  Berührungspunkte  J9»  ebenfalls  als  Hal- 
bierungspunkte erscheinen. 

Die  Schraubenlinie  der  Punkte  B^  hat  dieselbe  Ganghohe 
wie  die  der  Punkte  M.  Im  Grundrifs  erscheint  sie  als 
Kreis,  so  dafs  die  äufsersten  Punkte  nach  rechts  und  links 
durch  Projektion  aus  dem  Grund-  in  den  AuMfs  zu  be- 
stimmen sind. 

Diese  Schraubenlinie  soll  als  die  Bertthrungs- 
schraubenlinie  bezeichnet  werden.  Sie  ist  etwas  steiler 
als  die  der  Kugelmittelpunkte.  Die  Normalen  PQ  und  P^Q, 
gehören  den  beiden  Linien  an  und  lassen  den  Unterschied 
der  Steigungswinkel  erkennen.  Dadurch  unterscheidet  sich 
die  Schraubenröhrenfiäche  wesentlich  von  der  Drehungs- 
cyklide,  bei  der  PQ  und  P^Q^  zusammenfallen. 

§  177)  Die  Bertthrungsschraubenlinie  durch- 
schneidet sämtliche  Kugeln  unter  konstantem  Winkel,  der 
aber  im  allgemeinen  kein  rechter  ist  Letzteres  ist  nur  in 
den  Sonderfällen  der  Drehungscyklide  und  des  CyUnders 
der  Fall.  Allgemein  würde  es  der  Fall  sein,  wenn  die 
Centralen  Jf«  ^3/»  _|_  1,  wie  es  im  Grundrifs  den  Anschein  hat, 
Tangenten  dieser  Schraubenlinie  wären.  Dafs  es  nicht  der 
Fall  ist,  zeigt  sich  sofort,  wenn  man  zur  Aufrifslinie  M^M^ 
eine  benachbarte  höher  liegende  zeichnet.  Dabei  heben  sich 

die  Punkte  M^^M^  und  B^  um  dieselbe  Höhe  — ,  und  die 

neue  Sehne  liegt  im  ganzen  Verlaufe  höher  als  die  Gerade 
M^M^.  Der  Punkt  B^  liegt  also  aufserhalb  der  letzteren. 
Die  Aufrifslinie  Jf,»Jfn  +  i  sind  also  nicht  Tangenten  der 
dort  gezeichneten  Schraubenlinie  der  B^  obwohl  es  auch 
dort  den  Anschein  hat. 

Die  Eigenschaft,  sämtliche  Kugeln  unter  konstantem 
Winkel  zu  schneiden,   behält  die  Bertthrungsschraubenlinie 
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auch  bei,  wenn  man  die  SchranbenrOhrenfläche  mit  der  ein- 
beschriebenen Kngelreibe  der  Inversion  unterwirft.  Dabei 
werden  die  Eagebi  wieder  Engeln,  die  Bertthnmgskreise, 
d.  h.  die  Ejreissobnitte  der  Fläche  wieder  Ereisschnitte.  Die 
Bertthrongsponkte  der  Engeln  bleiben  solche,  die  Mittel- 
punkte der  Engeln  gehen  aber  nicht  in  Mittelpunkte  der 
neuen  Engeln  über.  In  dieser  Hinsicht  also  ist  die  Eurve 
der  Punkte  B  wichtiger  als  die  der  Punkte  M. 

So  leicht  die  obige  Eonstruktion  erschien,  so  enthält 
sie  doch  transcendentes,  da  die  Schraubenlinie  der  Mittel- 
punkte als  konstruiert  vorausgesetzt  wurde.  Schon  die 
Längen-Berechnung  der  Geraden  M\  M\  des  Grundrisses 
führt  auf  eine  transcendente  Gleichung,  wenn  z.  B.  der 
Cylinderradius  r^  der  Schraubenlinie  der  if«,  der  Radius  r 
der  BerührungsKugeln  und  die  Ganghöhe  h  sämtlicher  auf 
der  Fläche  liegender  Schraubenlinien  gegeben  ist.  Für 
jeden  Umgang  der  Schraubenlinie  der  Mittelpunkte  M  hat 

man  dann  die  Länge  Zjf  =  l^A^+T^r'r?,  so  dafs  der  Stei- 
gungswinkel /jfsich  berechnet  aus  tan/jr= ,  oder  au» 

2jtT^  h 

cos  yjf  =  — j-^,  oder  aus  sinyj|  =  y-.     Bezeichnet  man  in 

Figur  101)  B^A  =  B'^M'^  mtx^,AM^  =  B'^a  mit  y,  so 
hat  man  zunächst 

1)  ^•  +  y«  =  r^ 
Bezeichnet  man  femer  B'^M'  mit  z,  so  folgt 

2)  ;5«+Ä?«  =  rJ. 

Aus  2)  und  1)  folgt 

3)  z^-y^  =  rl-r^  =  t*, 

wobei  t  die  Länge  der  im  Gnmdrifs  von  M'  aus  an  die 
Kreise  gelegten  Tangenten  ist  Der  um  M'  gelegte  Ortho- 
gonalkreis der  Bertlhrungskreise  ist  also  kleiner,  als  der 
Kreis  der  B', 

Für  den  Winkel  M'^M'K'  =  ^  hat  man  die  Gleichung 

4)  sin§  =  -^, 
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f ttr  den  Bogen  -^Jfi  =  s  hat  man  also 

«  =  Tj  §  =  r j  aresin  — . 
Zagleich  ist 


sin^'jf  sm^'jf         A 

Demnach  ist  x  zu  berechnen  aus  der  transcendentea 
Gleichung 

5)  r,arcsin-  =  ^/Ä«  +  47r«r?yr«  — ^« 

oder  aus 

5*)  f-=smY^Vh^^47t^riy?^^^\ 

Diese  Gleichung  kann  nicht  allgemein  aufgelöst  werden, 
sondern  nur  dann,  wenn  r,  r^  und  h  durch  bestimmte 
Zahlenwerte  gegeben  sind.  Dann  geschieht  die  Berechnung 
von  a  mit  beliebiger  Genauigkeit  nach  den  ttbliehen 
Methoden.  (Vergl.  z.  B.  Anhang  z.  method.  Lehrbuch  der 
EL  Math,  des  Verfassers,  allgemeine  Ausgabe.) 

§  178)  Aufgabe.  Die  Figur  101  soll  dahin  vervoll- 
ständigt werden,  dafs  die  durch  die  äufserste  und  innerste 
Schraubenlinie  bestimmte  Minimalschraubenfläche,  so  weit 
sie  sichtbar  ist,  durch  SchrafSerung  hervorgehoben  wird,  so 
dafs  die  Kreise  in  höherem  Grade  als  Kugeln  erscheinen. 

An  einigen  Stellen  der  Figur  ist  die  Schraffierung  an- 
gedeutet. Die  Durchschnitte  zvrischen  jeder  Kugel  und  der 
Minimalschraubenfläche  erscheinen  als  eigentümlich  gestaltete 
Ovale.  (Jede  horizontale  Schraffierungslinie  des  Aufrisses 
liegt  in  einer  bestimmten  Höhe,  also  in  einer  Horizontal- 
ebene, welche  die  betreffende  Berührungskugel  in  einem 
bestimmten  Kreise  schneidet,  der  im  Grundrifs  als  kon- 
zentrisch zu  dem  betreffenden  Kugelkreise  erscheint.  Der 
horizontalen  Geraden  entspricht  im  Grundrifs  ein  von  M 
ausgehender  Radius,  der  die  Kugel  dort  durchstöfst,  wo  der 
Hilfskreis  von  diesem  Radius  geschnitten  wird.) 
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§  179)  Die  ErttmmQngslinien  der  Schraaben- 
röhrenfläche.  In  Figur  102  sind  die  KreisBchnitte  so 
angeordnet,  dats  sie  anter  gleichen  Abständen  aufeinander 
folgen.  Man  denke  sieh  durch  regelmäfsige  Einschaltung 
weiterer  Kreisschnitte  die  Anzahl  vervielfacht,  so  dafs  z.  B. 
statt  der  16  Stücke  fttr  einen  Umgang  32,  64,  128  u.  s.  w. 
erhalten  werden.  Je  gröfser  die  Zahl  ist,  mit  um  so 
gröfserem  Rechte  darf  man  jeden  der  entstandenen  Flächen- 
ringe als  Mantel  eines  beiderseits  symmetrisch  abgeschrägten 
Ereiscylinders  betrachten,  dessen  geradlinige  Seitenlinien 
parallel  zur  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden 
Schrägschnittflächen  ist. 

Der  Inhalt  bezw.  Mantel  eines  solchen  Cylinders  ist 
J=F.K  bezw.  Jf  =  «./*',  wobei  F  die  Fläche,  u  der 
Umfang  des  Normalschnittes  zur  Achse  ist.  Dadurch  be- 
stätigt sich  zunächst  die  Geltung  der  beiden  Guldinschen 
Segeln  fttr  die  vorliegende  Fläche. 

Die  Seitenkanten  des  Cylinders  sind  dabei,  wie  es  die 
Gnldinsche  Flächenregel  erfordert,  Orthogonalkurven  der 
Ereisschnitte.  Diese  können  mit  beliebiger  Annäherung 
dadurch  konstruiert  werden,  dafs  man  von  Kreisschnitt  zu 
Ereisschnitt  „Gerade^  zieht,  die  parallel  zu  den  geraden 
Verbindungslinien  der  entsprechenden  Mittelpunkte,  also  zu 
M^M^^M^M^^  M^M^  u.  s.  w.  sind,  wobei  von  Geraden  selbst- 
verständlich nur  dann  gesprochen  werden  kann,  wenn  die 
Ereisschnitte  unendlich  nahe  aufeinander  folgen. 

In  Figur  102  ist  diese  Konstruktion  durchgefflhrt,  und 
zwar  der  Deutlichkeit  halber  für  weit  auseinander- 
liegende Kreisschnitte,  so  dafs  dort  auf  Genauigkeit 
nur  geringer  Anspruch  gemacht  werden  kann.  Die 
Schar  der  Orthogonalkurven  ist  im  Grund-  und  Aufrifs  in 
das  Polygon  der  Hilfsgeraden  einzuzeichnen.  Die  Kurven 
entsprechen  stückweise  einer  Guldinschen  Bewegung  des 
Kreissehnitts  um  einen  wandernden  Punkt  /i^. 

Damit  ist  das  System  der  beiden  Arten  von 
Krümmungslinien  mit  beliebiger  Genauigkeit 
konstruiert. 

Die  Kreisschnitte  sind  Krtlmmungslinien,  weil  die  in 
den    Punkten   jedes    einzelnen    errichteten    Lote    einander 

Holxn Aller,  Stareomairie  lU.  13 
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schneiden,  nämlieh  die  Mittelpiuikte  der  Engel.  Die  zweite 
Schar  von  ErOmmnngslinien  ist  orthogonal  zn  den  Kreis- 
Schnitten,  entspricht  also  den  gezeichneten  Knryen.  Die 
längs  einer  Eorve  zweiter  Art  auf  der  Fläche  errichteten 
LfOte  schneiden  einander  der  Reihe  nach  paarweise  längs 
einer  Gratlinie,  die  mit  Hilfe  der  Erttmmnngscyklide  zu 
bestinunen  ist 

Die  Schmiegnngsebenen  der  Krttmmnngslinien  zweiter 
Art  sind  längs  eines  Sjreisschnittes  parallel  zn  der  Schmie- 
gongsebene  des  Mittelpnnktsweges  fttr  den  Durchschnitts- 
pnnkt  mit  der  Ebene  dieses  Ereisschnittes.  Sämtliche  Linien 
haben  dort  ein  nnd  dieselbe  Erttmmungsachse,  die  der 
Schranbenlinie  der  Mittelpunkte,  Aber  die  noch  besonders 
zn  sprechen  ist  Weiteres  ttber  den  Verlauf  der  Erttmmungs- 
linien  folgt  unten. 

§  180)  Erttmmnngscyklide,  Erttmmungsradien 
und  Ganfs'sches  Erttmmungsmafs  der  Schrauben- 
röhrenfläche. 

Jeder  Ereisschnitt  und  die  Erttmmungsachse  fttr  den 
zugehörigen  Punkt  der  Schraubenlinie  der  Engelmittelpunkte 
bestimmen  eine  Drehungscyklide,  die  eben  durch  Drehung 
des  Ereisschnittes  um  die  Erttmmungsachse  entsteht  Diese 
Gyklide  und  die  Schraubenröhrenfläche  fallen  längs  des 
beisschnittes  zusammen«  Die  Ereisschnitte  zweiter  Art  der 
Gyklide  sind  die  Ejrttmmungskreise  fttr  die  entsprechenden 
ErttmmungsUnien  der  Schraubenröhrenfläche.  Da  die 
Ejttmmungsverhältnisse  der  Drehungscyklide  bekannt  sind, 
und  sie  mit  denen  der  Schraubenfläche  nach  dem  Gesagten 
ttbereinstimmen ,  und  da  endlich  alle  hierhergehörigen 
Erttmmungscykliden  kongruent  sind,  so  sind  die  Erttmmungs- 
yerhältnisse  fttr  jede  Stelle  der  Schraubenröhrenfläche 
bekannt.  Sind  wieder  r^,  y  oder  A  und  r  gegeben,  so  ist 
in  jedem  Punkte  der  Fläche  der  eine  Erttmmungsradius 
gleich  r,  der  andere  ist  gleich  dem  Radius  der  entsprechenden 
äufseren  Bertthrungskugel  der  Erttmmnngscyklide,  also,  wenn 
der  eine  Erttmmungsradius  r  mit  r^  oder  dessen  Verlängerung 

mit  der  positiven  Richtung  des  Radius  — \r-  der  Gyklide 
den  Winkel  d^  bUdet,  ^^»  ^ 

irr-,  _T        r- -f- '•cos^cos'y 

?= ä'I — «    +rcos^|=  ^-^ s -, 

cos^    |_cos*y    '  J  cos  ^  cos*  y 

13* 
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Das  Ganfssche  Erttmmiingsmafs  fttr  den  betreffenden 
Ponkt  der  Cyklide  und  der  Schranbenröhrenfläche  ist  also 

j, 1        1  COSi5^C08*y 


r      ^       r  (r^  -f-  r  cos  ^  cos*  y)' 

Fttr  den  äofsersten  und  innersten  Punkt  des  Ereis- 
schnitts  ist  cos^=  1  bezw.  eos^  =  — i,  fttr  den  höchsten 
und  niedrigsten  Punkt  ist  cos  ^  =  Ö.  Dies  giebt  besonders 
einfache  Werte.  Fttr  den  letztgenannten  wird  das  Erttmmnngs- 
mafs  K=Oy  dort  findet  also  der  Übergang  vom  positiven 
zum  negativen  Krttmmungsmafse  statt. 

§  181)  Gesetzmäfsige  Einteilung  der  Schrauben- 
röhrenfläche  mittels  der  Erttmmungslinien.  In 
Figur  23  ist  die  Drehungscyklide  durch  ihre  beiden  ein- 
fachsten Kreisschnitte  (Meridiane  und  Parallelkreise)  in 
ein  System  ähnlicher  Rechtecke,  z.  B.  Quadrate  eingeteilt. 
Solcher  Einteilungen  isothermischer  Art  sind  unendlich 
viele  möglich,  denn  es  ist  nicht  nötig,  dafs  sie  mit  dem 
äufseren  Äquator  beginnen.  Hau  denke  sich  einen  (un- 
endlich schmal  anzunehmenden)  Meridianstreif  der 
Figur  23  mit  einer  solchen  quadratischen  Einteilung  aus 
der  Cyklide  herausgeschnitten  und  auf  eine  Schraubenröhren- 
iläche  aufgelegt,  deren  Erttmmongscyklide  mit  dieser  Cyklide 
übereinstimmt.  Diese  Auflegung  ist  nach  dem  Gaufsschen 
Satze  von  der  Abwickelbarkeit  von  Flächen  identischen 
KrttmmuDgsmafses  auf  einander  möglich.  Der  Streif  kann 
auf  der  Röhrenfläche  verschoben  werden,  aber  nicht  in  be- 
liebiger Weise,  sondern  nur  so,  dafs  jeder  seiner  Punkte 
sich  auf  einer  der  Schraubenlinien  der  Fläche  bewegt. 
Denkt  man  sich  die  einzelnen  Lagen  so  aufeinander  folgend, 
dafs  jeder  Streif  von  den.  beiden  Nachbarstreifen  berührt 
wird,  so  wttrden  die  quadratischen  Einteilungen  so  auf- 
einander folgen,  wie  es  bei  zwei  solchen  Ringstreifen  im 
Grundrifs  der  Figur  102  dargestellt  ist,  d.  h.  die  Einteilungs- 
linien des  einen  Ringstreifens  sind  nicht  die  Fortsetzungen 
der  Einteilungslinien  des  anderen.  In  diesem  diskontinuier- 
lichen Sinne  läfst  sich  die  Schraubenröhrenfläche  durch  die 
Teile  der  Erttmmungslinien  mit  einem  Netze  von  Quadraten 
überziehen. 

Jede  der  Ringstreif-Einteilungen  ist  unter  wiederholter 
Voraussetzung   unendlich   kleiner  Ringbreite   so  beschaffen, 
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dafs  Inversion  in  Bezog  auf  gewisse  Punkte  der  jedes- 
maligen Krttmmungsachse  stattfindet.     Im  Falle  der  Figur 

z.  B.  gehen  die  Geraden  0^8,  l,7y  2,6,  3,5  und  die  Tangente 
des  Ereissehnitts  im  Punkte  4  durch  denselben  Punkt  ^  der 
Kr&mmungsachse.     Ebenso  gehen  die  Tangente  in  S  und 

die  Geraden  2,4,  1,5,  0,6  u.  s.  w.  Durch  einen  andern  Punkt 
der  (schräg  auf  der  Zeichnungsebene  zu  denkenden)  Erttm- 
mongsachse.  Entsprechendes  findet  mit  den  homologen 
Punkten  der  anderen  Streifen  statt.  Man  hat  also  ein  von 
Kreissehnitt  zu  Ereisschnitt  stattfindendes  Inversionsverhalten 
in  Bezug  auf  aufeinanderfolgende  Punkte  ft. 

Wie  ein  solcher  Ereisschnitt  von  fi  aus  einzuteilen  ist, 
wenn  der  Punkt  des  äufseren  Äquators  und  der  des  inneren 
ZOT  Einteilung  gehören  sollen,  ist  aus  Bd.  I  bekannt  und  in 
der  nachstehenden  Figur  103  im  Grundrifs  noch  einmal 
durchgeftthrt    Tangente  /u^  4  an  den  Ereis  rechts  giebt  4, 

Gerade  0,4  bis  zur  Projektion  der  Erttmmungsaehse  giebt 
H^,  Tangente  H^  2  giebt  2,  Gerade  2^  giebt  6,  Gerade  02 
giebt  einen  Schnittpunkt  J^  auf  der  l4ojektion  der  Erttm- 
mongsachse,  Tangente  J^  1  giebt  den  Punkt  1,  Gerade  i  H^ 
giebt  3,  Gerade  3  fi^  giebt  5,  Grade  i  ^^  giebt  7  u.  s.  w. 
Die  Teilung  ist  am  links  liegenden  Ereise  wieder- 
holt und  dort  durch  einfache  Projektion  auf  den 
elliptisch  erscheinenden  Ereisschnitt  übertragen. 
Damit  ist  die  Möglichkeit  der  quadratischen  Einteilung  eines 
solchen  Ringstreifens  auf  konstruktivem  Wege  nachgewiesen. 

Eine  andere  Einteilung  ist  folgende:  Man  denke  sich 
die  soeben  besprochene  quadratische  Einteilung  eines  Bing- 
streifens  durchgeführt  und  durch  die  Teilpunkte  Erttmmungs- 
Imien  zweiter  Art  gelegt  und  beiderseits  bis  ins  Unendliche 
fortgesetzt.  Die  Ereisschnitte  sollen  ebenso,  wie  vorher, 
regelmäfsig  aufeinander  folgen.  Dadurch  entsteht  eine  Ein- 
teilung der  Fläche  in  Rechtecke.  Die  Fortsetzung  der 
Krttmmungslinien  giebt  aber  keine  isothermische 
Einteilung,  wie  unten  nachgewiesen  werden  soll  Es  ent- 
steht nur  eine  Einteiluog  in  „Rechtecke",  aber  nicht  in 
ähnliche  Rechtecke. 

Vorläufig  sei  zu  Figur  102  nur  bemerkt,  dafs  im  Anf- 
rifs  BB^  =  C^C^  =  D^D^  = ...  ist. 
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Denkt  man  sich  einen  der  dortigen  Bingstreifen  längs 
der  RöhrenflSche  herabgleitend,  so  verschiebt  sich  jeder 
Punkt  auf  der  entsprechenden  Schraubenlinie,  und  dabei 
nimmt  D^D^  der  Reihe  nach  die  Lagen  C^C^,  BB^  u.  8.w. 
an.  Die  Fläche  AA^B  B  ist  dabei  kongruent  KJS^C^Cj^j 
und  daher  findet  beim  Herabgleiten  jedes  Kreis- 
Schnittes  eine  Kombination  von  6uldinscher  Be- 
wegung und  Umdrehung  um  die  augenblickliehen 
Tangenten  des  Mittelpunktsweges  statt.  Durch  die 
Zusammensetzung  beider  Bewegungen  entsteht  die 
Schraubenbewegung.  Die  Drehung  des  Kreisschnittes 
tm  den  Winkel  a  fällt  naturgemäfs  an  der  innersten 
Schraubenlinie  am  stärksten,  an  der  äufsersten  am  schwächsten 
au^  und  so  entstehen  die  kleinen  Steigungswinkel  auCsen, 
die  gröüseren  auf  der  Innenseite. 

§  182)  Noch  klarer  wird  der  Bewegungsvorgang  durch 
die  Zeichnung  d^er  Schraubenlinien  der  Fläche,  die 
durch  die  so  konstruierten  Teilpunkte  der  Kreis- 
schnitte gehen,  und  durch  die  Konstruktion  der 
Orthogonalknrven  dieser  Schraubenlinien.  Die  Ein- 
teilung der  eUiptischen  KreiBschnitte  ist  schon  oben  be- 
schrieben worden,  die  Konstruktion  der  Schraubenlinien,  die 
durch  die  Teilpunkte  gehen,  ist  im  Grundriß,  wo  sie  als 
konzentrische  Kreise  erscheinen,  am  bequemsten.  Die  Ver- 
zeichnung im  Aufrifs  geschieht  folgendermafsen :  Man  projiziere 
die  Teilpunkte  i  bis  9  des  links  im  Grundrifs  befinäichen 
Kreises  auf  dessen  senkrechten  Durchmesser,  was  Teilponkte 
OL,  ß^^  A^,  d^  bis  tj  giebt.  Diese  Punkte  sind  auf  der  unteren 
Hälfte  symmetrisch  zu  wiederholen.  Der  Durchmesser  ist 
im  AufriliB  in  die  Lage  PQ  zu  bringen.  An  diesem  Kreis- 
schnitte sind  a,  /9,  y  vorn,  die  übrigen  Punkte  bis  i  hinten 
zu  denken.  Am  Kreisschnitte  RS  sind  die  hinteren  Punkte 
zu  vorderen  geworden.  Durch  die  Teilpunkte  gehen  die 
Schraubenlinien. 

Die  Orthogonalkuryen  können  wiederum  nur  angenähert 
konstruiert  werden,  und  zwar  folgendermaCsen.  Im  AuMfs 
erscheinen  die  Schraubenlinien  längs  der  senkrechten 
Mittellinie  der  Figur  in  ihrer  richtigen  Steigung  und  die 
Normalebenen  sind  daher  senkrecht  gegen  diese  Linien  zu 
zeichnen  und  erscheinen  in  der  Gestalt  dieser  Lote.  Man 
zeichne  yon  jedem  Schnittpunkte  der  Mittellinie  ein  solches  Lot 
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nach  oben  bis  znr  nächsten  sehr  nahe  za  denkenden  Schrauben- 
linie. Den  Elndponkt  jedes  Lotes  projiziere  man  in  den 
Gnmdrifs,  wo  die  entsprechende  „Gerade''  wieder  als  solche 
erscheint.  Im  Gnmdrifs  drehe  man  die  Geraden  längs  der  kon- 
zentrischen Kreise  ohne  jede  sonstige  Änderung  so  weit,  dafs 
sie  einen  ununterbrochenen  Linienzug  bilden.  In  das  ent- 
stehende Polygon  sind  nun  die  Orthogonalkurren  des  Grund- 
risses mit  beliebiger  Genauigkeit  einzuzeichnen.  Je  zahl- 
reicher die  Teilpunkte  des  Kreises  sind  (in  der  Figur  16^ 
besser  32,  64,  128  u.  s.  w.)  um  so  genauer  stellt  die  ge- 
brochene Linie  die  Kurve  selbst  dar. 

So  sind  die  orthogonalen  Grundrifskurven  der  Figur  104 
entstanden.  Die  gestrichelten  Teile  sind  dabei  symmetrisch 
zu  den  ausgezogenen  sichtbaren  Teilen.  Je  ein  ausgezogener 
und  ein  gestrichelter  TeU  bilden  einen  Umgang  einer 
solchen  Kurve.  Alle  Umgänge  sind  kongruent.  Jede 
Kurve  kann  nach  einem  oder  mehreren  Umgängen  scheinbar 
schliefsen,  auch  nach  Bruchteilen  von  mehreren  Umgängen. 
Das  scheinbare  Schliefsen  kann  aber  auch  erst  nach  un- 
endlich vielen  Umgängen  erfolgen.  Solche  Kurven  sind 
unter  gleichen  Abständen  in  den  Grundrifs  einzuzeichnen. 
Die  Schnittpunkte  sind  aus  dem  Grundrifs  leicht  in  den 
AuMfs  zu  übertragen. 

Auch  diese  Einteilung  ist  noch  keine  iso- 
thermische. Sie  ist  aber  eine  gesetzmäfsige  und  bat 
einige  bemerkenswerte  Eigenschaften.  Jedenfalls  läfst  sie 
die  Fläche  im  Aufrifs^^sehr  plastisch  erscheinen  und  ist 
somit  ein  instruktives  Übungsbeispiel  für  die  darstellende 
Geometrie  und  die  Handhabung  von  InfinitesimalkonstruktioDen. 
Daher  soll  noch  einiges  ttber  sie  gesprochen  werden. 

§  183)  Einige  Eigenschaften  der  in  Figur  103 
gegebenen  Einteilung.  Zunächst  sind  die  in  dem  Streifen 
zwischen  je  zwei  benachbarten  Schraubenlinien  befindlichen 
y,Rechtecke"  kongruent,  ist  also  eins  davon  ein  Quadrat,  so 
sind  sämtliche  Rechtecke  dieses  Streifens  Quadrate.  Daraas 
folgt,  dafs  die  Schraubenlinien  und  ihre  Orthogonalkurven 
isothermische  Linien  sind  und  eine  besonders  zu  unter- 
suchende isothermische  Einteilung  ermöglichen,  um  die  es 
sich  hier  noch  nicht  handelt. 

Verbindet  man  in  Figur  103  einen  der  Schnittpunkte 
der  Einteilung   mit   dem  zugehörigen  Punkte  fi  der  Achse 
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der  EriiminuDgscyklide,  so  erhält  man  als  zweiten  Schnitt- 
punkt mit  der  Schraubenfläche  einen  Punkt  einer  anderen 
der  gezeichneten  Schraubenlinien.  Verbindet  man  jede  der 
vier  Ecken  eines  der  Rechtecke  mit  dem  ihm  zugehörigen 
Punkte  fij  so  erhält  man  als  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  die 
Ecken  eines  Vierecks,  welches  zur  Einteilung  gehören  kann, 
aber  nicht  mufs.  Jedenfalls  ist  das  Rechteck  kongruent  dem 
Rechtecke  des  zugehörigen  Schraubenlinien8trei&  und  kann  in 
diesem  in  eine  der  Einteilung  entsprechende  Lage  yerschoben 
werden.  In  diesem  Sinne  findet  eine  Art  von  Zuordnung 
statt,  bei  der  es  sich  um  Inversionen  von  Punkt  zu  Punkt 
mit  wanderndem  /u  handelt.  Sind  P^  und  P,  so  zu- 
geordnete Punkte,  so  ist  fiP^.fiP^  =  t\  wobei  t  die  Länge 
der  von  /i  aus  an  die  entsprechende  Bertthrungskugel  ge- 
legten Tangente  ist.  Die  Punkte  P^  und  P,  liegen  auf 
dem  zugehörigen  Schnittkreise.  Weil  das  Gentrum  der 
Inversion  wandert,  sind  die  einander  so  entsprechenden 
Rechtecke  im  allgemeinen  nicht  ähnlich. 

In  Figur  104  sind  die  Diagonalkurven  des  so 
konstruierten  Rechtecksnetzes  gezeichnet.  Sie  lassen 
ebenfalls  die  Fläche  in  hohem  Grade  plastisch  erscheinen. 
—  Diese  Diagonalkurven  stellen  aber  nicht  Loxodromen  der 
Fläche  dar.  Nur  bei  geringer  Steigung  h  fttr  den  Umgang 
nähern  sie  sich  solchen  mehr  und  mehr. 

Der  nicht  isothermische  Charakter  der  Teilung  ergiebt 
sich  schon  durch  folgende  einfache  Betrachtung.  Ein  an  die 
äufserste  Schraubenlinie  der  Figur  103  anstofsendes  Quadrat 

habe  die  kleine  Seite  a  =  — Vh^  -|-  4  tt*  (r^  -f-  r)*,  d.  L  den 

n^  Teil  des  Umgangs  dieser  Schraubenlinie.  Bei  wanderndem 
Inversionscentrum  erhält  das  durch  die  Transformation  ent- 
stehende  neue  Rechteck   als  Seitenlänge   an  der  innersten 

^ 

Schraubenlinie  a^  =  —  VA*-|-  4n^{r^  —  r)*,  wof tlr  man 
aaeh  schreiben  kann 


^i  =  «r  Ä-« 


J^4n^(r,-r)^ 


0,  ist  nämlich   der   n^  Teil  der    letzteren    Schraubenlinie, 
^^gen  wird  die  orthogonale  Rechtecksseite 
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C08*y                  r.  —  rcos'y 
1 — ^  (i~± — 


C08*y 


a 


h*-\-47C*r\ 


4n*r\ 

f    _L-  f* 


oder 


.1  « 


,    _      r^A»-f  J7g*rl(r^— r)  _     h* -\- 4  7t*  r^  (r^  —  r) 

Demnach   sind   die  neuen  Rechtecksseiten  Terschieden 
von    einander,    und   es    handelt   sich   nicht   mehr  am   ein 


Fig.  104. 
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Quadrat.  Nor  bei  geringer  Steigung  h  könnte  Figur  104 
zur  YeranschauKchung  der  Loxodromen  dienen,  demgemäfs 
auch  Figur  103  zur  angenäherten  Veransohaulichung  einer 
isothennisclien  Einteilung. 

§  184)  Eine  Verallgemeinerung  der  obigen 
Rechtecksteilung  ergiebt  sich  durch  Figur  105,  wo  VW 
die  Krttmmungsachse  bedeutet 
und  die  Teilung  mit  einem 
beliebigen  Punkte  A  (statt  mit 
einem  Punkte  des  äufseren 
Äquators)  beginnen  soll.  Man 
ziehe  die  Tangente  AM  und 
dann  die  Tangente  MB,  und 
die  Sekante  ABM^,  Von  M^ 
ans  ziehe  man  die  Tangenten 
M^C  und  J/,2?,  worauf  CD 
durch  M  gehen  mufs.  AB  und 
CD  schneiden  sich  im  Pole 
der  Erttmmungsachse.  Die 
Sehne  A  C  giebt  einen  Schnitt 
Jlf,,  AD  einen  Schnitt  Mj. 
Zu  M^  gehört  die  Polare  GH, 
za  M^  die  Polare  EF.  Da- 
mit hat  man  die  Teilung  des 
Kreises  in  acht  Teile  der  be- 
treffenden Art.  Die  Teilung 
kann  beliebig  weit  fortgesetzt 
werden. 

M,  if^,  Jf,,  if,  sind  dabei 
Mittelpunkte  von  Orthogonal- 
kreisen, die  sich  im  Punkte 
P  so  schneiden,  dab  die  Tan- 
genten in  P  unter  gleichen 
Winkeln  auf  einander  folgen. 
Dies  giebt  eine  neue  einfache 
Konstruktion.  ««•  ^^ 

Die  neue  Teilung  ist  ebenso,  wie  die  Yorige,  auf  die 
als  Ellipsen  erscheinenden  Kreisschnitte  der  SchraubenrOhren- 
fläche  zu  Übertragen. 
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§  185)  Dies  führt  natorgemäfs  darauf,  zur  Untersachiing 
solcher  Einteilungen  statt  der  gewöhnlichen  Koordinaten  fttr 
den  Querschnitt  der  Erttmmungscyklide  Bicircular- 
koordinaten  anzuwenden.  P  und  Q  mögen  die  Btischel- 
punkte  des  orthogonalen  Ereisbttschels  fttr  die  durch  die 
beiden  Schnittkreise  und  die  Krttmmungsachse  VW  bestimmte 
Kreisschar  sein.    Der  Kreis  A  hat  dann  die  Gleichung 

p  _PB _  t  —  {g  —  T)  _t  —  Q-^r 

J~'QB-  t^{Q  —  T)-t-{.ii-T' 

e 

oder,   wenn   man  den  letzten  konstanten  Bruch  mit  e  =k 
bezeichnet, 


1) 


-^  =  e  =k  oder  Igp  —  lgq  =  e  =  lgL 


Hier  hat  t  die  Länge  der  Tangente  von  M  an  den  Kreis- 
schnitt der  Cyklide. 


Flg.  106. 

Durch  P,  Q  und  den  freien  Endpunkt  eines  beliebigen 
Radiusveotors  j>,  zu  dem  noch  ein  zweiter  q  gehört,  ist  ein 
Kreis  des  Kreisbttschels  bestimmt,  der  Über  PQ  einen 
Peripheriewinkel  d  spannt,  wobei  ö  der  Unterschied  der 
Neigungen  g>  und  x  ^^  die  Badii  vectores  p  und  q  ist.  Der 
betreffende  Bttschelkreis  hat  demnach  die  Gleichung 


2) 


g)  —  X  =  ö. 
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Läfst  man  8  Werte  annehmen,  die  eine  arithmetische 
Keibe  bilden,  so  hat  man  Bttsehelkreise,  deren  Tangenten 
unter  konstantem  Winkel  anf  einander  folgen. 

Jeder  Punkt  des  Ereissehnittes  ist  dnrch  ein  bestimmtes 
d  festgelegt 

Will    man   die   Bioircnlarkoordinaten   ( — )  ==  k    nnd 

(<P  —  X)  =  ^  ^^^  den  zmn  Kreise  A  gehörigen  Polarkoordinaten 
in  Beziehung  setzen,  so  mufs  noch  die  Centrale  PQ  =  2t 
gegeben  sein.    Man  achte  auf  folgendes : 

also 

nnd 

^  — * 

3)  ^-'•  =  ^Tip- 

Dazu  kommt 
also  durch  Division 

Aus  4)  und  5)  folgt  durch  Addition  bezw.  Subtraktion 


1-k*  i 


(f) 


Damit  ist  r  dnrch  (  —  )  and  t  ausgedrückt. 

Aus  Dreieck  PQK  folgt 

p-  -["  ?*  —  2 pq  C0Bd=  4 1\ 


I 
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Setzt  man  ^  f  flr  q  ein,  so  folgt  nach  den  entsprechenden 
Umformungen 

Aqb  Dreieck  PAK  folgt 


also 

cos^=^'-;\-(V^)^ 

Setzt  man  hier  die  Werte  von  j?',  r  und  {g  —  €)  nach 
Gleichung  8),  7)  und  anfserdem  q — <  =  r — ^  ein,  so  wird 

4t'^k^ 4k^t^  4k^t^ 

^       1  4-  k*  —  2kQ0sd~  (1—  ky      {i—ky 
cos »  =  —^ ^.      ^  ^,./ ^^ -. 

4kt        2k*t 


1—k^     i—k^ 

Dies  reduziert  sich  schliefslich  auf 

^_(i  +  fe')cosJ  — 2fc 
y;  ^*^  — (i  +  i«)  — 2Aco8d' 

Durch  7)  und  9)  sind  r  und  ^  durch  —  =  i,  d  =  (9)  —  x) 
und  ^  ausgedrückt.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  x  und  y 
durch  (  —  )  nnd  (9p  —  x)  ausdrücken.   Auch  die  umgekehrten 

Beziehungen  sind  leicht  herzustellen. 

§  186)  Die  isothermische  Einteilung  der 
SchraubenrOhrenfläche  durch  die  Schraubenlinien  und 
deren  Orthogonalscharen  kann  durch  mehrere  Arten  von 
Infinitesimalkonstruktion  mit  beliebiger  Genauigkeit  durch- 
geführt werden.  Am  bequemsten  geht  man  von  zwei  mög- 
lichst nahe  benachbarten  Orthogonalkurven  aus.  Man  denke 
sich  eine  der  Schraubenlinien  gezeichnet,  z.  B.  die  äufserste. 
Innerhalb  des  so  bestimmten  Streifens  zeichne  man  durch 
einen  der  Schnittpunkte  eine  unter  45^  schneidende  Linie, 
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sei  es  eine  solche,  wie  sie  der  betreffende  Orthogonalschnilt 
der  Fläche  giebt,  sei  es  die  durch  einen  straff  gespannten 
Faden  vorgezeichnete  geodätische  Linie,  was  mit  zu- 
nehmender Kleinheit  auf  dasselbe  Resultat  führt.  Wo  diese 
Kurve  die  andere  Orthogonalkurve  trifft,  da  liegt  der  Punkt, 
durch  den  die  neue  Schraubenlinie  zu  legen  ist  Mit  den 
Durchschnitten  der  letzteren  verfahre  man  wie  vorher.  Die 
jedesmalige  zweite  innerhalb  des  entstandenen  Quadrates 
liegende  unter  —  45  ^  schneidende  Kurve  giebt  eine  branchbare 
Kontrolle.  Statt  dessen  kann  man  aber,  wenn  der  Streifen 
hinreichend  schmal  ist,  mit  dem  Zirkel  den  fast  geradlinigen 
kleinen  Bogen  der  gegebenen  ersten  SchraubenUnie  messen 
und  diesen  auf  einer,  oder  zur  Kontrolle  auf  beiden  Ortho- 
gonalkurven abtragen,  so  dafs  die  Konstruktion  des  ersten 
Quadrates  wie  in  der  Ebene  geschieht  Mit  dem  zweiten 
kleineren  ist  entsprechend  zu  verfahren.  —  Ist  ein  Umgang 
des  Streifens  auf  diese  Weise  mit  Quadraten  angeftUlt,  so 
hat  man  auf  der  gegebenen  Schraubenlinie  mit  dem  Zirkel 
Punkte  zu  markieren,  die  unter  gleichen  Abständen  auf- 
einanderfolgen. Durch  diese  sind  weitere  Orthogonalkurven 
zu  legen. 

Verlangt  man  nicht  eine  quadratische  Einteilung,  son- 
dern nur  eine  solche  in  ähnliche  Sechtecke,  so  kann  man 
es  so  einrichten,  daüs  die  Reihe  der  letzteren  nach  eiaem 
Umgange  genau  schliefst 

Diese  Art  der  Verzeichnung  hat,  wie  jede  Infinitesimal- 
konstruktion, nur  einen  Veranschaulichungswert.  Selbst- 
verständlich kann  die  darstellende  Geometrie  auch  folgender- 
mafsen  verfiihren.  Zum  Schnittpunkte  der  ersten  Schraubenlinie 
und  der  ersten  Orthogonalkurve  gehört  eine  Tangentialebene 
(der  Fläche),  die  durch  die  entsprechenden  Tangenten 
besti&mt  wird.  Die  Tangentialebene  werde  im  Grund-  und 
Aofrifs  gezeichnet  In  ihr  ist  dann  nach  den  Methoden  der 
darstellenden  Geometrie  der  rechte  Winkel  zu  halbieren. 
Die  kurze  Halbierungslinie  wird  ebenso  wie  vorher,  an- 
genähert als  Kurve  der  Fläche  betrachtet 

Die  korrekte  Konstruktion  ist  nur  in  der  inneren  An- 
schauung möglich,  denn  auch  die  genauesten  Berechnungen 
geben  nur  Annäherungskonstruktionen. 

Mit  Hilfe  des  Quadratnetzes  oder  Rechtechmetzes  ist 
man  imstande,  alle  möglichen  Loxodromen  der  Schrauben- 
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röhrenfläche  mit  beliebiger  Genauigkeit  zu  konstroieren. 
Diese  Loxodromen  sind  bei  übereinstimmenden 
Sehnittwinkeln  sämtlich  kongruent,  auch  besteht 
jede  aus  lauter  kongruenten  Umgängen.  Zahlreiche 
ihrer  Eigenschaften  lassen  sich,  wie  bei  den  früher  be- 
handelten Loxodromen,  ohne  weiteres  aus  den  Sätzen  über 
Gerade,  besonders  solchen  der  Geometrie  der  Lage,  ableiten. 
Eine  wesentliche  Eigenschaft  ist  aber  folgende:  Denkt  man 
sich  die  Schraubenfläche  z.B.  längs  der  innersten 
Schraubenlinie  aufgeschnitten,  so  läfst  sie  sich  so 
umbiegen,  dafs  die  Schraubenlinien  Kreise  werden 
(yergl.  das  Boursche  Theorem),  die  einer  Umdrehungs- 
fläche angehören.  Jeder  Umgang  jeder  Orthogonal- 
kurve  biegt  sich  dabei  so,  dafs  er  eine  geschlossene 
Kurve  näher  zu  untersuchender  Art  giebt.  Die 
Loxodromen  der  ursprünglichen  Fläche  werden 
solche  der  neuen.  Der  loxodromische  Charakter  ist 
also  bei  diesen  Biegungen  invariant,  ebenso  jede 
quadratische  Einteilung.  Von  der  Anfangslage  bis  zur 
Schlufslage  kann  man  Zwischenlagen  der  Art  annehmeUi  dafs 
die  Fläche  längs  des  gemachten  Schnittes  geschlossen  bleibt, 
die  beiden  Grenzlinien  also  aneinander  hingleiten,  dann 
werden  nacheinander  die  verschiedensten  Loxodromen  zu 
geschlossenen  Kurven.  Auch  kann  die  Verbiegung  über  die 
obige  Schlufslage  hinaus  fortgesetzt  werden. 

Jede  dieser  unendlich  zahlreichen  Verbiegungen  ist  ein 
Problem  für  sich  und  der  näheren  Untersuchung  wert  Das 
Krümmungsmafs  der  Fläche  ist,  wie  schon  gezeigt  wurde, 
dabei  invariant.  Kennt  man  also  den  Krümmungsradius  der 
neuen  Fläche  für  die  eine  Krümmungslinie,  so  kennt  man 
auch  den  für  die  andere. 

Der  Einteilungsmöglichkeit  in  ähnliche  fiechtecke  oder 
Quadrate  entspricht  die  Möglichkeit,  die  Schraubenröhren- 
fläche  konform  auf  einen  beliebigen  unendlich 
langen  Parallelstreif  der  Ebene  abzubilden,  so,  dafs 
entweder  eine  der  Schraubenlinien,  längs  deren  die  Fläche 
aufgeschnitten  zu  denken  ist,  den  Grenzen  des  Streifens  ent- 
spricht, oder  eine  der  Loxodromen.  Der  Parallelenschar,  die 
durch  die  Grenzen  des  Streifens  bestimmt  ist,  entsprechen 
in  dem  einen  Falle  Schraubenlinien,  im  andern  eine  Loxo- 
dromenschar,   der  Orthogonalschar   von  Parallelen   in   dem 
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einen  Falle  die  in  Figur  104  dargestellte  Qrthogonalschar, 
im  andern  die  orthogonale  Loxodromenschar.  Zeichnet  man 
im  ersteren  Falle  die  Bilder  der  Kreisschnitte  mit  einiger 
Oenaoigkeit  ein,  so  erhalten  diese  beim  Passieren  der  der 
äafsersten  Schraubenlinie  entsprechenden  Geraden  einen 
Wendepunkt.  Der  neue  Schnittwinkel  mit  der  orthogonalen 
Parallcdenschar  hat  dort  den  kleinsten  Wert,  beim  Passieren 
des  Bildes  der  innersten  Schraubenlinie  den  gröfsten.  Dafs 
sie  und  ihre  Orthogonalen  keine  Isothermen  sind,  ergiebt 
sich  dabei  auf  den  ersten  Blick. 

Schliefsungsprobleme  nach  Art  der  Steinerschen 
lassen  sich  zahlreich  aufstellen.  Schliefst  die  Reihe  der  in 
einem  Loxodromenstreif  liegenden  Quadrate  nach  einem 
Umgange,  so  schliefst  sie  stets  nach  einem  solchen,  wo  auch 
die  Beäe  der  Quadrate  beginne.  In  einen  solchen  Streifen 
lassen  sieh  Bertthrungskuryen  einzeichnen,  die  der  Ereisreihe 
in  einem  Parallelstreif  der  Ebene  entsprechen.  Auch  diese 
können  nach  einem  Umgange  schlieCsen.  Dasselbe  gilt  vom 
Schlnüs  nach  n  Umgängen,  wobei  n  eine  beliebige  reelle 
Zahl  sein  kann. 

Die  Kreisschnitte  sind  geodätische  Linien,  denn 
einen  kürzeren  Umgang  um  die  Fläche  giebt  es  nicht. 
(Dadurch  bestätigt  sich  ein  allgemeineres  Theorem,  nach  dem 
jede  ebene  Erflmmungslinie  eine  geodätische  Linie  ist)  Näher 
soll  hier  auf  die  geodätische  Geometrie  nicht  eingegangen 
werden.  Nur  sei  bemerkt,  dafs  die  Schraubenlinien  der 
Schraubenröhrenfläche  geodätische  Parallelkuryen  sind. 

Mit  diesen  Bemerkungen  ist  die  Lehre  von  der  Schrauben- 
röhrenfläche und  den  aus  ihnen  durch  Yerbiegung  ent- 
stehenden Flächen  durchaus  nicht  erschöpft.  Abgesehen 
▼on  der  geodätischen  Geometrie  giebt  es  hier  noch  mancherlei 
zn  untersuchen,  was  auch  fttr  die  allgemeine  Flächentheorie 
ron  Interesse  ist.  Auch  Übungsbeispiele  fttr  die  darstellende 
Geometrie  lassen  sich  in  reicher  Fülle  anschliefsen.  Diese 
Andeutungen  beziehen  sich  nicht  auf  die  Untersuchungen 
mittels  der  höheren  Analjsis,  vielmehr  sind  sie  auf  lediglich 
elementare  Forschungsmethoden  zu  beziehen. 


HoUm&ller,  8Ur«pmetrle  UL  14 


Dritter  Abschnitt. 


Die  InversionsYerwandten 

der  Schranbenlinien  und  Schraubenflächen. 

Bemerkungen  Aber  Verwandtschaften 

nnd  Transformaüonsgmppen. 


a)  Vorbemerkungen  über  die  Inversion,  besonders  über 
die  Erhaltung  der  Boppelverhftltnisse  und  Doppelwinkel 

nach  M5bius. 

§  187)  Zur  Übung  in  der  räumlichen  Vorstellung  und 

in    den    Methoden    der    synthetischen    und    darstellenden 

Geometrie  sollen  zunächst  einige  der  behandelten  Schrauben- 

i 
gebilde  der  InYersion  E  =  —  unterworfen  werden.    (VergL 

T 

Bd.  I  Seite  288  bis  250.)     Dabei  gehen  Gerade  über  in 

Kreise  durch  das  Inversionscentrum,  Ebenen  in  Kugeln,  die 

durch   das   letztere   gehen,   Kugeln  in  Kugeln,  wobei  das 

Inversionscentrum    änfserer  Ahnlichkeit8puzil:t   für  Original 

und    Bild    wird.      (Von    der    entgegengesetzten    Inversion 

i 
R  = soll  abgesehen  werden.)  Geht  eine  Ebene  durch 

das  Inversionscentrum,  so  bleibt  sie  Ebene,  geht  eine  Kugel 
durch  das  Inversionscentrum,  so  wird  sie  Ebene.  Quadratische 
Einteilungen  von  Flächen  werden  wieder  solche.  Kubische 
Einteilungen  des  Saumes  werden  wieder  solche.  Die 
kubische   Einteilung   durch    drei   orthogonale  Scharen   von 
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Ebenen  wird  eine  solche  dnreh  Engeln,  die  sämtlich  dnrch 
das  Inyersionscentnun  gehen,  wobei  jede  Schar  dort  eine 
gemeinschaftliche  Tangentialebene  hat.  Jede  solche  kubische 
Einteilung  geht  durch  Inversion  von  beliebigem  Centrum  aus 
wieder  in  eine  solche  über,  dies  sind  aber  auch  die 
einzigen  möglichen  Einteilungen  dieser  Art.  Alle 
anderen  Orthogonalscharen  von  Flächen  geben  Einteilungen 
in  kleine  unähnliche  Rechteckskörper,  die  bei  dieser  Ab- 
bildung wieder  in  kleine  Bechteckskörper  übergehen,  derart, 
dafs  jedes  einzelne  seinem  entsprechenden  ähnlich  ist  Dafs 
alle  Schnittwinkel  erhalten  bleiben,  ist  in  Bd.  I  ebenfalls 
nachgewiesen. 

§  188)  Für  die  Ereisverwandtschaft  in  der  Ebene,  hat 
Möbius  emige  Sätze  abgeleitet,  die  sich  auf  gewisse 
Doppelverhältnisse  beziehen  und  hier  zur  Anwendung 
kommen  können. 

Sind  Ay  £,  C,  B  harmonische  Punkte  einer  Greraden,  so 
ist  AB'.BC=AD'.CD   oder    Aß:{— CB)  =  AJD:CD, 

also   bei  geeigneter  Bezeichnung  ^--^=:  —  i.     Unterwirft 

Cr  •    * 

man  das  Gebilde  von  einem  Inversionsoentrum  K  aus  der 
obigen  Transformation,  so  geht  die  Gerade  in  einen  Kreis 
durch  das  Centrum  der  Inversion  über.  Die  Inversions- 
strahlen von  K  nach  Aj  B,  C,  D  sind  harmonische,  für  sie 

ist  also  -; — -  .  -;— ^  =  —  i.     Die  o,  ß.  y,  ö  sind  Peripherie- 
Binß    Brno  "^"'  '^ 

Winkel   des  entstandenen  Kreises,   die  Sehnen  A^B^=p^j 

B^  C^  =  qx^  Cji?^  =  r^,  i?j-4j  =  «j  berechnen  sich  also,  wenn 

r  der  Badius  ist,  mit  Hilfe  der  Gleichungen  sina  =  ^, 
sin  j$  =  -^  u.  s.  w.,  also  gilt  auch  für  die  Sebnen  der  Satz 
^^^  =  —  i.  Waren  dagegen  A  JB,  C,  2>  anharmonische 
Punkte  mit  dem  Doppelverhältnis  ^  =  ä;,  so  vnrd  ebenso 
für  die  Sehnen  des  entstehenden  Kreisvierecks  ^-^^  =  k. 

14* 
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Möbius*)  zeigt  nun,  dalSs,  wenn  ein  ganz  beliebiges 
Yiereek  mit  den  Seiten  p,  q^  r,  s  (nicht  Kreisviereck),  Aer 

Inversion  unterworfen  wird,    das  Doppelverhältnis  ^==ib 

ebenfalls    in    das   gleiche 

Doppelyerhältnis  ^-^-^  =  k 

ttbergeht.  Der  Salz  gilt 
auch  für  ttberschlagene 
Vierecke.  Bei  der  Trans- 
formation des  Vierecks 
AB  CD  mit  den  Seiten 
Py  r,  ;,  s  und  den  Dia- 
gonalen V  und  w  bleiben 
also  erhalten  die  Doppel- 
yerhältnisse 

qs         *'  VW         ^    pr         " 

Darin   liegt   das   verallgemeinerte   Gesetz    über    die 
Erhaltung  der  Doppelverhältnisse. 

§  189)  Ein  entsprechender  Satz  gilt  für  die  Gegen- 
winkel des  Vierecks.  Ist^£Ci>ein  Ereisviereck,  seist 
4. ABC -\- 4- CD A  =  180'',  ebenso  4-BCD-^2(,CDA=i80\ 
Durch  Inversion  entsteht  wieder  ein  Kreisviereck,  die  Summe 
von  180^  bleibt  also  bestehen.  Ist  dagegen  ABCD  ein 
allgemeines  Viereck,  wi  vsi  4  ABC -\-  4  CDA  gleich  irgend 
einer  Winkelgröfse  x,  4  BCD  =  DAB  =  180^  —  x.  Bei  der 
Inversion  entsteht  ein  Viereck  Al^B^C^D^,  für  welches 
^A  B^C^-\-4.C^D  A^,  ebenfalls  gleich  x,  4  B^C^D^ 
'\'4'D^A^B^  =  i80^  —  %  ist.     Auch   dieser  Satz  gilt  für 

***)  Die  Beweise  findet  man  im  II.  Bande  der  gesammelten  Werke 
von  Mob  ins  und  in  den  Originaldmcken  der  verhandlimgen  der 
math.  physikal.  Klasse  der  KgL  S.  H.  der  Wissenschaften  zu  Leipsi^. 
1)  Über  eine  Methode,  um  von  Relationen,  welche  der  Longimetne 
angehören,  zn  entsprechenden  S&teen  der  Planimetrie  zu  gelangen. 
V.  1852, 1  Seite  41—54.  2)  Über  eine  nene  Verwandtschaft  zwischen 
ebenen  Figuren,  V.  1853,  I,  Seite  14—24.  3)  Theorie  der  Knigsver- 
wandtschaft,  1855,  II,  Seite  531—595. 

In  des  Verfassers  „Einftthnmg  in  die  Theorie  der  isogonalen 
Verwandtschaften'^  findet  man  einfache  Beweise  auf  Seite  40—43. 
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llberschlagene  Vierecke.  Es  bleiben  also,  wenn  man  die 
erste  Winkelsnmme  symbolisch  (mit  Möbins)  durch  (ABCD) 
darstellt,  erhalten  die  Winkelsnmmen 

{ABCIf)  =  x^y  (BCDA)  =  i80^  —  x^,  {ABDC)  =  7i^, 
(BBCA)  =  180^— x^j  (5C^2?)  =  xj,  {CADB)  =  ±80^—%^. 

Dies  ist  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Snmme 
der  Gegenwinkel  bei  der  Inversion,  oder,  wie 
Möbias  abgekürzt  sagt,  von  der  Erhaltnng  der  Doppel- 
winkel. 

§  190)  Nach  MObins  nnd  Bretsehneider  ist  dabei 

pr  _  mi{BCA-i^ADE) 

qs  ~  milCAB^-BDC)  ~  ^' 

qs  _  srnjCAB^BDC) 

VW  ~  sin  {ABC-i-  CDA)   ~  ^' 
VW  _  Bin  {ABC -^  CDA)  _ 
pr~  milBCA-\-ADB)  ~  ^' 

80  dafs  bei  der  Inversion  auch  diese  Ausdrücke  erhalten 
bleiben.    Dabei  ist  ü:^  ib,  X;^  =  i. 

In  diesen  Sätzen  liegen  Erweiterungen  von 
Sätzen  der  projektiven  Geometrie.  An  Stelle  der 
Geraden  der  letzteren  sind  Kreise  als  Träger  der 
Punkte  getreten.  Die  Geraden  sind  nur  ein  Sonder- 
fall der  Kreise. 

Dais  bei  der  Inversion  ein  beliebiges  kleines  Ldnien- 

s  t^ 

dement  s  in  s^=-^  bezw.  in  «^  = « -g-,  je  nachdem  der 

spiegelnde  Kreis  den  Badius  i  oder  t  hat,  wurde  schon  in 
Band  I  bemerkt^ 

/Sj)  Die  Abbildung  des  Kreiscylinders  und  des  Kreiskegels 
und  ihrer  Loxodromen  und  die  Abbildung  der  Sohrauben- 

gewinde  duroh  Inversion. 

§  191)  Der  Kreiscylinder  geht  durch  Inversion 
in  eine  Cyklide  über,  die  in  einem  Punkte  sich 
selbst  berührt.  Man  kann  solche  Cykliden  als  Gylinder- 
cykliden    bezeichnen.      Jede   Schar   von  Schraubenlinien 
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desselben  Steigongswinkels  und  ihre  Orthogonalschar  giebt 
eine  Schar  yon  Loxodromen  der  neaen  Fläche  nebst  Ortho- 
gonalschar, die  quadratischen  Einteilungen  des  Gylinders 
werden  solche  der  neuen  Gyklide.  Da  die  Abwickelung 
des  Cylinders  auf  die  Ebene  sämtliche  Loxodromen  des- 
selben in  gerade  Linien  verwandelt,  kann  man  die  Eigen- 
schaften der  Geraden  in  der  Ebene  direkt  auf  die  der 
cyklidischen  Loxodromen  übertragen.  Insbesondere  gehen 
dÜe  äätze  der  (reometrie  der  Lage  in  solche  der  loxo- 
dromischen  Geometrie  dieser  Cyklidenfläche  Ober,  wobei 
die  Periodizität  zu  beachten  ist,  die  dadurch  entsteht,  dafs 
jede  Umrollung  des  Cylinders  nur  einem  ebenen  Parallel- 
streif entspricht,  der  übrigens  durch  die  logarithmische  Ab- 
bildung auf  die  ganze  Ebene  übertragen  werden  kann.  Die 
Sätze  über  harmonische  Strahlen  und  Punkte,  über  die 
Doppelyerhältnisse  bei  Strahlenbüscheln  und  Punktreihen 
suche  der  Leser  selbst  zu  übertragen,  zugleich  aber  ver- 
suche er,  da  die  Kreisschnitte  und  die  Geraden  des  Cylinders 
in  zwei  orthogonale  Scharen  von  Kreisen  auf  der  ent- 
sprechenden Cyklide  übergehen,  die  Sätze  über  Doppel- 
verhältnisse und  Doppelwiukel  von  Möbius  und  Bret- 
schneider  zu  benutzen,  Schlüsse  über  die  Kireisscharen 
dieser  Cyklide  auszusprechen.  Die  Krümmungskreise  der 
Schraubenlinien  gehen  in  Krümmungskreise  -der  cyklidischen 
Loxodromen  über  und  lassen  sich  korrekt  konstruieren  und 
berechnen.  Die  Schmiegungsebenen  der  Schraubenlinien 
verwandeln  sich  in  Kugeln,  die  durch  das  Centrum  der 
Inversion  und  durch  die  Krümmungskreise  gehen.  Die 
Schmiegungskugeln  der  Schraubenlinien  werden  solche  der 
cyklidischen  Loxodromen.  Jede  dem  Cylinder  einbeschriebene 
Reihe  von  Berührungskugeln  verwandelt  sich  in  eine  eben- 
solche Reihe  von  Kugeln,  die  einander  paarweise  berühren 
und  die  Cyklide  in  den  Kreisschnitten  der  einen  Art  be- 
rtlhren.  Die  Bertlhrungspunkte  benachbarter  Kugeln  dieser 
Kugelreihe  liegen  für  die  neue  Fläche  auf  einem  durch  das 
Inversionscentrum  gehenden  Kreise.  Die  Tangentialebenen 
des  Cylinders  verwandeln  sich  in  Kugelscharen,  welche  die 
Cyklide  in  der  anderen  Gruppe  von  Kreissehnitten  berühren 
und  sämtlich  durch  das  Inversionscentrum  gehen.  Je  zwei 
dieser  Kugeln  berühren  einander,  schneiden  aber  alle  übrigen. 
Diese  Paare  entsprechen  je  zwei  parallelen  Tangentialebenen 
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des  Cylinders.  Ist  die  erste  Schar  eine  Reihe  innerer  Engeln^ 
80  ist  die  zweite  eine  Schar  änfserer  Engeln;  ist  die  erste 
eine  Reihe  änfserer,  so  ist  die  zweite  eine  Schar  innerer. 
Es  giebt  aber  einen  Zwischenfall,  f ttr  den  änfsere  und  innere 
Engeln  nicht  unterschieden  werden  können.  Diese  drei 
Fälle  entsprechen  den  drei  Möglichkeiten,  dafs  das 
Inyersionscentrnm  aufserhalb,  innerhalb  oder  auf 
der  Cjlinderfläehe  gewählt  wird.  Die  Mittelpunkte  der 
Reihe  der  Berührungskugeln  liegen  entweder  auf  einer 
Hyperbel,  oder  auf  einer  Ellipse,  oder  auf  einer  Parabel. 
Die  Ellipse  kann  eine  Gerade  werden. 

Demnach  giebt  es  drei  Haupttypen  solcher 
Flächen;  erstens  solche,  bei  denen  die  Reihe  von  Be- 
rOhrungskugeln  im  Aufsenraum  liegt,  zweitens  solche,  bei 
denen  sie  im  Innenraum  liegt,  und  drittens  solche,  bei 
denen  der  Raum,  in  dem  die  Engeln  liegen,  sowohl  als 
innerer,  als  auch  als  änfserer  betrachtet  werden  kann. 
Ein  Sonderfall  des  ersten  ist  der,  bei  dem  das  Inyersions- 
centrnm auf  der  Gylinderachse  gewählt  wird,  wobei  die 
Gyklide  eine  Drehungsfläche  wird.  Diese  hat  ein  Büschel 
Ton  unendlich  vielen  Symmetrieebenen  und  eine  dieses 
Büschel  orthogonal  schneidende  Symmetrieebene.  Alle 
anderen  Formen  haben  nur  je  zwei  auf  einander  senkrechte 
Symmetrieebenen. 

Alle  diese  Formen  sind  aber  nur  Sonderfälle  der  all- 
gemeinen Dupinschen  Gykliden.  Sie  geben  also  nichts 
Neues,  bieten  jedoch  einfache  Übungsbeispiele  fttr  die  dar- 
stellende Geometrie.  Deshalb  sollen  sie  hier  besprochen 
werden. 

§  192)  Figur  108  stellt  den  letztgenannten  Fall  in 
Grund-  und  Aiäifs  dar.  Die  äufsersten  Senkrechten  sind 
die  Anfrifslinien  des  Cylinders.  Diese  geben  im  Aufrifs, 
sobald  man  eine  der  Berührungskugeln  des  Cylinders  zur 
Inversionskugel  macht,  zwei  Bertlhnmgskreise,  die  einander 
im  Inversionscentrum  M  berühren.  Ibrkiert  man  auf  der 
einen  Geraden  Punkte  A^ BjC,Dj...  die  in  gleichen  Ab- 
ständen aufeinander  folgen,  so  erhält  man  auf  diesen  Ereisen 
durch  die  Verbindungslinien  der  Punkte  mit  M  Punkte 
A^j  B^y  C^j  D^ . . .  durch  welche  horizontale  Geraden  zu  legen 
sind.  Diese  sind  Bilder  von  Ereisen,  die  den  Ereisschnitten 
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des  Cylinders  entsprechen  und  die  Cyklide  isothermisch  ein- 
teilen. AUe  anderen  Geraden  des  Cylinders  geben  bei  der 
Inversion  kongmente  Kreise,  die  im  Aufrifs  als  Ellipsen 
erscheinen,  im  Grundrifs  dagegen  als  Gerade.  Da  nun  die 
horizontale  Ereisschar  des  Aufrisses  im  Grnndrifs  als  eine 
Schar  konzentrischer  Sjreise  erscheint,  so  geben  die  Schnitte 
jedes  der  Grondriss-Badien  mit  dieser  Ereisschar  Pmikte, 
die,  senkrecht  nach  dem  Aufrifs  projiziert,  Punkte  der  ent- 
sprechenden Ellipse  geben.  Dies  erleichtert  die  Verzeichnung. 

War  nun  die  Cylindereinteilung  eine  quadratische  (oder 

eine   solche    in    ähnliche   Rechtecke),    so    wird    auch    die 

der    Cyklide    eine    quadratische    (bezw.    eine    solche    in 

ähnliche    Rechtecke).     Die   Diagonalkurven    der   Quadrate 

geben   zwei   Loxodromenscharen   zu   +^^^,   die   ebenfalls 

eine    quadratische  Einteilung    geben.     In   der  Figur  aber 

sind  Loxodromen  zu  Winkeln  a   und   90^  -\-  a  gezeichnet, 

1 
für  welche  tana  =  —  ist,  so  dafs  es  sich  um  Diagonal- 

kurven  von  Doppelqnadraten  handelt.  Ebenso  kann  man 
andere  Loxodromen  zeichnen.  Die  eigentliche  Reihe  der 
Bertthrungskugeln  ist  eine  äufserliche.  Sie  ist  leicht  ein- 
zuzeichnen und  berührt  die  Fläche  in  Kreisen  der  Horizontal- 
schar, welche  ebenfalls  eine  isothermische  Einteilung  geben. 
Die  Mittelpunkte  liegen  auf  einer  Geraden.  Die  inneren 
Bertthrungskugeln  haben  die  Mittelpunkte  auf  einem  Kreise. 
'Sm  je  zwei  gehören  zu  einer  Reihe.  Sie  sind  die  Bilder 
paralleler  Tangential-Ebenen  des  Cylinders. 

§  193)  Figur  109  stellt  dar,  was  geschieht,  wenn  das 
Inversionscentrum  innerhalb  des  Cylinders,  aber 
excentrisch  liegend  (d.  h.  aufserhalb  der  Achse)  an- 
genommen wird.  Durch  das  Inversionscentrum  geben  dann 
zwei  Synmietrieebenen  des  Cylinders,  ein  Hauptschnitt  und 
ein  Kreisschnitt  Die  Cylinderachse  sei  senkrecht,  die 
Eauptschnittebene  sei  Aiürifsebene  der  Zeichnung.  Die 
Cylindergeraden  des  Hauptschnittes  geben  bei  der  Inversion 
einen  grOfsten  und  einen  kleinsten  Kreis  mit  den  Mittel- 
punkten /u  und  /u. .  Die  Verbindungslinien  der  Punkte  dieser 
Geraden  mit  dem  Inversionscentrum  geben  auf  diesen  Kreisen 
gewisse  Schnittpunkte.  Ist  der  Cylinder  durch  Kreisschnitte 
isoihermisch   eingeteilt   (gleiche  Abstände),   so   erhält   man 
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Kreisschnitte  der  Cyklide  mit  Hilfe  der  betreffeDden  Haapt- 
gehnittpirnkte  des  Cflioders.  Sind  wie  im  vorigen  Beispiele 
ans  den  Paukten  Bi,  Ri,  S^,...  des  Cylinders  Pimkte 
B^,  B,,B^...  der  CykJide  geworden,  ans  deo  Oylinderponkten 
Co,Ci,Ci...  Punkte  C^  C,,  C,  . . .  der  Cyklide,  so  aind  die 
Geraden  Ä^C^,  5,C„  J?,C,  . . .  Bilder  der  Kreisschnitte  der 


Fl«.  109. 

Cyklide  im  ÄnMfs.  Diese  sind  leicht  in  den  GmudriTs  za 
Obertragen,  wo  sie  ais  Ellipsen  erscheinen,  deren  senkrechte 
Achse  gleich  der  betrefienden  Geraden  ist,  während  die 
horizontale  Achse  gleich  deren  Projektion  ist 

AUe  „Geraden   B^C^, B^C^,  B^C^, . . .  gehen  dorcb   den 
äatseren  Ahnliohkeitspnnkt  A  der  !^«ise  fi  und  /t^  des  Auf- 
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risses.  Ans  der  Bertthrungskagel  jedes  Ereisschnitts  am 
Cylinder  entsteht  nämlich  durch  die  Inversion  eine  äafsere 
Bertlhmngskngel  der  Cyklide.  Die  Bertlhnmgspnnkte  sind 
z.  B.  B^  und  C^y  also  rnnds  nach  bekanntem  Satze  der 
Kreislehre  die  Verbindungslinie  der  Bertthrungspunkte  durch 
A,  den  äofseren  Ähnlichkeitspunkt  gehen.  Also:  Die 
Ebene  der  einen  cyklidischen  Ereisschnittschar  geht 
durch  eine  durch  A  dargestellte  Achse. 

"  Die  Cylindergeraden  verwandeln  sich  in  Kreise,  die  im 
Aufrifs  als  Ellipsen  erscheinen,  im  Grundrifs  dagegen  als 
Gerade  durch  das  Inversionscentrum,  welches  innerer 
Ahnlichkeitspunkt  für  die  beiden  dort  einander  berührenden 
Kreise  ist. 

Die  Figur  ist  leicht  zu  vollenden.  Die  Ellipsen  lassen 
sieh  auf  verschiedene  Arten  konstruieren. 

Die  eigentliche  Reihe  der  Berührungskugeln  ist  eine 
äufsere.  Sie  hat  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Hyperbel,  die 
in  der  Ebene  des  Hauptschnitts  liegt.  Die  Hyperbel  geht 
durch  M  und  durch  den  Halbierungspunkt  von  B  C,  was  die 
beiden  Schnittpunkte,  also  auch  den  Mittelpunkt  giebt.  Fällt 
man  von  letzterem  aus  Lote  auf  die  beiden  gemeinschaft- 
lichen äufseren  Tangenten  der  Kreise  /a,  und  /i^,  so  hat 
man  damit  ihre  Asymptoten.  Jede  innere  Beihe  von  Be- 
rtthrungskugeln  besteht  nur  aus  zwei  solchen,  den  Bildern 
paralleler  Tangentialebenen  des  Gylinders. 

War  die  Einteilung  des  Cylinders  (durch  Gerade  und 
Kreise)  eine  isothermische,  so  wird  auch  die  der  Cyklide 
isothermisch. 

Die  isothermische  Einteilung  kann  aber  auch 
selbständig  geschehen.  Soll  z.  B.  der  Äquator  zur  Ein- 
teilung gehören,  ebenso  die  Gerade  B^Cj^,  so  gehört  auch 
B[Ci  dazu.  Die  Tangente  in  B^  giebt  auf  der  „Hauptachse^ 
den  Punkt  Z>,  die  Gerade  B^D  giebt  B^  und  symmetrisch  Sg. 
Die  Gerade  B2  giebt  B^  und  symmetrisch  Bi  u.  s.  w.  Damit 
ist  die  eine  Kreisschar  im  Aufrifs  erledigt.  Ihre  Projektion 
in  den  Grundrifs  macht  keine  Schwierigkeit.  Sollen  im 
GrundriÜB  die  Gerade  J^L  und  die  Horizontale  J^O  zur 
Einteilung  gehören,  so  gehört  auch  J,  /  dazu.  Die  Tangente 
L^E  bis  zur  Achse  ZA  giebt  E  so,  dafs  OE  den  Punkt  K^ 
giebt,  zu  dem  symmetrisch  der  Punkt  //  gehört   Die  Gerade 
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IE  giebt  N  und  symmetriseh  III  u.  s.  w.  Die  Bichtigkeit 
der  Konstruktion  folgt  ans  der  Inversion  gegen  die  (htho- 
gonalkngel  mit  dem  Mittelpunkte  D  und  dem  Radius  DB^, 

Sollen  J^  0  und  auch  dessen  Fortsetzung  über  J  hinaus 
zur  Teilung  gehören,  so  beginne  man  mit  der  Tangente  ZK 
und  fahre  in  entsprechender  Weise  fort. 

Über  die  Loxodromen  ist  dasselbe  zu  sagen  wie  vorher. 

Die  Gerade  J^M  ist  Potenzlinie  der  Kreise  fi  und  /u^ 
des  Aufrisses.  Die  Gerade  AZ  ist  Potenzlinie  des  gröüsten 
Kreises  im  Grundriüs  und  des  Punktes  J^^  d.  h.  alle 
Orthogonalkreise  *  des  gröfsten  Kreises,  die  ihre  Mittelpunkte 
auf  AZ  haben,  gehen  durch  •/.  Die  durch  0,  L^^  K^^  N^, 
IIIj  II y  I  gehenden  folgen  unter  gleichen  Sohnittwinkeln 
aufeinander.  Der  Orthogonalkreis  Z  geht  durch  K^J^Ij  der 
Kreis  E  durch  L^J^  III  u.  s.  w.  Die  Schnittsehnen  dieser 
Kreise  gehen  sämtlich  durch  den  Pol  der  Geraden  AZ.  Die 
entsprechenden  Kugeln  sind  Orthogonalkugeln,  welche  die 
Fläche  der  Gykliden,  die  in  den  durch  J^Nj  J^K,  J^Ln.8.  w. 
dargestellten  Kreisen  schneiden.  Ebenso  schneiden  die 
Orthogonalkugeln,  die  im  Aufrifs  ihre  Mittelpunkte  (z.  B.  2>) 
auf  der  Hauptachse  haben,  die  Cyklidenfläche  in  der  durch 
jSj  C^,  J?,C„  . . .  dargestellten  Kreisschar. 

Alle  diese  Eigenschaften  sind  allerdings  von  der  all- 
gemeinen Dupinschen  Gyklide  her  bekannt.  Konstruktionen 
und  Beweise  ergeben  sich  aber  hier  in  so  einfacher  Art, 
dafs  die  Figur  ein  lohnendes  Beispiel  für  die  darstellende 
Geometrie  ist. 

§  194)  Figur  110  stellt  dar,  was  geschieht,  wenn  das 
Inversionscentrum  aufserhalb  des  Gylinders  liegt 
Denkt  man  sich  den  Cylinder  horizontal  liegend  und  den 
durch  das  Inversionscentrum  und  die  Gylinderachse  gehende 
Ebene  als  Grundrifsebene,  die  Ebene  des  durch  das  Centrum 
gehenden  Cylinderkreisschnittes  als  Aufriüsebene,  so  entsteht 
die  in  der  Figur  110  dargestellte  Gyklide.  Der  Aufriüs 
erscheint  als  Kreis  mit  Tangenten  nach  A^.  Die  sonstigen 
von  A^  ausgehenden  Geraden  bedeuten  die  eine  Gruppe  von 
Kreisschnitten.  Im  Grundrifs  handelt  es  sich  um  zwei  ein- 
ander  bertthrende  Kreise  mit  dem  inneren  Ahnlichkeitspunkte 
J,  Die  durch  J  gelegten  Geraden  geben  die  andere  Gruppe 
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TOD  SchnittkreiseiL  Diese  geben,  in  den  Anfrifs  projiziert, 
Ellipsen,  von  denen  die  eine  (gezeichnete)  ein  Kreis  ist 
Ebenso  geben  die  im  Anfirifs  als  Gerade  erscheinenden 
Kreise  im  Grondrifs  Ellipsen. 

Über  die  isothermische 
Einteilung  brancht  hier 
nicht  besonders  ge- 
sprochen zn  werden, 
denn  dies  wtlrde  fast 
eine  Wiederholung  des  in 
§  193  Gesagten  sein.  Die 
eigentliche  Beihe  der  Be- 
rtthrnngskugeln  ist  hier 
eine  innerliche.  Ihre 
Mittelpmikte  liegen  auf 
einer  Ellipse.  Zwei  von 
ihnen  sind  im  Grondrifs 
gezeichnet.  Jede  äofser- 
Uche  Beihe  besteht  nnr 
aas  zwei  Kugeln,  den 
Bildern  paralleler  Tan- 
gential-Ebenen  des  Cy- 
linders.  Ebenso  ist  <üe 
Angelegenheit  der  Ortho- 
gonalkugeln (wie  vorher) 
leicht  zu  erledigen,  desgL 
die  der  Lozodromen.  Der 
Leser  vollende  die  Zeich- 
nung selbst. 

Der  Leser  versuche 
femer,  ttber.  die  Lage 
der  äufseren  Ähnlichkeits- 
punkte je  zweier  Bertth- 
rongskugeln  im  Grundrifs 

einen  einfachen  Satz  aufzustellen  und  dasselbe  für  die  je 
zweier  Bertthrungskugeln  im  Aufrifs  von  Figur  110  zu  thun. 
Auch  sonstige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kreisbttschel  und 
Kreisscharen  und  aus  der  Theorie  der  reciproken  Polaren 
und  aus  der  Lehre  von  den  Sjreisbertlhrungen  geben  zu 
interessanten  Bemerkungen  Anlafs. 
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§  195)  Der  Fall,  dafB  das  InTereioiucentnun  anf  dem 
Cylioder  liegt,  ist  is  Fignr  111  veransebaolicht.  Die  Figur 
ist  ein  SoDdenall  der  Torigen,  bei  dem  der  äoTseiste  Grund- 
riTBkreifl  unendlich  grofs,  also  zur  Geraden  gevrorden  ist 


Im  Ginndrirs  ist  die  Keihe  von  BerUhningskageln  an- 
gedentet,  deren  Mittelpunkte  jetzt  anf  einer  Parabel  liegen. 
Alle   Bertthrungssehnen  BC,B^C^,B^C^...  gehen  durch  J^ 
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und  sind  die  Projektionen  der  einen  KreisBchnittsehar  der 
Fläche.  Sie  geben  zagleich  eine  isothermische  Einteilung. 
Denkt  man  sich  dort  die  Kreisschnittc  durch  halbkreisförmige 
Drahtbttgel  znr  Hälfte  dargesteUt,  so  erhält  man  schon  eine 
dentliche  Anschaanng  yon  der  Fläche.  Die  Kreisschnitte 
wachsen  bis  ins  Unendliche  an,  der  beide  Beihen  ab- 
schliefsende  erscheint  als  die  beiderseits  ins  Unendliche 
verlängerte  Gerade  KL.  Die  Fläche  läuft  also  schliefslich 
in  eine  durch  KL  dargestellte  Ebene  aus,  die  ge¥ris8er- 
mafsen  mit  einem  Henkelgriff  versehen  ist,  der  bei  A' 
unendlich  dttnn  ist. 

Im  AufriTs  ist  die  zweite  Kreisschar  AJ^  AD^^  -^I^tj 
AB^j . . .  durch  gerade  Linien  dargestellt.  Dem  Leser  sei  es 
überlassen,  zu  untersuchen,  ob  diese  Linien,  wenn  sie  eine 
isothermische  Einteilung  geben  sollen,  wie  dort  unter  gleichen 
Winkeln  aufeinanderfolgen  dürfen. 

Um  die  Gestalt  noch  besser  zu  veranschaulichen,  klappe 
man  im  Grundrifs  die  Figur  um  90^  um,  dann  erhält  man 
einen  Sonderfall  der  Figur  247  des  ersten  Bandes,  den- 
jenigen nämlich,  bei  dem  die  „Brücke^  unendlich  dttnn 
erscheint  Wie  die  jedesmaligen  EUipsen  zu  konstruieren 
sind,  erkennt  man  aus  der  Figur.  Der  Leser  führe  zur 
Übung  in  der  darstellenden  Geometrie  die  Konstruktion 
streng  durch  und  versuche  auch  die  Loxodromen  der  Fläche 
zu  konstruieren. 

§  196)  Aufgabe.  Der  senkrechte  Kreiskegel  mit 
der  quadratischen  Einteilung  seiner  Mäntel  durch 
Gerade  und  Kreise  soll  der  Inversion  unterworfen 
werden,  a)  von  der  Kegelspitze  aus,  b)  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  Kegelachse,  c)  von  einem 
beliebig  im  Innern  liegenden  Punkte,  d)  von  einem 
Punkte  aus,  der  aufserhalb,  jedoch  in  der  Normal- 
ebene zur  Achse  gelegen,  welche  durch  die  Spitze 
geht,  e)  von  einem  beliebigen  Baumpunkte  aus. 
Auch  die  loxodromischen  und  die  Beihen  der 
inneren  und  äufseren  Berührungskugeln  sollen 
untersucht  werden. 

Bemerkung.  Es  entsteht  eine  Cyklide,  welche  zwei 
Spitzen  (Knotenpunkte)  hai  Diese  (^klide  besitzt  zwei 
E^eisscharen,  von  denen  die  eine  durch  die  beiden  Spitzen 
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geht,  die  andere  orthogonal  zn  dieser  Schar  liegt.  Die  eine 
Engelreihe  hatte  ursprünglich  die  Bertüimngspnnkte  der 
Kngelpaare  nnd  die  Mittelpunkte  auf  der  Kegelachse  und 
berührte  den  Kegelmantel  in  seinen  Kreisschnitten.  Die 
Tangentialebenen  berührten  längs  der  Kegelgeraden.  Aufser- 
dem  giebt  es  zwischen  den  Kegelmänteln  Reihen  von  Be- 
rührungskugeln, die  von  Drehnngscykliden  umschlossen  sind, 
wobei  gewisse  Drehungscykliden  einander  berühren  und  zwar 
längs  konzentrischer  E^reise,  während  die  Kegelmäntel  in 
Punkten  der  Kreisschnitte  von  den  Kugeln,  in  Kreisschnitten 
von  den  Gykliden  berührt  werden. 

Alle  diese  Kugelreihen  und  die  Tangentialebene  geben 
bei  der  Inversion  wiederum  Kugeln,  die  Cjkliden  werden  in 
allgemeine  Dupinsche  Cjkliden  yerwandelt.  Die  Loxodromen- 
scharen  des  Kegels  werden  wiederum  Loxodromenscharen. 
Die  quadratischen  Einteilungen  gehen  wieder  in  solche  über. 

Da  die  Loxodromen  des  Kegels  zugleich  Loxodromen 
von  senkrechten  Cylindern  sind,  deren  Basis  durch  je  eine 
logarithmische  Spirale  gebildet  wird,  so  ist  es  zweckmäfsig, 
auch  diese  Cylinder  der  Inversion  zu  unterwerfen.  Die 
Geraden  der  (^linder  gehen  dabei  über  in  Kreise  durch  das 
Inversionscentrnm ,  eine  der  logarithmischen  Spiralen  ver- 
wandelt sich  in  eine  logarithmische  Doppelspirale  oder  Bi- 
circularspirale,  d.  L  sie  durchschneidet  die  Kreise  eines 
Kreisbüschels  unter  konstantem  Winkel  Diese  Kurve  soll  im 
nächsten  Abschnitt  genauer  untersucht  werden.  Der  Leser 
ist  aber  imstande,  die  Untersuchung  schon  jetzt  selbständig 
durchzuführen.  Die  sonstigen  Spiralschnitte  des  Gylinders 
verwandeln  sich  in  gewöhnliche  oder  verallgemeinerte  Kugel- 
loxodromen,  die  mit  den  Bildern  der  Cylindergeraden  eine 
isothermische  Einteilung  für  das  Bild  der  O^linde^äche  geben. 

Das  Bild  der  Cylinderfläche  und  des  Kegelmantels 
schneiden  einander  in  einer  gemeinschaftlichen  Loxodrome 
der  beiden  neuen  Flächen. 

Mit  dieser  instruktiven  Transformation  lassen  sich 
zahlreiche  Untersuchungen  verbinden.  Die  Kreisschnitte 
und  Geraden  des  Kegels  werden  Krümmungslinien  der 
neuen  Fläche. 

§  197)  Aufgabe.  Die  Schraubenröhrenfläche  mit 
ihren  Kreisschnitten  und  deren  Orthogonalkurven^ 
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mit  den  Schraabenlinien  und  deren  Orthogonalen, 
mit  einer  Reihe  einbeschriebener  Bertlhrnngskngeln 
«oll  der  Inversion  unterworfen   werden,   und   zwar 

a)  von    einem   Punkte   des   Mittelpunktsweges  aus^ 

b)  von  einem  andern  Punkte  des  Innenraums  aus, 
e)  von  einem  Punkte  aufserhalb  der  Fläche  aus, 
d)  von  einem  Punkte  der  Fläche  aus« 

Bemerkungen.  Jede  der  Schraubenlinien  der  ge- 
gebenen Fläche  ist  zugleich  Loxodrome  eines  gewöbi- 
lichen  Kreiscylinders.  Dieser  Cyliader  giebt  eine  Cyklide 
mit  Bertthmngspunkt.  Die  Schraubenlinie  geht  in  eine 
Loxodrome  dieser  Cyklide  ttber.  Eine  Schar  von  Schrauben- 
linien dieser  Art  bestimmt  das  entstehende  Bild  der  Schrauben- 
röhrenfläche,  die  dort  unendlich  geringen  Durchmesser  erhält, 
wo  sämtliche  Cylinderbilder  ihren  Berührungspunkt  haben, 
nämlich  im  Inyersionscentrum.  (Aus  den  konzentrischen 
Gylindem  entstehen  Cykliden,  deren  eine  gemeinsame 
Symmetrieebene  in  einer  Ereisschar  geschnitten  wird.) 

Jeder  Erttmmungskreis  der  Schraubenlinie  yerwandelt 
sich  in  einen  ErUmmungskreis,  jede  Schmiegungsebene  in 
eine  bestimmte  Kugel,  die  durch  das  Inyersionscentrum  und 
den  entsprechenden  Ejümmungskreis  der  neuen  Kurve  geht. 
Jede  Schmiegungskugel  der  Schraubenlinie  wird  eine 
Schmiegungskugel  der  neuen  Kurve.  Die  Beihe  der  ein- 
beschriebenen Kugeln  wird  zu  einer  Reihe  von  Kugeln,  die 
der  neuen  Fläche  ein-  oder  umbeschrieben  sind  und  sie  in 
Kreisschnitten  berühren.  Die  neue  Fläche  hat  also  ttberall 
Kreisschnitte,  und  diese  und  die  orthogonale  Kurvenschar 
sind  ihre  Krttmmungslinien,  so  dafs  auch  das  Krümmungs- 
mafs  fttr  diesen  Punkt  berechnet  werden  kann.  (Dies  ^t 
auch  von  den  beiden  vorangehenden  Aufgaben.)  Die  iso- 
thermische Einteilung  durch  Schraubenlinien  und  ihre 
Orthogonalschar  geht  in  eine  isothermische  Einteilung  der 
neuen  Fläche  ttber.  Dasselbe  gilt  von  den  orthogonalen 
Loxodromenscharen  der  Schraubenröhrenfläche  bezw.  ihren 
Abbildungen.  Jede  Krttmmungscyklide,  die  bei  der  Schrauben- 
flache  Drehungscjklide  war,  verwandelt  sich  in  eine  all- 
gemeine Dupinsche   Cyklide,  die  längs  der  Kreisschnitte, 
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mit  denen  sie  die  Fläche  bertthrt,  mit  ihr  und  ihren  Ijüm- 
mnngslinien  ttbereinstimmende  Ertbumunggyerhältnisse  zeigte 
was  eine  zweite  Bereehnungsart  des  Ganfsschen  Krttmmnngs- 
malses  ermöglicht 

Näher  soll  hier  auf  den  Gegenstand  nicht  eingegangen 
werden,  da  im  folgenden  Kapitel  an  einer  schwierigeren 
Fläche  die  Inversion  dorchgeftthrt  werden  soll. 

§  198)  Die  Inversion  an  Schranbenregelflächen  ein- 
facher oder  verallgemeinerter  Art  (Gerade  durch  Achse, 
Gerade  nicht  durch  Achse  gehend,  abwickelbare  Schrauben- 
regelfläche,  Minimalschranbenregelfläche  u.  s.  w.)  vorzunehmen^ 
giebt  ebenfalls  eine  Reihe  lehrreicher  Übungsbeispiele. 
Selbstverständlich  kann  man  daher  auch  Schraubengevmide 
beliebigen  Profils  jener  Transformation  unterwerfen.  Das 
letztere  dürfte  aber  nicht  von  besonderem  Werte  sein. 
Höchstens  das  flache  oder  scharfe,  oder  das  Halbkreis- 
gewinde wttrden  interessantere  Formen  geben. 

y)  AUgmeine  Bemerkimgen  über  Transformationagrappen 

und  Verwandtaohaffcen. 

§  199)  Bemerkungen  ttber  Inversion  und  In- 
versionsreihen. Unterwirft  man  z.  B.  die  Schrauben- 
röhrenfläche  der  Inversion  auf  mehrfache  Weise, 
so  stehen  sämtliche  neuen  Flächen  in  Inversions- 
verwandtschaft, d.  h.  jede  der  neuen  Flächen  läfst 
sich  durch  Inversion  mittels  je  einer  geeignet  ge- 
wählten Kugel  direkt  in  jede  andere  verwandeln. 
Dies  giebt  eine  Flächengruppe,  die  man  als  die  Gruppe 
der  Inversionsverwandten  der  Schraubenfläche 
betrachten  kann,  d.  h.  es  giebt  jedesmal  eine  Inversions- 
kugel im  Räume,  welche  irgend  eine  dieser  Flächen  in  eine 
aus  den  übrigen  gewählte  verwandelt  und  ebenso  diese  in 
die  erstere  transformiert.  Die  Transformation  ist  daher  auch 
involutorisch. 

Verwandelt  man  so  eine  erste  Fläche  in  eine  zweite, 
diese  in  eine  dritte,  diese  in  eine  vierte  u.  s.  w.  bis  man 
endlich  eine  n^  Fläche  erhält,  wobei  stets  neue  beliebig  im 
Raum  liegende  Inversions-Kugeln  mit  neuem  Radius  zur 
Anwendung  gelangen,  so  giebt  es  eine  Inversionskugel, 
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dnreh  die  man  direkt  die  erste  der  Flächen  in  die 
letzte  verwandeln  kann.  Eine  Beilie  von  Transformationen 
derselben  Art,  bei  denen  es  mOglich  ist,  in  solcher  Weise 
die  aufeinander  folgenden  Operationen  durch  eine  einzige  zu 
ersetzen,  nennt  man  mit  Lie  eine  Transformationsgrnppe. 
Die  hier  behandelte  Inversion  im  Banme  hat  also  den 
Grnppeneharakter  im  Sinne  der  von  Lie  nntersnchten 
Theorie  der  Transformationsgmppen. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  zu  wissen,  was  bei  einer  solchen 
Transformationsgrnppe  nnverttnderlich  oder  invariant  bleibt 
Unterscheidet  man  nicht  zwischen  Gerader  nnd  Kreis,  ebenso 
nicht  zwischen  Ebene  nnd  Kngel,  so  kann  man  nach  den 
obigen  Betrachtungen  sagen:  Bei  einer  Reihe  von  In- 
versionen geht  jeder  Kreis  in  einen  Kreis,  jede 
Kugel  in  eine  Kugel  ttber.  Der  Kreis-  bezw.  Kugel- 
charakter bleibt  also  erhalten.  Insbesondere  geht  jeder 
Krttmmungskreis  hi  einen  Krttmmungskreis,  jede  Schmiegungs- 
kugel  in  eine  Sehmiegungskugel  ttber.  Jede  Dupinsche 
Gyklide  verwandelt  sich  in  eine  Dupinsche  Gyklide, 
insbesondere  jede  Krttmmungscyklide  in  eine 
Krttmmungscyklide.  Jeder  Winkel,  möge  er  von  zwei 
Kurven,  oder  von  zwei  Flächen,  oder  von  einer  Kurve  und 
einer  Fläche  gebildet  werden,  bleibt  erhalten,  die  Ver- 
wandtschaft ist  also  isogonal  (sie  ist,  abgesehen  von 
Kongruenz,  Symmetrie,  Ähnlichkeit,  symmetrische  Ähnlichkeit, 
die  einzige  räumliche  Verwandtscheift  isogonalen  Charakters). 
Orthogonale  Systeme  von  Kurvenscharen  bleiben 
also  solche,  insbesondere  gehen  je  zwei  Scharen 
von  Krttmmmungslinien  in  zwei  Scharen  von  Krttm- 
mungslinien,  je  zwei  orthogonale  Isothermenscharen 
wiederum  in  solche,  isothermische  Einteilungen 
wieder  in  solche  ttber.  Orthogonale  Flächenscharen 
(je  drei  zusammengehörige  Systeme)  gehen  wiederum 
in  solche  ttber.  Besitzt  die  erste  Fläche  Reihen 
um-  oder  einbeschriebener  Bertthrungskugeln,  so 
besitzt  sie  auch  die  letzte.  (Dabei  kann  aber  um-  und 
einbeschrieben  vertauscht  werden,  was  jedoch  unwesentlich 
ist)  Schneiden  sich  vier  Kurven  einer  Fläche  in  einem 
Punkte  (so  dafs  die  vier  Tangenten  in  der  Tangential- 
ebene liegen),  und  bilden  die  Tangenten  der  Kurven  in 
diesem  Pmikte  eine  Gruppe  harmonischer  Strahlen,   so  ist 
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dasselbe  bei  der  letzten  Fläche  der  FalL  Bilden  sie 
dagegen  nicht  harmonische  Strahlen,  so  bleibt  das 
Doppelyerhältnis  erhalten.  Entsprechendes  gilt  yon 
je  vier  einander  schneidenden  Ebenen  bezw.  Engeln.  Anch 
die  Doppelverhältnisse  nnd  Doppelwinkel  (im  Sinne 
von  Höbins  nnd  Bretschneider)  bleiben  erhalten«  Ge- 
bilde, die  gegen  eine  Kngel  invers  sind,  geben 
inverse  Gebilde  gegen  die  nene  Kngel.  Die 
beiden  im  Banme  möglichen  kubischen  Einteilungen 
bleiben  solche. 

Gilt  für  eineReihe  vonum-oder  einbeschriebenen 
BerUhrnngskugeln,  die  sich  etwa  der  ersten  Fläche 
einbeschreiben  lassen,  ein  Schliefsnngsproblem  im 
Steinerschen  Sinne,  so  gilt  es  unverändert  auch  für 
die  Eugelreihe  der  letzten  Fläche.  Entsprechendes 
läfst  sich  ttber  Ereisreihen  oder  Ovalreihen,  für  die  ein 
Schliefsnngsproblem  gilt,  aussprechen.  Auch  die  Poncelet- 
schen  Schliefsungssätze  fttr  Tangentenreihen  zwischen  je 
zwei  Ereisen  bleiben  in  gewisser  Form  bestehen. 

Eurz,  man  kennt  bei  einer  solchen  Transformations- 
gruppe, sobald  man  die  Invarianten  fttr  eine  Transformation 
kennt,  dasjenige,  was  fttr  eine  endliche  oder  unendliche 
Folge  solcher  Transformationen  gilt. 

Darin  liegt  eine  grofse  Ersparnis,  denn  zahlreiche 
Einzeluntersuchungen  sind  ttberflttssig  und  ganze  Reihen  von 
Sätzen  lassen  sich  unmittelbar  aussprechen.  Der  Förderung 
der  Ökonomie  des  Denkens  wird  in  hohem  Mafse  Rechnung 
getragen. 

§  200)  Auch  mehrere  aufeinanderfolgende 
Affinitäts-Transformationen  lassen  sich  durch  eine 
einzige  ersetzen;  ebenso  besitzen  aufeinander 
folgende  Eollineations-Transformationen  den  Grup- 
pen-Charakter. Was  bei  ihnen  konstant  bleibt,  ist  im 
ersten  Bande  auseinandergesetzt  worden.  —  Dagegen  kann 
man  die  Transformationen  mittels  der  reciproken  Polaren 
im  Raum  (nach  Poncelet)  nur  dann  durch  eine  einzige 
ersetzen,  wenn  die  Anzahl  der  Operationen  eine  ungerade 
ist,  denn  nur  dann  gehen  Ebenen  in  Punkte,  Punkte  in 
Ebenen  ttber.  Handelt  es  sich  aber  um  eine  gerade  Anzahl 
von   Operationen,    so   gehen   Ebenen   in   Ebenen,    Punkte 
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in  Punkte  über.  Eine  beliebige  Anzahl  von  Doppel- 
operationen läfst  sich  ebenfalls  durch  eine  Doppeloperation 
ersetzen.  Sieht  man  jedoch  von  dem  Unterschiede  ab, 
der  darin  liegt,  dals  es  sich  einmal  um  Flächen  handelt, 
die  durch  ihre  Punkte  bestimmt  werden,  das  andere  mal  um 
Flächen,  die  von  Ebenen  umhttllt  werden  (Tangential- 
ebenen), so  könnte  man  auch  hier  von  einer  Gruppe 
sprechen.  Jedenfalls  handelt  es  sich  um  Gruppen  von 
Mächen,  die  in  Polarverwandtschaft  stehen  (die  man  von 
einem  noch  allgemeineren  Standpunkte  aus  als  Dualitäts- 
verwandtschaft  bezeichnen  kann.  Ebenso  konnte  vorher 
von  Inversions-,  Affinitäts-,  Eollineationsverwandt- 
schaft  gesprochen  werden). 

Dafs  bei  der  Polarverwandtschaft  Gerade  in  Gerade, 
harmonische  Strahlen  in  harmonische  Strahlen,  anharmo- 
nische Strahlen  in  solche  desselben  Doppelverhältnisses 
ttbergehen,  ist  schon  in  Band  I  gezeigt  worden.  Pro- 
jektivische  Punktreihen  geben  bei  gerader  Anzahl  von 
Operationen  projektivische  Punktreihen,  sonst  projektivische 
Ebenenfolgen,  projektivische  Strahlenbttschel  geben  projek- 
tivische »StraJilenbfischel  u.  s.  w.  Kegelschnitte  werden 
Kegelschnitte,  Kegelschnittsflächen  (Flächen  zweiten  Grades), 
die  durch  Punkte  gebildet  sind,  werden  Kegelschnitts- 
flächen, die  in  dem  einen  Falle  (gerade)  von  Punkten, 
im  anderen  Falle  (ungerade)  von  Tangentialebenen  bestimmt 
werden. 

Wie  die  Inversion  durch  Kugeln  vermittelt 
wurde,  so  findet  hier  eine  Transformation  durch 
Kugeln,  oder  durch  irgend  welche  Kegelschnitts- 
flächen (Flächen  zweiten  Grades)  statt. 

Benutzt  man  zu  einer  Reihe  von  Polaritätstrans- 
formationen die  verschiedenst  gestalteten  und  verschiedenst 
liegenden  Kegelschnittsflächen,  so  giebt  es  (abgesehen  von 
dem  Unterschiede  fttr  gerade  oder  ungerade  Anzahl,  d.  h. 
abgesehen  von  dem  Fiüle  Punkt  =  Punkt  oder  Punkt  =  Ebene) 
stets  eine  Kegelschnittsfläche,  durch  deren  Benutzung  man 
die  erste  Flächengestalt  direkt  in  die  letzte  übertragen  kann. 

Es  liegt  nichts  im  Wege,  die  hier  behandelten  Flächen 
auch  durch  die  drei  hier  genannten  Transformationen  in 
neue  Flächen  zu  verwandeln.  Dafs  freilich  dabei  wesentlich 
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neaes  gefunden  wird,  ist  kaom  zn  erwarten.  Es  handelt 
sich  nur  um  die  Übung  in  der  Baumyorstellung  und  etwa 
um  Übungen  in  der  darstellenden  (xeometrie. 

§  201)  In  entsprechender  Weise  konnte  man  für 
Flächen  von  Verbiegungsverwandtsehaft  sprechen.  Bei 
dieser  sind  invariant  1)  die  Winkel,  die  von  einander 
schneidenden  Kurven  gebildet  werden,  2)  die  Längen  von 
Linien,  3)  die  Inhalte  von  Flächenteilen,  4)  der 
Charakter  geodätischer  Linien,  4)  der  Charakter  iso- 
thermischer Eurvenscharen  und  isothermischer  Ein- 
teilungen, 5)  das  Gaufssche  Erttmmungsmafs  fttr 
jeden  Punkt  der  ursprünglichen  Fläche,  so  dafs  z.  B.,  wenn 
fttr  diese  erste  Fläche  die  eine  Schar  von  Krttmmungslinien 
aus  Geraden  besteht,  was  das  ErttnunungsmaTs  Null  giebt, 
auch  fttr  jede  der  durch  Biegung  entstehenden  Flächen  eine 
geradlinige  Schar  von  Krttmmungslinien  vorhanden  sein  mulj, 
u.  s.  w.,  6)  Minimalflächen  bleiben  Minünalflächen. 

So  gehören  z.  B.  zu  derselben  Biegungsverwandtschafk : 
Ebene-,  allgemeine  Cylinder-,  allgemeine  Kegel-,  Tangenten- 
flächen von  Baumkurven  (z.  B.  abwickelbare  Schraubenregel- 
flächen)  u.  s.  w.  Einer  weiteren  Gruppe  gehören  an :  Ein- 
mantelige  Drehungshyperboloide,  nicht  abwickelbare 
Schraubenregelflächen  (mit  Ausnahme  der  Minimalschrauhen- 
regelfläche).  Einer  anderen  Gruppe  gehören  an  die  Minimal- 
schraubenregelfläche,  das  Katenoid  und  alle  aus  diesen  durch 
Biegung  entstehenden  Flächen,  zu  denen  viele  besonders 
interessante  Gebilde  gehören.  Femer  gehört  jede  Schrauben- 
fläche mit  einer  bestimmten  Drehungsfläche  in  dieselbe 
Verbiegnngsgruppe. 

§  202)  Selbstverständlich  hat  sich  der  elementare  Stand- 
punkt dieses  Buches  nur  mit  dem  elementar  Eirreichbaren 
auf  dem  Gebiete  der  Verwandtschaften  zu  befassen,  z.  B. 
auch  mit  den  elementaren  konformen  Übertragungen  einiger 
der  behandelten  Flächen  auf  gewisse  andere.  Es  sei  jedoch 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dalis  nicht  alle  Flächen  fttr 
jede  Art  der  Verwandtschaft  gleich  brauchbar  sind.  Bei  der 
Inversionsverwandtschaft  z.  B.  beschränke  sich  der 
Anfänger  auf  Ebenen,  Kugeln,  Cykliden,  Schraubenröhren- 
flächen,  Spiralröhrenflächen  und  deren  Inversionsverwandten; 
über  auch  die  Drehungsflächen,  die  durch  Drehung  einer 
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Schar  logarithmischer  Spiralen  am  einen  Radiusvektor  des 
Systems  entstehen,  femer  diejenigen  Flächen,  die  durch 
Drehung  eines  Systems  logarithmischer  Doppelspiralen  um 
die  Verbindungslinie  der  Btlschelpunkte  (Pole)  entstehen, 
sind  mit  ihren  Inversionsverwandten  der  elementaren  Be- 
handlung zugänglich.  Bei  Affinitäts-  und  Eollineations- 
Verwandtschaft  beschränke  man  sich  auf  Flächen  vom 
höchstens  zweiten  Grade,  ebenso  bei  der  Verwandtschaft 
der  Polarität  oder  Dualität.  Der  Verbiegung  oder 
Abwickelung  lassen  sich  zwar  alle  Arten  von  Flächen 
(erent.  aufgeschnitten  zu  denken)  unterwerfen,  aber  nicht 
immer  ist  die  korrekte  Konstruktion  elementar  durch- 
zuftthren. 


Vierter  Abschnitt. 


YeraUgemeinerte  Böhrenfl&clien  und  ihre 

Inyersionsyerwandten. 


a)  Die  logarithmiaohe  8piralr5hrenfLäohe  und  die 

logarithmiaohe  Spirale. 

§  203)  Erste  Entstehnngsart  and  vorläufige  Be- 
schreibung. Der  Mittelpunkt  einer  Kugel  mit  ver- 
änderlichem  Radius  bewege  sich  auf  einer  logarith- 
mischen Spirale,  und  zwar  soll  dabei  der  Eugel- 
radius  zum  Radiusvektor  der  Spirale  stets  in 
konstantem  Verhältnis  bleiben.  Die  die  Engel  in 
allen  Lagen  umhüllende  Fläche  heifst  die  logarith- 
mische Spiralröhrenfläche. 

Diese  transscendenten  Flächen  sind  in  mehrfacher  Hin- 
sicht der  elementaren  Behandlung  zugänglich,  so  dafs  sie 
ein  zweckmäfsiges  Anfangsbeispiel  f flr  das  Eindringen  in  die 
Flächenlehre  darbieten.  Um  fflr  sie  zu  interessieren,  soUen 
einige  ihrer  Eigenschaften  vorausgesagt,  später  bewiesen 
werden.  Dabei  werde  die  Ebene  des  Mittelpunktsweges,  die 
eine  Symmetrieebene  ist,  als  Grundrifsebene  betrachtet. 

Im  Gmudrifis  erscheint  die  Fläche  von  zwei  logarith- 
mischen Spiralen  begrenzt,  die  mit  dem  Mittelpunktswege 
zu  derselben  Spiralenschar  (gemeinschaftliches  Centrum, 
Durchschneiden  der  Radii  vectores  unter  demselben  kon- 
stanten Winkel)  gehören.  Die  aufeinanderfolgenden  „Be- 
rUhrongskugeln^  (Figur  112)  berühren  sich  paarweise  in 
Punkten  einer  Spirale  derselben  Schar.  Dreht  man  die 
äufserste  Spirale  erst  in  die  Lage  der  letztgenannten,  dann 
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in  die  der  innersten  Spirale,  so  handelt  es  sieh  um  zwei 
Drehungen  von  derselben  Gröfse.  (Isothermisehe  Halbiening 
des  Spiralstreifens.)  Die  in  Figur  112  gezeichneten  Be- 
rtthrongssehnen,  (wie  PP,,  QQu  ^^i?  •••)  der  Kreise  sind 
Projektionen   der   Ereissohnitte   der  Fläche.     Die   Ebenen 


Fig.  112. 


dieser  Schnitte  nmhüllen  einen  spiralisehen  Gylinder,  dessen 
Schnittlinie  mit  der  Symmetrieebene  zn  derselben  Spiralenschar 
gehört.  Diese  Ereissohnitte  sind  die  Ertlmmnngslinien  erster 
Art  der  Fläche.  Denkt  man  sich  den  zn  einem  Ereissohnitte 
gehörigen  Tangentenkegel  der  entsprechenden  Engel,  so  sind 
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dessen  Geraden  Tangenten  der  Erttmmnngslinien  zweiter  Art. 
Die  Spitzen  aller  dieser  Kegel  liegen  wiederom  auf  einer 
Spirale  der  besprochenen  Schar.  Demnach  kann  man  mit 
Hilfe  der  Eegelgeraden,  die  den  Kreisschnitt  rechtwioklig 
schneiden,  die  Tangenten  der  Krtünmongslinien  zweiter  Art 
leicht  zeichnen  and  so  diese  Linien  aasschattieren.  Diese 
Ertimmangslinien  sind  aber  nicht  identisch  mit  den  Karvea, 
aaf  denen  sich  die  Pnnkte  des  Kreisschnitts  bei  der  ein- 
fachsten Entstehangsweise  der  Fläche  bewegen.  Diese  Be- 
wegangslinien  sind  vielmehr  Kegelloxodromen,  die  sich  in 
der  Projektion  als  Spiralen  der  Schar  darstellen.  Die  za 
der  Spiralschar  gehörigen  Gylinder,  welche  die  Fläche 
schneiden,  geben  auf  dieser  jene  Bewegangsknrven.  Jede 
der  letzteren  hat  in  ihrem  ganzen  Yerlanfe  einen  konstanten 
Steigangswiokel. 

Jede  Bertthrnngskogel  (Figar  113)  giebt  Anlafr  zu  einer 
Dapinschen  KrtLmmungscyklide.  Diese  ist  nach  Figar  113 
folgendermafsen  za  finden.  Pfi  sei  Krttmmangsradias  der 
äafsersten  Spirale,  -f^i^i  der  der  innersten.  Die  beiden 
Krümmangskreise  and  der  Berilhrangskreis  gehören  der 
Symmetrieebene  dieser  allgemeinen  Gyklide  an.  Die  Gerade 
PP^  schneidet  die  Centrale  der  Kreise  fi  and  ii.  in  deren 
innerem  Ahnlichkeitspankte  J  und  steht  dabei  auf  ihr  senk- 
recht Zu  jedem  Kreisschnitte  gehört  eine  bestimmte 
Krttmmungscyklide,  die  den  Schnitt  mit  der  Böhrenfläche 
gemein  hat  and  die  letztere  längs  des  Schnittes  berührt. 
Beide  Flächen  stimmen  längs  drei  anendlich  benachbarter 
Kreisschnitte  vollständig  mit  einander  ttberein,  sind  also  hin- 
sichtlich der  Krümmungen  dort  identisch.  Die  Bewegangs- 
knrven der  Böhrenfläche  werden  von  den  Kiümmungslinien 
zweiter  Art  im  allgemeinen  geschnitten,  und  zwar  so,  dafs 
sie  sich  den  Grenzspiralen  asymptotisch  annähern.  Durch 
die  Bewegungskurven  läfst  sich  die  Fläche  isothermisch  ein- 
teilen, durch  sie  und  ihre  Orthogonalkurven  ist  also  eine 
quadratische  Einteilung  zu  erzielen.  Also  ist  auch  die 
konforme  Abbildung  der  Fläche  auf  den  unendlichen 
Parallelstreifen  zu  ermöglichen.  Ein  grolser  Teil  der 
Eigenschaften  bleibt  erhalten,  wenn  die  Fläche  der  In- 
version unterworfen  wird;  z.  B.  das  Vorhandensein  der 
einbeschriebenen  Kugeln  (die  teilweise  zu  umbeschriebenen 
werden   können),    der   Kreisschnitte   als   KrtlmmungsUnien 
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erster  Art,  der  Bertthnmgsoykliden  n.  s.  w.  Die  Be- 
wegimgskarven  gehen  dabei  in  Loxodromen  bestimmter 
verallgemeinerter  Gykliden  ttber. 


Flf.  IIS. 

Zwar  ist  die  logarithmische  Spirale  schon  in  Band  I 
Seite  247  und  in  Band  n  Seite  378  und  386  zur  Sprache 
gekommen,  das  Folgende  verlangt  aber  eingehendere  Kennt- 
nisse ttber  diese  Kurve.  Da  die  elementaren  Lehrbücher 
der  Geometrie  solche  nicht  ttbermitteln,  soll  das  Wichtigste 
hier  abgeleitet  werden. 

§204)  Konstruktion  der  logarithmischen  Spirale. 
Zwei  Radii  vectores  MP = p  und  Jf P^  =  p^  geben  ein 
Dreieck  MPP^^  welches  bei  M  den  Winkel  y  haben  möge 
(vergL  Fig.  114).    Man  zeichne  noch  weitere  Badii  vectores 
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flff.  114. 


MF^j  MP^j . . .,  die  nnter  demselben  Winkel  y  aufeinander 
folgen,  und  deren  Längen  p»  mit  den  gegebenen  eine 
geometrische  Reihe  pj  p.,  p^^  PtJ  -"  bildea  Bei  p=  i 
z.  B.  handelt  es  sich  am  aie  Reihe  ij  p  f  p^j  pl  >- -    Diese 

Reihe  soll  anch  rück- 
wärts fortgesetzt  werden, 
z.  B.  als 

Dann  liegen  die  End- 
punkte der  Radii  vectores 
anf  einer  Kurve,  die  man 
als  logarithmische  Spirale 
bezeichnet.  Die  Ein- 
schaltung weiterer  Punkte 
dieser  Kurve  kann  fol- 
gendermafsen     erfolgen. 

Man  halbiere  jeden 
Winkel  y  und  mache  die 
Halbierende  gleich  der  mittleren  Proportionale  der  Schenkel 
des  Winkels.  Mit  diesen  Halbierungen  fahre  man  fort,  bis 
die  Verbindungslinien  der  Nachbarpunkte  ein  „Polygon*^ 
geben,  welches  mit  hinreichender  Annäherung  die  Kurve 
veranschaulicht 

Damit  erhält  man  zunächst  folgenden  grundlegenden 
Satz:  Die  Längen  von  gleichwinklig  aufeinander 
folgenden  Radii  vectores  der  logarithmischen  Spirale 
bilden  eine  geometrische  Reihe.  Die  Umkehrung  des 
Satzes  ist  leicht  auszusprechen.    Femer  folgt: 

Die  so  entstehenden  Sektoren  der  Kurve  sind 
ähnlich,  die  zugehörigen  Bogen  bilden  eine  geo- 
metrische Reihe.  Bogen  der  logarithmischen  Spirale 
mit  gleichen  Centriwinkeln  sind  einander  ähnlich. 
Sämtliche  Radii  vectores  werden  von  der  Kurve 
unter  demselben  Winkel  a  durchschnitten. 

Solcher  Sätze  lassen  sich  noch  viele  aussprechen.  Die 
Hauptfrage  ist  aber  die,  ob  sich  der  Schnittwinkel  a  der 
Kurve  mit  jedem  Radiusvektor  aus  p,^^  und  y  bestimmen 
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läfst.    Diese  Frage  isbt  sich  am  besten  für  die  gesamte 
Spiralensohar  beantworten. 

§  205)  Die  Spiralenschar,  d.  h.  der  Komplex  von 
Spiralen  desselben  Centnuns  My  welche  das  Strahlenbttschel 
dnrch  M  unter  demselben  Schnittwinkel  o  dnrchsetzen,  wurde 
ebenfalls  schon  mehr&ch  besprochen,  z.  B.  gelegentlich  der 
Eugelloxodromen  und  der  Mercatorkarte  in  Bd.  I,  Seite  249 
und  251,  in  Bd.  II,  Seite  378  und  386  bis  389.  An  letzter 
SteUe  war  in  Figur  140  die  isothenmsche  Einteilung  der 
Ebene  durch  Strahlenbttschel  und  konzentrische  Ereisschar 
gezeichnet.  Der  dortige  Fall  der  quadratischen  Einteilung 
führte  auf  logarithmische  Spiralen  als  Diagonalkurven,  welche 
die  Radien  unter  45^  schneiden,  Kurven,  die  man  viel- 
fach als  natürliche  logarithmische  Spiralen  bezeichnet,  was 
nicht  gerade  zweckmäfsig  ist.  Hier  sollen  sie  als  loga- 
rithmische Spiralen  zu  4ö^j  allgemeiner  als  loga- 
rithmische Spiralen  zu  a^  bezeichnet  werden.  Diese 
allgemeinen  logarithmischen  Spiralen  erhält  man  bei  der 
entsprechenden  Einteilung  der  Ebene  in  ähnliche  Rechtecke. 

Dort  war  in  Figur  141  der  üblichen  Lage  der  Mercator- 
karte wegen  der  zugehörige  Parallelstreif  der  der  Ebene 
senkrecht  aufgestellt,  mathematisch  aber  ist  es  einfacher, 
ihn  horizontal  hinzulegen.  (Mafsgebend  sind  funktionen- 
theoretische Orttnde.)  In  der  Tabelle  Bd.  n,  Seite  386  sind 
dann  X  und  Y  mit  einander  zu  vertauschen.  In  den  ebenen 
Streifen  einerseits  und  im  Kreisbilde  andererseits  entsprechen 


bezw.  Funktionen: 

&            A^^A&VAAIA^/          M^.Xf'XM^'SJU 

Parallelstreif. 

Kreisbild. 

1)X 

1)\t 

2)  Y 

2)9 

3)  / 

3)  r 

4)fix,a)    0 

4)/(^r,9,)      0 

5)X«'y)      0 

5)  f(r,  9)  -  0 

6)  fye  cos  a,  e  sin  a)      0, 

6)/(«y)     0. 
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Dabei  ist  q>  der  im  Bogenmafe  (am  Einheitskreise) 
gemessene  Winkel    Der  Geraden 

entspricht  denmach  die  logarithmisohe  Spirale 

2)  ^  V  —  V\     ^^^^^j^ 

Damit  ist  die  am  Schlafs  des  vorigen  Paragraphen 
gestellte  Frage  beantwortet.  Man  hat  nur  q>  —  q>^  =  Y^ 
f  =  p  und  r^  =  Pi  zu  setzen,  nm  zn  erhalten 

3)  tana=  ^         —      ^ 


So  berechnet  man  den  Schnittwinkel  a  der  durch  p,  p^ 
und  Y  bestimmten  logarithmischen  Spirale.  Er  soll  daher 
als  bekannt  betrachtet  werden.  Umgekehrt  berechnet  man 
den  Quotienten  der  geometrischen  Beihe  der  unter  dem 
Winkel  y  aufeinander  folgenden  Radii  vectores  für  einö 
logarithmische  Spirale  vom  Schnittwinkel  a  mittels  der  Formel 

y 

Pi 

Endlich  berechnet  sich  der  konstante  Winkel  y  ftlr  die 
in  geometrischer  Reihe  aufeinander  folgenden  Radii  vectores 
bei  einer  Spirale  mit  Schnittwinkel  a  aus 


5)  r=\Q-) 


.  tana. 


Will  man  die  Gleichung  aller  Geraden  haben,  welche 
die  X-Achse  z.  B.  in  den  Pimkten 

6)  0,+  a,+  2a,  +  3a,  +  4a,... 

unter  demselben  Winkel  a  schneiden,  so  schreibe  man  die 
Gleichung  1)  indem  man  Y^  =  0  setzt,  in  der  Form 

7)  X  — ycota  =  Z„ 
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wo  X  die  dureh  6)  dargestellte  Wertreihe  anzunehmen 
hat  Dabei  wird  die  Y-Achse  ebenfalls  nnter  Abständen 
geschnitten,  die  eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Dieser 
Parallelenschar  entspricht  die  Schar  logarithmischer  Spiralen 

8)  Igr  —  y .  cota  =  Igr^j 

wo    Igr^  die  Wertreihe  6)  annimmt,  oder  r^  die  Werfereihe 

dbO       ±a       ±Za       ±9a 

was  eine  geometrische  Reihe  ist.  Dabei  wird  der  Einheits- 
kreis so  geschnitten,  dafs  die  einzelnen  Bogen  eine  arith- 
metische Reihe  bilden,  d.  h.  die  logarithmischen  Spiralen 
folgen  unter  gleichen  Winkeln  aufeinander. 

Die  Schreibweise  8)  nennt  man  die  iso thermische 
Schreibweise  der  Spiralenschar .'^)  (Sie  ist  fnnktionen- 
theoretisch  von  Bedeutung.) 

Mit  demselben  Rechte  kann  man  statt  Gleichung  1), 
indem  man  X^  =  0  setzt,  schreiben 

10)  Y— Ztana  =  y„ 

was  eine  Parallelschar  von  Geraden  bedeutet,  welche  die 
Y-Achse  unter  konstantem  Winkel  in  Punkten  schneidet, 
die  in  konstanten  Abständen  aufeinander  folgen,  wenn  Y^ 
eine  Wertreihe  wie  6)  annimmt. 

Die  entsprechende  Schar  logarithmischer  Spiralen  hat 
die  Gleichung 

11)  9  =  Zflrrtana-|-5Pi, 

und  dabei  folgen  die  Spiralen  unter  gleichen  Winkeln  auf- 
einander, wenn  g>^  die  Werte  der  Reihe  6)  annimmt^  Auch 
11)  ist  eine  isothermische  Schreibweise. 


*)  Gebr&nchlicher  ist  als  isothermisohe  Schreibweise  die  folgende: 
{Igr)  C08  a  -|-  9> .  sin  a  »  0,  ±a,   ±2a,  ±3a^  ... 
—  (Igr) njka^fcosa  =0,  ±a,  ±2a,  ±5a,  ... 

Diese  stellt  zwei  Scharen  von  Spiralen  dar,  dnrch  welche  die  Ebene 
in  ein  System  kleiner  „Quadrate**  eingeteilt  wird.    Die  zweite  schneidet 

die  Radien  nnter  a,  die  erste  nnter  1-^  +  aj. 
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Am  bequemsten  ist  es,  die  Wertreihe 

12  0,±—,±—,±—, 

n  n  fi 

zu  wählen,   weil  dann  die  Reihe   der  Spiralstreifen   nach 
einem  Umgange  schliefst. 

Wie  die  Orthogonalschar  yon  Geraden,  die  eine  qua- 
dratische Einteilong  giebt,  leicht  durch  eine  Gleichung  dar- 
zustellen ist,  so  gUt  dies  auch  yon  der  orthogonalen 
Spiralenschar. 

§  206.  Nach  Gleichung  2)  ist  tan  a  gleich  dem  Quotienten 
k  aus  Winkeldifferenz  und  Differenz  der  Logarithmen  der 
Radii  yectores.  Denkt  man  sich  jedoch  die  quadratische 
Einteilung  der  Ebene  durch  Strahlenbttschel  und  konzen- 
trische Kreisschar  bis  ins  kleinste  durchgeführt,  so  läfst 
sich,  wenn  die  Diagonale  für  ein  aus  einer  Beihe  Ton 
k  Quadraten   gebildetes  Rechteck   genommen  wird,    deren 

Neigung  ebenfalls  aus  tana  =  —  bestimmen.     Dabei   ist 

Bogendifferenz 

aber  tan  a  =  :^-^. — jr^ . 

Radiendifferenz 

Dies  scheint  der  Gleichung  2)  zu  widersprechen,  ist 
aber  fttr  die  Grenze  ganz  dasselbe. 

Ist  nämlich  die  Radienreihe 

±2n      ±An      ±%rt 
Y  n  n  n     _i 

2,   c      ,    e      ,    e     ,  -j-  .  .  .  .  , 

die  Reihe  ihrer  Neigungen 

ö,  +Ä,+ife^,+A^, 

—     n     —     n     —     n  ' 


80  ist  die  Differenz  zweier  benachbarter  Radien  z.  B. 

2m  n 


—  2ff 


-'.  -i'-ih'i  '-'-^  =-<'= •"^- 


e 
die  zweier  benachbarter  Winkel 


(y_yj  =  jfei(^L+i)i?_Aiüi!f=i^, 


n  n  n 
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4ic  der  zogehörigen  Bogen  also  r{{p  —  q>^)  =  rlc — .  Dem« 

n 

nach  ist  jetzt 

rk— 


r  —  fj  -  2  « 


27r 


n 


n     ,    \n  /  \  n  / 


oder 


taiio  = 


.  m,(^)' 


U  21       "^      5/  

Die  Summe  der  oscillierenden  Beihe  im  Nenner  liegt  zwischen 


\it  21     7 


— r  und  1  -^  — 
11 

also  für  die  Grenze  n  =  00   zwischen  1  und  (i  —  (?),   dem- 
nach ist  ftlr  die  Grenze,  ebenso  wie  oben, 

tan  a  =  ^. 

Die  Übereinstimmung  ist  damit  nachgewiesen. 

§  207.  Quadratische  Einteilung  der  Ebene 
durch  zwei  Spiralenscharen.  Hatte  man  in  der  Ebene 
des  Strahlenbtischels  und  der  konzentrischen  Ereisschar  eine 
quadratische  Einteilung,  so  geben  auch  die  Diagonalkurven 
eine  quadratische  Einteilung  (durch  zwei  Spiralscharen  vom 
Schnittwinkel  +^45%  Zeichnet  man  statt  dessen  Diagonalkurven 
durch  die  Schnittpunkte,  von  denen  die  einen  einem  Recht* 

HoUmftlUr,  Stareometii«  IIL  16 
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k 
eeke  Yom  Seiteiiyerliältiiis  -;-  =s  tan  er,    die  andere  einem. 

^      i 
solchen  vom  Seitenverhältnis  — r-  =  tan  /?  entsprechen,  so 

erhält  man  ebenfalls  eine  quadratische  Eänteilnng  durch  zwei 
Spiralenscharen.  Während  aber  die  vorigen  symmetrisch  za 
einander  waren,  ist  dies  jetzt  nicht  mehr  der  Fall. 

§208)  Ahnlichkeitsbeziehnngen  an  der  logarith- 
mischen Spirale.  Oben  war  die  Reihe  ähnlicher  anfein» 
ander  folgender  Sektoren  der  Spirale  besprochen.  Homologe 
Punkte  dieser  Sektoren  liegen  auf  einer  Spirale  derselbea 
Schar.  Daraus  folgt  z.  B.,  dafs  jeder  Radius  vector  die 
ganze  Spiralenschar  unter  konstantem  Winkel  schneidet,  was 
schon  beim  Begriff  der  Schar  ausgesprochen  war.  Dem 
Dreieck  jedes  Sektors  läfst  sich  ein  Kreis  umbeschreiben. 
Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  liegen  auf  einer  Spirale  der 
Schar.  Jedem  der  Sektoren  selbst  läfst  sich  ein  Kreis  ein* 
beschreiben,  von  den  Mittelpunkten  dieser  Kreise  gilt  das- 
selbe. Die  Radien  dieser  Kreisreihen  bilden  geometrische 
Reihen,  deren  Quotient  übereinstimmt  mit  dem  der  Kreise 

der  Radii  vectores,  d.  h.  mit  — .    Letzteres  gUt  auch  von 

Pi 
der  Reihe  der  Bogen  der  Sektoren.    Die  Flächen  der  Sek- 
toren bilden  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  Quotienten  ( — ) ; 

dasselbe  gilt  von  homologen  Flächenstttcken  innerhalb  der 
Sektoren. 

Ist  die  Spirale  in  der  besprochenen  Weise  eingeteilt 
und  legt  man  durch  jeden  Teilpunkt  eine  Gerade,  welche 
die  Spirale  (d.  h.  ihre  Tangente)  unter  gegebenem  Winkel  ß 
schneidet,  so  sind  alle  diese  Geraden  zugleich  Tangenten 
einer  Spirale  derselben  Schar,  und  zwar  bilden  die  Längen 
dieser  Tangenten  eine  geometrische  Reihe  von  dem  Quo-- 

tieBlen  — .    Fttr  den  Sonderfall  der  Normale   der  Kurve 

folgt  daraus: 

Die  Normalen  der  logarithmischen  Spirale 
schattieren  eine  gleichwinklige  logarithmisehe 
Spirale  ans^    (Vergl.  Figur  114.)    Verbindet  man  den  Be«^ 
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rnhrunggpimkt  einer  solchen  Normale  n  mit  dem  gemein- 
schaftliehen Centnun  M  der  Spiralen,  so  mnfs  die  Ver- 
bindungslinie q  mit  der  Normale  n  den  ^a  einschliefsen, 
denn  es  handelt  sich  nm  Spiralen  desselben  Schnittwinkels. 
Da  aber  der  Radius  rector  p  mit  der  gegebenen  Spirale  den 
Winkel  a,  mit  der  Normale  n  also  den  Winkel  {90^  —  ä)  ein- 
sehliefst,  so  ist  das  ans  p^  n  und  q  gebildete  Dreieck 
bei  M  rechtwinklig.  Jener  Bertthnmgspnnkt  ist  also  mit 
Hilfe  des  Lotes  anf  p  im  Punkte  M  leicht  zu  bestimmen. 
In  diesem  Bertthmngspnnkte  wird  die  Normale  n  von  einer 
unendlich  benachbarten  Normale  geschnitten,  ebenso,  wie 
zwei  Ereisradien  einander  4m  Mittelpunkte  schneiden.  Der 
Schnittpunkt,  d.  h.  der  Berührungspunkt^  ist  demnach 
Erttmmungsmittelpunkt  der  gegebenen  Spirale  für  den 
Endpunkt  des  Radius  rectors  p.  Also:  Errichtet  man 
auf  der  logarithmischen  Spirale  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  ein  Lot  und  ebenso  im  Centrum 
M  auf  dem  zugehörigen  Radius  vector  ein  Lot,  so 
schneiden  sich  beide  Lote  im  zugehörigen  Krttm- 
mungsmittelpunkte  der  Spirale. 

Die  aufeinander  folgenden  Krttmmungsmittelpunkte  der 
regelmäfsig  eingeteilten  logarithmischen  Spirale  bilden  eine 
regelmäfsig  eingeteilte  Spirale,  die  Erttmmungsradien  eine 

geometrische  Reihe  rom  Quotienten  — . 

Ganz  allgemein  erkennt  man  folgendes:  Macht  man 
an  yerschiedenen  Stellen  einer  logaritbmischen 
Spirale  ähnliche  Konstruktionen,  so  liegen  homologe 
Punkte  der  neuen  Gebilde  auf  einer  logarithmischen 
Spirale  derselben  Schar,  homologe  Gerade  schat- 
tieren eine  Spirale  derselben  Schar  aus,  homologe 
ähnliche  Kurven  (z.  B.  Kreise)  werden  von  einer 
Spirale  derselben  Schar  umhttllt,  homologe  Stücke 
einander  entsprechender  Geraden  oder  Kurven 
verhalten  sich  wie  die  Radii  vectores  homologer 
Punkte,  homologe  Fläehenstttcke  wie  die  Quadrate 
solcher  Radii  veetores,  homologe  Winkel  endlich 
sind  einander  gleich. 

§  209)  Krtlmmungsmittelpunkte,  Krümmungs- 
radien und  Krümmungskreise   der  logarithmischen 

16* 
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Spirale.  Nach  obiger  Eonstroktion  des  Erttmmimgsinittel- 
pnnktes  ist  der  Krümmungsradius  q  gleich  der  Normale  n, 
gemessen  von  der  gegebenen  ersten  Spirale  bis  zum  Be- 
rtthrungspunkte  mit  der  von  den  Normalen  umhtlllten  Spirale, 
der  sog.  Evolute.    Demnach  ist 


1) 


Q  = 


sma 


wo  p  der  Radius  vector,  a  der  oben  bestimmte  Schnittwinkel 
der  Spirale  ist.    Zugleich  ist 

9 


2) 


Q  = 


cosa 


wobei  q  der  Radius  vector  der  Evolute  ist  (vgl.  Figur  114). 

Man  denke  sich  die  erste  Spirale  nach  obiger  Methode 
regelmäfsig  eingeteilt^  so  dals  auch  ihre  Evolute  durch  die 

Bertlhrungspunkte  der 
Krümmungsradien  regel- 
mäfsig eingeteilt  wird. 
Zeichnet  man  in  den  letz- 
teren Punkten  die  Tan- 
genten der  Evolute  bis  zur 
gegebenen  Spirale,  so  er- 
hält man  als  Längen  der 
Tangenten  eine  Wertfolge, 
die  einer  der  besprochenen 
geometrischen  Reihen  mit 

p 
dem  Quotienten  ■^—    ent- 

Pi 
spricht.   Diese  Reihe  kann 

man  sich  fortgesetzt  denken 

bis   zum  Gentrum  M  der 

Spiralen. 

Es  wird  nun  behauptet,  jede  dieser  Tangenten  sei 
ebenso  lang,  wie  die  Bogenlänge  der  Evolute  vom 
Centrum  bis  zum  Bertlhrungspunkte. 

Denkt  man  sich  statt  der  zweiten  Spirale  das  zur  regel- 
mäfsigen  Einteilung  gehörige  Polygon,  statt  jeder  Tangente 
die  betreffende  Sehne  und  ihre  Verlängerung  bis  zur  ersten 
Spirale,  so  ist  die  Fläche  zwischen  beiden  Spiralen  in  Drei- 


Fiff.  115. 
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eeke  eingeteilt,  die  für  die  Grenze  (d.  h.  ftlr  nnendlich  dicht 
aufeinander  folgende  Teillinien)  gleichschenklige  Drei- 
ecke sind.  Für  das  gröfste  dieser  Dreiecke  ist,  wenn  der 
änfsere  Schenkel  gleich  ^^,  der  zweite  gleich  «^  -j-  (|,  d.  L 
gleich  Sehne  -f-  Verltogenmg  gesetzt  wird,  *i  =  «i  +  ^g,  für 

das  folgende  4  ==  *«  H"  ^s>  ^  *^  folgende  <»  =  «s  +  ^4>  •  •  • 
Dnrch  Addition  folgt  ans  diesen  Gleichungen 

«1  +  ^,  +  ^  +  .  .  .  +  C  =  («1  +  «9  +  «8  +  •  •  •  «•) 
+  (<9+^8+«4  +  --.  +  0. 

Da  es  sich  nm  abnehmende,  also  nm  snmmierbare  geometrische 
Reihen  handelt,  ist  diese  Addition  gestattet.  Es  hebt  sich 
aber  beiderseits  t^  gegen  t^,  t^  gegen  ^  n.  s.  w.  bis  zu  den 
unendlich  kleinen  Gliedern  t^  gegen  t^ .    So  bleibt  stehen 

Die  änfserste  Tangente  ist  also  gleich  der  Summe  der  Sehnen 
bis  nach  M  hin.  Denkt  man  sich  also  t^  als  Faden, 
so  läfst  sich  dieser  von  seinem  Ausgangspunkte 
aus  so  um  das  Polygon  herumwickeln,  dafs  sein 
freier  Endpunkt  genau  auf  M  fällt.  Die  Fadenl&nge 
ist  gleich  der  Summe  der  Polygonseiten. 

Denkt  man  sich  den  Faden  wieder  abgewickelt  und 
dabei  straff  gespannt,  so  liegt  sein  freier  Endpunkt  stets  auf 
einer  Reihe  aufeinander  folgender  kleiner  Kreisbogen  und 
passiert  dabei  die  Eckpunkte  des  entsprechenden  Polygons 
der  ersten  Spirale. 

Für  die  Grenze  handelt  es  sieh  um  die  Be- 
wegung des  Endpunktes  auf  dicht  aufeinander 
folgenden.  Erümmungskreisen,  d.  h.  auf  der  ge- 
gebenen Spirale  selbst.    Daraus  folgt  für  die  Grenze: 

Die  gegebene  Spirale  ist  die  Evolvente  der 
zweiten  Spirale.  Die  Länge  ^  des  letzten  Krüm- 
mungsradius ist  gleich  der  Bogenlänge  der  zweiten 
Spirale  vom  Centrum  M  bis  zum  Berührungspunkte. 

Diese  Länge  ist  i  = — - — ;    beide  Spiralen  sind 
^  ^       cos  o '  '^ 

ähnlich;   folglich  ist  die  Länge  der  ersten  Spirale 

von  M  bis  zum  Endpunkte  des  Radius  vectors  p 

1=     P 
cosa ' 
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(Der  allgemeine  Zasammenhang  zwischen  Eyolate  und 
Evolyente  wird  hier  nicht  Yoraiugefletzt.  Er  IsSat  sich  am 
allgemeinen  Polygon  nnd  dessen  aas  Sjreisbogen  bestehender 
Evolyente  in  derselben  Weise  klarlegen.) 

§  209)  Dasselbe  Ergebnis  kann  man  folgendermaGE»n 
erhalten.    Man  gehe  ans  yon  der  obigen  Formel 

y 

P  Jtma 

Pi 

dann  ist  die  Beihe  der  Badii  veetores  f  tlr  die  regelmftlaig 


eingeteilte  KniTCi  da  ;>i  =p .  e    **"  ist, 

r  2y  «y 


Pj  pe     •    ,  p«         j  pe         ,..., 

also  die  Beihe  der  aufeinander  folgenden  Bogen,  wenn  man 
den  ersten  gleich  b^  setzt, 

^    y  gy  »y 

die   Summe   der  Bogen  also  (nach  der  Summierungsformel 

i4--cJ-^«j-...  =  ^ für  «<i) 

i:ft  = *5 . 


i  — «  *^" 

Denkt  man  sich  die  Sektoren  unendlich  schmal,  so  daXs 
man  sie  als  Dreiecke  betrachten  darf,  so  ist  f  ttr  das  grOCste 
der  Dreiecke  nach  dem  Sinussatze  fr^ :  p^  =  sin/ :  sina,  und 
daher  wird  die  Summe  der  Bogen 

^j_Pi«By i 

sma  L- 


1  —  e 


_ft8my 

sin 


ytana/   ,  ytana/       ytana/    , 

^~[2       T\      ^      2!  5y""^'-_ 
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Der  Nenner  formt  sich  um  za 

y      i ytana/      ytana/ 

tana[il  ^1      "^      3\  -J- 

Da  aber  die  Samme  der  oscillierenden  B^ihe  bei  nn- 

•radlich   kleinem  /  mid   endliehem  tana   swisch^i  —.  und 


{l-&)  ^ 


wobei    sich   für   die   Grenze    das 


letztere  als  i  herausstellt  so  handelt  es  sich  nm  r-^v  ond 

tana 

40  wird 

^j^ftjtoy  t«ntt_  pt     siay 

sina   '    y         cosa'    y 

Fttr  anendlich  kleines  y  ist  aber  siBy  =  y,  aofserdem 
j>i=Py  also  wird  die  gesachte  Länge 

/  =  i;6  =  -^, 
cosa 

was  mit  obigem  übereinstimmt  Ebenso  wird  fttr  die  zweite 
Spirale 

^      cosa 

§  210)  Wenn'  man  bei  der  Abwickelang  des  Polygons 
<ler  Eyolnte  die  aufeinander  folgenden  Kreisbogen  bildet 
nnd  drei  anfieinander  folgende  der  Kreise  vollständig  zeichnet, 
so  schliefst  der  mittlere  den  kleineren  vollständig  ein,  wäh- 
rend er  vom  gröfsten  vollständig  umschlossen  wird.  Fva  die 
Orenze  folgt  daraas: 

Jeder  Krttmmangskreis  der  logarithmischen 
Spirale  schliefst  jeden  kleineren  Krttmmangskreis 
vollständig  ein  und  wird  von  Jedem  grBfseren  voll- 
ständig umschlossen. 

Weitere  Betrachtang  erg^ebt:  Jeder  Krttmmangs- 
kreis bertthrt  und  schneidet  zugleich  die  loga- 
rithmische Spirale,  er  trifft  sie  aber  nie  wieder,  er 


248    IV.  VeraUgemeinerte  BGhrenfl&chen  tl  ihre  InTenionsyerwaiidteii» 

nmachliefst  daher  den  kleineren  Teil  der  Kurve 
vollständig  nnd  schliefst  den  gröfseren  Teil  voll- 
ständig aus.  Dies  ergiebt  sich  darans,  dafs  seine  Sjüm- 
mung  konstant  bleibt,  während  die  der  Spirale  nach  der 
einen  Bichtang  hin  abnimmt,  nach  der  anderen  dagegen 
znnimmt. 

Liegen  drei  Ejrttmmnngsradien  unendlich  nahe  an  ein- 
ander, so  ergiebt  sich  folgendes:  Der  gröfste  habe  mit 
der  Knrve  die  drei  aufeinander  folgenden  Punkte  ab  c 
gemein,  der  mittlere  die  Punkte  bed,  der  folgende  die 
Punkte  ede^  dann  hat  der  gröfste  mit  dem  mittleren  die 
Punkte  b  und  c  gemein,  beide  Kreise  berühren  also  einander ; 
ebenso  hat  der  mittlere  mit  dem  kleineren  die  Punkte  cnnid 
gemein,  also  auch  diese  beiden  berühren  einander.  Obwohl 
also  die  Kurve  die  Kreise  schneidet,  ist  sie  doch  als  Um- 
hüllende der  Kreise  zu  betrachten.  Zeichnet  man  also 
eine  Beihe  aufeinander  folgender  Krümmungs- 
kreise, indem  man  z.  B.  von  der  zweiten  Spirale 
ausgeht,  so  wird  die  erste  Spirale  ausschattiert. 
Dies  ist  nur  ein  besonderer  Fall  der  oben  betrachteten 
Ähnlichkeitsbeziehungen. 

§  211)  Eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  den 
Punkten  der  logarithmischen  Spirale  und  den  zugehörigen 
Krümmungsmittelpunkten  ergiebt  sich  folgendermafsen :  Pund 
P^  seien  Punkte  auf  zwei  beliebigen  Spiralen  einer  Schar^ 
Q  und  Q^  die  zugehörigen  Krümmungsradien,  p  und  p^  die 
zugehörigen  Badii  vectores,  q  und  9^  die  Lote,  welche  bei 
der  Konstruktion  der  Krümmungsmittelpunkte  gebraucht 
werden,  dann  ist  das  rechtwinklige  Dreieck  aus  ^,  p  und  q 
ähnlich  dem  Dreiek  aus  q^j  p^,  q^.  Verbindet  man  jetzt 
die  Krümmungsmittelpunkte  fi  und  /u^  und  ebenso  P  und  P^, 
so  schneiden  die  beiden  Verbindungslinien  einander  recht- 
winklig. 

Ist  nämlich  S  der  Schnittpunkt,  so  hat  Dreieck  f^SP 
bei  P  einen  Winkel  90^  —  (a-f-^j  bei  /w  einen  Winkel 
(a  -|-  dj).*)  Da  aber  die  Dreiecke  Mfz^  (i  und  MPP^  ein- 
ander ähnlich  sind,  so  ist  ^  d  =  dj  [d  und  d^  sind  die 
Winkel  bei  P  und  fj).  Folglich  ist  /S  g^SP  bei  S  recht- 
winklig.   Dabei  ist  PP^  :  /jifij^  =  p :  Mfi  =Pi  :  if^j. 

*)  Oder  umgekehrt. 
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Allgemeiner  folgt:  Legt  man  dnrch  eine  Sehar 
logarithmischer  Spiralen  eine  beliebige  Gerade, 
so  liegen  die  zn  den  Schnittpunkten  gehörigen 
Erümmungsmittelpnnkte  anf  einer  dazn  senk- 
rechten Oeraden. 

Noch  allgemeiner:  Zeichnet  man  in  der  Ebene 
einer  Spiralenschar  eine  beliebige  Enrve,  so 
liegen  die  zu  den  Schnittpunkten  gehörigen 
Erttmmnngsmittelpunkte  der  Spiralen  anfeiner 
ähnlichen  Eurye.  Das  Dimensionsverhältnis 
ist  dabei  durch  das  der  Eatheten  des  recht- 
winkligen Dreiecks  gegeben,  mit  dessen  Hilfe 
irgend  einer  der  Erttmmnngsmittelpunkte  kon- 
struiert wird.  Beide  Gebilde  sind  um  90^  gegen 
einander  gedreht.  Ist  z.  B.  das  eine  Gebilde  ein  Ereis, 
so  ist  auch  das  andere  ein  solcher. 

§  212)  Eine  andere  Folgerung  ergiebt  sich  aus  der  Ahn- 
lichkeitsbeziehung  der  obigen  rechtwinkligen  Dreiecke  folgen- 
dermafsen:  Der  Punkt  /la  sei  Erümmnngsmittelpunkt  fttr 
einen  Punkt  A  einer  Spirale  der  Schar ;  ^^  sei  Erttmmungs- 
mittelpunkt  fttr  einen  Punkt  B  einer  anderen  Spirale  der 
Schar.  Von  dem  Erttmmungskreise  /u^  werde  angenommen, 
er  ginge  durch  Ay  dann  läfst  sich  zeigen,  dafs  fiaA  =  fXaB 
ist,  dafs  also  B  auf  dem  Erttmmungskreise  ^a  liegt.  Die 
rechtwinkligen  Dreiecke  AMfia  Q^d  BMfia  sind  nämlich 
gleichsinnig  ähnlich,  folglich  ist  AB  JL/iaf^hy  folglich  ist  die 
Sehne  AB  des  Ereisbogens  des  Ejümmungskreises  fih  durch 
Ji^q  halbiert,  folglich  ist  fXa  =  f^b' 

Folglich:  Die  Bertthrungspunkte  sämmtlicher 
durch  einen  Punkt  A  gehender  Erttmmungskreise 
einer  Schar  logarithmischer  Spiralen  liegen  auf 
dem  zu  A  gehörigen  Erttmmungskreise  der  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Spirale. 

Sucht  man  also  fttr  eine  beliebige  Spirale  der  Schar 
den  durch  einen  gegebenen  Punkt  A  gehenden  Erttmmungs- 
kreis,  so  konstruiere  man  den  Erttmmungsmittelpunkt  der 
durch  A  gehenden  Spirale  fttr  diesen  Punkt  (wozu  nicht  die 
Spirale  selbst,  sondern  nur  ihr  Schnittwinkel  A  nötig  ist). 
Wo  dieser  Erttmmungskreis  die  gegebene  Spirale  schneidet, 
liegt  der  Bertthrungspunkt  des  nnn  leicht  zu  konstruierenden 
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Erttmmuiigskreifles,  der  doreh  A  geht.  Macht  man  A  zum 
Centrnm  der  InTersion,  so  wird  der  Kreis  /u«  unendlich 
grofs,  d.  h.  eine  Gerade.  Anf  dieser  liegen  die  B^rOhrongs- 
punkte  der  unendlich  grofsen  Erümmungskreise  der  trana- 
formierten  Schar,  d.  h.  die  Wendepunkte  der  Schar  loga- 
rithmiflcher  Doppekpiralen. 

(Dabei  ist  der  Satz  vorausgesetzt,  dafs  durch  jeden 
Punkt  der  Ebene  ein  und  nur  ein  KrtLmmungskreis  jeder 
einzelnen  Spirale  geht.) 

§  213)  Einige  Berechnungen  an  der  Spirale. 
Auch  die  Flächensumme  der  Sektoren  einer  logarithmischen 
Spirale  läfst  sich  ähnlich,  wie  oben  die  Bogenlänge,  be- 
rechnen. Ist  die  Einteilung  der  Spirale  die  obige  regel- 
mäfsige,  und  ist  der  gröfste  Sektor  von  der  Fläche  S^,  so 
giebt  die  Reihe  der  ähnlichen  Sektoren  folgende  Flächen 

%y  Ay  6y 

die  Flächensumme  wird  also 

gy  *y  gy  ^ 

JJS=S^[i+e  *"«+«  *"«+e  *""+,..]  =  5, 


0  gy  ' 

oder  da  f  ttr  sehr  kleines  y  der  erste  Sektor  als  Dreieck 
betrachtet  werden  kann. 


J^S  =  —  pp^Bmy. 


i  — e~*-" 
i  .  i 


^—[^    TT +""21      5r+'"^* 

Der  letzte  Faktor  läfst   sich,   ähnlich  wie   oben  der  ent- 
sprechende,  f  ttr  die  Grenze  umformen  zu  ,  so  daüs  wird 


JS^^'-irPPi^Y 


tana 


^i-x^i—/     2y 
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¥90:  die  Grenze  ist  wieder ^  =  i    imd   p  =pij    also 

wird  die  Gesammtfläche 


1) 


F^j;s=P^. 


So  wird  der  Flächeninhalt  der  Spirale  in  der 
Begel  angegeben.  Dabei  legen  sich  aber  un- 
endlich viele  Sektoren  aufeinander,  und  es  er- 
scheint wünschenswert,  nur  die  einfache  Ring  fläche 
zwischen  den  benachbiurten  Bogen  der  Kurven  zu  berechnen. 

Die  mehrfache  Bedeckung  fällt 
schon  weg,  wenn  man  die  Fläche 
zmschen  zwei  benachbarten  Spi- 
ralen der  Schar  berechnet  Setzt 
man  in  Fig.  116  MP=pj  MQ  =  q, 
so  ist  die  gesuchte  Fläche  des 
Spiralstreifens 


riff.  116. 


2) 


jP  =  £l^tana — ^tana  =  — tan«(p'  —  q^). 


Statt  J/Q  =  9.  fflhre  man  jetzt  ein  MP^=^p^^  was  sioh| 
da  es  sich  ftir  den  Badius  vector  p  um  eine  ganze  Um- 

drehung    — ^n    handelte,    aus    —  =  «*""  =  «*""     als 

p^  =  pe  ^^'^  berechnet.  Demnach  ist  die  Fläche 
der  Spirale,  insofern  sie  die  Ebene  einfach 
bedeckt, 


S) 


J?'=i.tana(p«— pj)  =  ^-tana(i  — e    *""). 


§  214)  Aufgabe.  Welchen  Schnittwinkel 
mufs  die  logarithmische  Spirale  haben,  wenn 
ihre  Normale,  ohne  dafs  sie  die  Kurve  vorher 
schneidet,  die  Kurve  bertthren  soll.  (Problem 
der  Selbstevolute.) 
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Auflösung:  Ist  in  Figur  117  P^  der  Bertthrungs- 
und  zugleich  der  Erttmmungsmittelpunkt,  so  ist  zunächst  im 
rechtwinkligen  Dreieck  PMP^ 


1) 


P 
^^  =  tana, 

Pi 
zugleich  aber,  da  p,  um  in  die  Lage 

Pi  zu  gelangen,  die  Drehung ^ 

machen   muTs,    nach   der   Gleichung 


FIf.  117. 


t« 


2) 

Aus  1)  und  2)  folgt 


P  2tMIO 

Pi 


3n 


e         =  tan  a 


oder  — =  •lg  tan  a,  oder  tan  a .  Hg  tan  a  =  -zr-, 

2tana         ^^  '  ^2 

37t 

Setzt  man  tana  =  Ä,  so  hat  man  xHga  =  -—-j  oder 
•/^Ä*  =  — — ,  oder  auch 

3)  af  =  e^ 

so  dafs  es  sich  um  einen  Sonderfall  der  vielbehandelten 
Gleichung  af^  =  a  handelt 

(Die  Lösung  erfolgt  z.  B.  mittels  gemeiner  Logarithmen 

10  ^^    10  gg 

SO,  dafs  man  xlgx  =  — —  lge  =  2,046665  und  x  =  111,3179 

bildet  und  sich  die  Kurve  y  =  xlgx  fttr  x  =  0,  i,  2,  d,  4, . . . 
konstruiert  denkt,   wobei  sich  ergiebt,   dafs  o;  zwischen  3 

und  4^  liegt  (5*=  27,  4*=  2JÖ).  Die  Probe  mit  x  =  3,6 
TmAx  =  3,7  erfolgt  nach  dem  Augenschein  und  ergiebt, 
dafs  das  erstere  fttr  xlgx  den  zu  kleinen  Wert  2,00268,  das 
letztere  den  zu  grolsen  2,10234  giebt.    Man  verbindet  die 
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gefandenen  Annahenmgspunkte  durch  eine  (Gerade  und  unter- 
sucht, für  welches  «-[-§  die  Ordinate  die  richtige  Höhe 
giebt.  Ans  den  betreffenden  ähnlichen  Dreiecken  folgt 
l'.Ojl:  0,04388 :0j09966,^  also  a?  +  §  =  5,^44  als  Näherungs- 
wert. Die  Probe  mit  ihm  giebt  zu  kleines,  die  mit  3,645 
zu  grofses.  Die  Verbindungsgerade  der  neuen  Punkte  giebt 
auf  demselben  Wege  den  Näherungswert  3,64416,  die  Fort- 
setzung des  Verfahrens  führt  schliefslich  auf  j?  =  tana 
=  3,644174  und  auf  a  =  74^  39'  18",  29.) 

Bemerkungen.  Die  Aufgabe  kann  dahin  verall- 
gemeinert werden,  daij9  man  die  Fälle  untersucht,  wo  die 
Normale  yor  dem  Berühren  die  Kurve  1,  oder  2,  3,  4  . .,  mal 
schneidet  Solcher  Fälle  giebt  es  unendlich  viele.  Für  jeden 
ist  die  betreffende  Spirale  Selbstevolnte. 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dals  jeder  Punkt  P  zu  je  zwei 
solchen  Aufgaben  ftihrt,  denn  in  I^gur  117  kann  man  von  P 
aus  nach  innen  zwei  Tangenten  an  die  Spirale  legen,  die 
sie  vorher  nicht  schneiden.  Dies  hängt  mit  Aufgaben  zu- 
sammen, bei  denen  „ein  Winkel  auf  der  Spirale  reitet''. 
Beitet  ein  Winkel  auf  der  logarithmischen  Spirale,  so  be- 
schreibt seine  Spitze  stets  eine  Spirale  derselben  Schar. 
Diese  kann  die  erste  Spirale  selbst  sein.  Der  auf  der  Seite 
der  wachsenden  p  liegende  Schenkel  des  Winkels  ist  dabei 
stets  der  längere. 

§  215)  Durch  Inversion  vom  M  aus  verwandelt 
sich  jede  logarithmisehe  Spirale  in  eine  symmetrische 
logarithmische  Spirale.  Der  nach  dem  Schnittpunkte  mit 
dem  Inversionskreise  gehende  Badius  vector  ist  dabei  Sym- 
metrieachse. Die  Schar  der  Krtlmmungskreise  geht  dabei 
über  in  die  Schar  der  neuen  Erümmungskreise.  Die  der 
Normalen  verwandelt  sich  in  Kreise  durch  das  Gentrum  M, 
welche  die  neue  Spirale  rechtwinklig  schneiden  und  eine 
Spirale  der  neuen  Schar  ausschattieren. 

Jede  Schar  von  Geraden,  welche  die  Spirale  unter  irgend 
einem  konstanten  Winkel  schneidet,  geht  ebenfalls  in  Kreise 
durch  M  über,  welche  die  neue  Spirale  unter  demselben 
Winkel  schneiden  und  eine  Spirale  der  neuen  Schar  aus- 
schattieren. 

Die  gesamte  Schar  logarithmischer  Spiralen  geht  in 
eine  symmetrische  Schar  über.    Dasselbe  gilt  von  der  Ortho- 
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«g.  118. 
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gonalsobar.  Jeder  beliebige  Radios  des  InTeisionskreises 
kann  dabei  als  Symmetrieachse  ftlr  die  beiden  Gebilde 
dienen.  Jede  quadratische  Einteilung  der  Ebene  dareh 
(symmetrische  bezw.  unsymmetrische)  Spiralenscharen  gebt 
durch  die  Inversion  wieder  in  eiiie  solche  über. 

Durch  Inversion  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene 
aus  erhält  man  zwei  Scharen  von  Bicirkularspiralen  (logarith- 
mische Doppelspiralen),  welche  die  Ebene  ebenfalls  quadratisch 
einteilen.  Dabei  bleiben  die  Krttmmungskreise  mit  gewissen 
Eigenschaften  als  solche  erhalten,  worüber  unten  besonders 
gesprochen  werden  solL 

§  216)  Der  Flächenstreif  zwischen  zwei 
Spiralen  derselben  Schar  ist  ftlr  die  zu  besprechen- 
den Spiralröhrenflächen  von  besonderer  Bedeutung.  Aus  den 
besprochenen  Ähnlichkeitsbeziehungen  folgt,  dafs,  wenn  die 
Spirale  der  M^  (Figur  118)  die  Mittelpunkte  einer  Ereis- 
reihe  enthält,  deren  Radien  zu  den  Radii  vectores  der  M^ 
stets  in  demselben  Verhältnis  stehen,  die  UmhtUlenden  der 
Kreise  stets  Spiralen  derselben  Schar  sind,  die  als  Grenz- 
spiralen des  Streifens  bezeichnet  werden  sollen.  Jede 
Spirale  der  Schar,  die  in  dem  .Streifen  liegt,  durch- 
schneidet sämtliche  der  Kreise  beim  Eintritt 
unter  konstantem  Winkel,  ebenso  beim  Aus- 
tritt (Figur  118.)  Bertlhren  sich  die  in  den  Streifen  ein- 
beachriebenen  Kreise  paarweise^  so  liegen  auch  die 
Berührungspunkte  B^  auf  einer  Spirale  der 
Sehar.  Dazu  werde  angenommen,  dafs  die  Kreise  den 
Punkt  if,  das  Gentrum  der  Spiralen,  ausschUefsen.  (Der 
andere  Fall  kommt  besonders  zur  Sprache.) 

Der  schon  vorbemerkte  Satz,  dafs  die  Spirale  der 
Bertthrungspunkte^«  gegen  die  Grenzspiralen 
um  denselben  Winkel  gedreht  sei,  also  den 
Streifen  isothermisch^,  halbiere,  ergiebt  sich  an 
Figur  119  duQPch  folgende  Überlegung.  Man  lege  von  M 
aus  an  den  Bertihrungskreis  M^  die  Tangente  MW^  und 
benutze  den  mit  MW^  um  3f  gelegten  Kreis  als  Inversions- 
kreis, so  dafs  der  Bertihrungskreis  M^  bei  der  Inversion  in 
sich  selbst  übergeht.  Der  Spiralstreif  geht  dabei  in  einen 
symmetrischen  tiber,  der  denselben  Ejreis  M^  berührt,  und 
zwar    ist    M  M^    Symmetrieachse.      Die    Figur    giebt    die 
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Symmetriebilder  besonders  an.  Die  äaÜBere  Grenzspirale 
übernimmt  in  dem  neuen  Gebilde  die  Rolle  der  inneren,  die 
innere  die  der  äolseren.  Die  Schar  der  gröCseren  BerUhrnngs- 
kreise  verwandelt  sich  in  die  der  kleineren,  die  der  kleineren 
in  die  der  grOfseren.  Die  Spirale  der  Bertthnmgspnnkte 
geht  ttber  in  die  der  Bertthrongsponkte  des  neuen  Gebildes. 
Der  in  Bezug  auf  diese  Spirale  als  äufserer  zu  betrachtende 
Teil  des  Streifens  geht  über  in  den  inneren.  In  der  Figur 
sind  die  neuen  Spiralen  angedeutet.  Sie  schneiden  die  ihnen 
entsprechenden  auf  der  Symmetrielinie  MM^.  Da  das  neue 
Gebilde  dem  ursprünglichen  kongruent  ist,  so  mufste  der 
äufsere  Teil  des  Streifens  von  Anfang  an  dem 
inneren  kongruent  gewesen  sein,  d.  h.  der 
äufsere  Teil  liefs  sich  durch  blofse  Drehung 
mit  dem  inneren  zur  Deckung  bringen. 

Die  Spirale  der  B  war  also  von  vornherein  so  gelegen, 
dafs  ihre  Drehung  bis  in  die  Lage  der  äufseren  Grenzspirale 
genau  dieselbe  Gröfse  hat,  wie  die  Drehung  bis  in  die  Lage 
der  inneren. 

Da  die  Spirale  der  B  bei  der  Inversion  ihren 
Schnittpunkt  E  mit  der  Synmietrieaohse  nicht  geändert 
hat     (sie    ist    die    einzige    bei    der    dies    der    Fall    ist), 

denn  ihr  Bogen  MM^  hat  dieselbe  Gröfse,  wie  das  Bild  des 
Bogens  M^oo,  so  mufs  E  auf  dem  Inversionskreise 
liegen.  Beiläufig  sei  bemerkt,  dafs  die  Berühr nngsspirale 
(der  B)  die  Kreisschar  (im  allgemeinen)  nicht  rechtwinklig 
schneidet  (dafs  die  Badien  M^B^  und  M^B^  nicht  Tangenten 
sein  können,   geht  schon  aus  der  Gleichheit  beider  hervor.) 

Bei  der  Inversion  geht  C^  in  2?^,  -4^  in  L^  über,  aus 
Symmetriegründen  gehen  also  A^C^  und  L^D^  durch  den- 
selben Punkt  Nq  der  Symmetrieluiie  MM^^  und  die  Bogen 
U^C^  und  UqLq  des  Berührungskreises  sind  gleich  groDs. 
Demnach  ist  4-  Cq  A^  L^  durch  Ü^A^  halbiert,  und  da 
4'V^A^T^  =  do^  ist,  gehen  von  A^  nach  M,U^,N^^T^ 
harmonische  Strahlen  aus.  Daher  sind  if,  £/^,  iN^,  T^ 
harmonische  Punkte,  und  die  Polare  V^W^  von  M 
geht  ebenfalls  durch  N^.  Zugleich  ist  deshalb  N^ 
das  Inversionsbild  von  M^. 

Im  A  M^M^M  ist,  wie  aus  der  geometrischen  Reihe 
der  Radien  r  und  der  Vectoren  p  hervorgeht,  Po*Pi=^o'^i> 
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folglich  ist  MB^  Winkelhalbierende.  Dasselbe  gilt  von  dem 
diesem  ähnlichen  Dreiecke  M^ lf_ ^M  n.  s.  w.,  folglich  sind 
die  Winkel  /09 /09  p^i? /i  •  •  •  bei  M  einander  gleich.  Die 
Bertthrungsspirale  wird  also  durch  die  Punkte 
,..S_i,  £.1,  5^,  JS^j,  5j,  i5?j,  5,  ...  in  ähnliche  Bogen 
eingeteilt. 

Dreieck  MA^  M^  enthält  bei  M,  A^,  M^  die  Winkel  d, 
S0^  —  ay€  =  180^  —  d—{90^—a)  =  90^  —  d-^a]  Dreieck 
MC^M^  hat  ebenso  die  Winkel  d,  90^ -{-a,  e^  =180^  — d 
—  {9ö^-{-a)  =  90^  —  d  —  a.  Deshalb  ist  bei  M^  die 
Winkelsamme  e-\-€^  =  i80^—  2d.  Zugleich  ist  jf,  A^MX^ 
=^i80^  —  2d^,  folglich  sind  die  Winkel  6^  und  die  Winkel 
d  Yon  derselben  Gröfse.  Daher  bilden  die  Tangenten  in  A^ 
und  Cq,  bis  zum  Schnitte  Z^  verlängert,  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  A^C^Z^  mit  dem  Winkel  2d  an  der  Spitze.  Die 
Verlängerung  des  Lotes  M^H^  auf  A^C^  geht  durch  den- 
selben Punkt  Z^  und  halbiert  den  Winkel  2d  bei  Z^,  so 
^afs  auch  die  Winkel  d^  den  Winkeln  d  gleich  sind. 

§  217)  Das  rechtwinklige  Dreieck  A^Mfjia  giebt  den 
Erümmungsmittelpunkt  ju«  für  die  Stelle  A^  der  äufseren 
Orenzspirale,  ebenso  giebt  ^  Cq  Mfu  den  Erümmungsmittel- 
punkt fii  der  inneren  Grenzspirale  für  die  Stelle  C^.  Ver- 
bindet man  die  Punkte  A^  und  C^,  wo  der  Kreis  M^  die 
beiden  Krttmmungskreise  ^a  und  fn  bertthrt,  mit  einander,  so 
geht  ^0^0  durch  den  inneren  Ähnlichkeitspunkt  J 
der  beiden  Krttmmungskreise.  Dabei  ist  A^J^x^fiafH^ 
Nach  den  Eigenschaften  des  Ähnlichkeitspunktes,  ebenso  auf 
Grund  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  A^fiaJ^  und  C^^iiJ^ 
(aus  d^  und  90^)  ist  (JtaJo'hiJu^'Qa'Qi^qa'qi^  folglich 
ist  ^(.fiaiif^i  durch  MJ^  halbiert.  Da  aber  die  rechten 
Winkel  A^MiHa  und  C^Mm  um  2d  gegeneinander  gedreht 
sind,  so  ist  auch  j(.Ua^f^i=  ^^  und  die  Winkel  d^  bei  M 
stimmen  mit  den  Winkeln  d  üBerein.  Dies  ergiebt  sich 
auch  aus  anderen  Winkelbetrachtungen.  Folglich  ist 
^-N^MJ^  gleich  90^. 

Daraus  folgt  erstens,  dafs  J^  Krttmmungsmittel- 
punkt  der  durch  N^  gehenden  Spirale  der  Schar  ist, 
die  demnach  die  Gerade  «/^iV^  orthogonal  schneidet, 
zweitens,  dafs  die  von  M  aus  nach  A^N^C^J^  ge- 
zogenen    Strahlen     harmonische,     die     genannten 

HolimftlUr,  Btoreometrl«  m.  17 
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Punkte  ebenfalls  harmonische  sind.  Durch  N^  geht 
also  auch  die  Polare  ^o^o  ^^^  Punktes  J^  in  Bezug^ 
auf  den  Kreis  Jf^,  d.  h.  die  Bertthrungssehne  des  um 
J^  gelegten  Orthogonalkreises. 

Da  dieser  Orthogonalkreis  bei  der  oben  besprochenen 
Inversion  in  einen  gleich  grofsen  und  gegen  MM^  sym- 
metrisch liegenden  ttbergeht,  so  geht  auch  dieser. Kreis 
durch  Eq,  Der  neue  Orthogonsdkreis,  als  Inyersionskreis 
betrachtet,  verwandelt  den  Krtlmmungskreis  f^a  in  den. 
Krtlmmungskreis  ju^,  alle  drei  gehören  lüso  einer  Schar  an, 
und  zwar  ist  der  Ringstreifen  zvrischen  den  Kreisen  /u«  und 
fii  durch  jenen  isothermisch  halbiert  Der  Inversionskrei» 
um  Jq  verwandelt  den  Kreis  M^  ebenfalls  in  sich  selbst, 
woraus  sich  weitere  Beziehungen  ergeben. 

Die  Krttmmungsmittelpunkte  der  Spiralschar 
längs  der  Geraden  A^J^  liegen  sämtlich  auf  der 
Geraden  ^afMj  welche  daher  durch  die  Spirale  der  J 
rechtwinklig  geschnitten  wird.  Die  Orthogonalkreise 
um  M  und  J^  schneiden  sich  nicht  nur  im  Punkte  E^  sondern 
auch  im  Punkte  Eq  der  Geraden  MM^. 

Beiläufig  ergiebt  sich  bei  diesen  Betrachtungen,  dafs- 
M^lia^M^lii  ist. 

Bei  der  erstgenannten  Inversion  mittels  des  Kreises  xxm 
M  ging  B^  in  6r^,  B^  in  F^  tlber,  aus  Symmetriegrllnden 
ist  also  Bogen  u^G^  =  UqB^.  Die  von  B^  nach  M^ü^y. 
Bq,  T^  gehenden  Strahlen  müssen  also  (ebenso,  wie  die  von 
Aq  ausgehenden)  harmonische  sein,  d.  h.  die  Gerade  B^B^ 
mufs  durch  Nq  gehen.  Dafs  diese  Gerade  auch  durch 
den  äufseren  Ahnlichkeitspunkt  der  Kreise  1^  und  JC-l 
geht,  sei  beiläufig  bemerkt. 

Die  Punkte  N^  und  E^  sind  also  von  besonderer 
Bedeutung  und  werden  später  mehrfach  zur  Sprache 
kommen.  Durch  N^  gehen  die  Geraden  MM^yV^W^j 
K^S^jB^B^y  L^D^yA^C^y  die  A^C^  rechtwinklig  schnei- 
dende Spirale  und  ihr  Krtlmmungskreis;  durch  E^ 
gehen  die  Gerade  MM^^  der  Orthogonalkreis  um  Jf, 
der  Orthogonalkreis  um  J^  und  die  Spirale  der  B. 
Dazu  treten  noch  gewisse  Spiegelbilder  (Inversions- 
bilder). 
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§  218)  Die  Tangenten  der  Spiralenschar  längs 
eines  Radius  rector  sind  parallel.  Dies  gilt  z.  B.  von  MM^. 
Da  nnn  die  Spiraltangente  in  N^  senkrecht  zu  ^^C^  ist,  so 
ist  auch  die  Spiraltangente  in  M^  senkrecht  zu  A^C^^ 
und  da  sie  durch  Z^  geht  und  ^ZM^M=a  ist,  so 
mufs  JM^  das  Lot  auf  J/if^  durch  Z^  gehen.  Dabei 
wird  nämlich  3/^^^  =  /,  d.  h.  gleich  dem  Spiralbogen 
von  M  bis  M^. 

{MqAqZqM    ist     ein     Sehnenviereck.      Setzt    man 

j(.JUqAqM  =  Xj  so  folgt 

TT  T 

sin<I  =  sinx-^  =  cosa--^,  also  Mf.Zf.  =  —^^ 

Po  Po  "    "        smd 


••o       Po  _    Po 


cos  a    T^        cos  a 


=i) 


Gleichzeitig  ergiebt  sich  folgender  bemerkenswerte  Satz: 
Legt  man  um  einen  beliebigen  Punkt  M^  der 
Ebene  einer  Spiralschar  eine  Schar  konzentri- 
scherKreise,  so  bertthrt  jeder  yon  diesen  zwei 
Spiralen  der  Schar,  die  Tangenten  in  den  Be- 
rührungspunkten aber  bilden  ein  Strahlen- 
bllschel  durch  einen  Punkt  Z,  der  auf  der  Evol- 
vente der  durch  M^  gehenden  Spirale  liegt 
Die  Berührungspunkte  liegen  auf  dem  Kreise  mit  dem  Durch- 
messer MqZ^. 

Der  Leser  lege  sich  selbst  zurttck,  was  geschieht,  wenn 
Tangenten  an  die  Kreise  nicht  möglich  sind.  Ebenso  bilde 
er  den  Umkehrungssatz,  der  sich  über  ein  Strahlen- 
bflschel  durch  einen  Punkt  Z  aussagen  läfst.  Damit  läfst 
sich  auf  die  Steinerschen  Untersuchungen  ttber  das  Schneiden 
unter  konstantem  Winkel  ein  neues  Licht  werfen. 

§  219)  Die  Radien  der  Bertthrungskreise  des 
Spiralstreifs  bilden  eine  geometrische  Reihe.  Am  Dreieck 
M^  ^iM  erkennt  man,  dafs  der  Quotient  dieser  Reihe  mit 
dem  Winkel  y  zusammenhängen  mufs.  Sind  p^,  r^  und  a 
gegeben,  so  läfst  sich  der  Wii^el  y  nur  auf  transscendentem 
Wege  bestimmen,  ebenso  der  Quotient  x  der  geometrischen 
Reihe. 

17* 
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Man  setze  im  Dreieck  M^M^M  ^e  Geraden  MM^  =  p^, 
MM^  =p^=xp^^  M^B^=r^,  M^B^  =  r^^  was  gleich  xr^ 
wird,  da  MB^  oder  w  die  Winkelhalbierende  ist  Nach 
bekanntem  Satze  ist  die  Winkelhalbierende  aas  den  Dreiecks- 
selten  mittels  der  Formel 


w^ 


--['-(ttt)T=-4'-(^)1 

zn  berechnen,  was  sich  vereinfacht  za 

1)  w'^  =  x{pl  —  rj). 

Femer  ist  nach  derselben  Fonnelgmppe,   wenn   man  /  als 
Unbekannte  mit  $  bezeichnet, 


cosg  =  -}/-^+*  +  ')  (-a  +  ft  +  ^) 


2   ^  6c 

w=^^^Vbc{a-^b^c)  (-a  +  6  +  c), 

also 

w     2bc 

cos  §         b-\-c 
nnd  daher 

2)  u,=   ^PoPi    cosg=    ^P^'^'P^    eosg  =  jg^cosg. 
Ans'l)  nnd  2)  folgt 

.^_^— COS  §  ===  J?  (po  —  »"o) 
oder 

3)  4pl  J?  cos  g  =  (i  +  d?)«  (;>?  —  rj). 


Hier  ist  aber  x  =  —  =  ^  *"  " ,  also  g  =  — -  tan  a  Igx. 

Po  ^ 


*)  y ergL  z.  B.  Method.  Lehrbuch  der  £1.  Math,  des  Verfassers,  II. 
Seite  20  imd  21. 
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Durch  Einsetzung  dieses  Wertes  in  3)  erhält  man 

4pl X 006  f  —  tan  a *lgx\  =  (i  -|- a?)"  {p\  —  rj) 
oder 
4)  2^^  cos  ^Y  iAnalgx^  =     "}l^  ^pl—rl 

Ans  dieser  Gleichung,  die  neben  x  nnr  die  gegebenen 
Stücke  j?Q,  r^  nnd  a  enthält,  ist  ftir  numerisch  gegebene 
Werte  x  nach  den  üblichen  Annähenmgsmethoden  zu  be- 
stimmen.    Eine  aUgemeine  Lösung  ist  nicht  durchführbar. 

i  • 

JsXx  bestimmt,  so  ist  auch  $  =  — tan  a  Igx^  d.  h.  der 

Winkel  y  leicht  zu  berechnen. 

Man  wähle  ein  Beispiel  mit  a  =  i5^,  also  tan  a  =  i. 

WiU  man  direkt  auf  ^  =  y  gelangen,  so  kann  *  man 
statt  4)  schreiben 

4*)  2p,  cos S  =  C"*^+  r  '^^)  Vpl  -  rl 

Damit  ist  der  Quotient  der  Reihe  der  Radien  . . .,  ^.  i, 
Qqj  ^^, ...  als  erledigt  zu  betrachten. 

(Auch  in  das  gleichschenklige  Dreieck  A^C^Z,  kann 
man  Berührungskreise,  die  sich  an  den  Kreis  M^^  anschliefsen, 
einzeichnen.  Ihre  Reihe  hat  aber  einen  anderen  Quotienten, 
es  ist  nämlich 


Tq  Z+rp  cosa    '     ^  Po  4"  ^o  ^^^ ^ 

r    ~  l  —  r,  ~    Po         ^    ~  Po  —  r,eo8a' 

cosa        ° 

Wickelt   man   die   Länge  Mt,Zt,  =  l=^    ^^     auf  den 

^        ®    "  cosa 

Spiralbogen  M^M  auf,  so  geht  daraus  hervor,  dafs  die 
einzelnen  Bogen  wie  M^M^  ebenso  lang  sind,  wie  die  ent- 
sprechenden auf  der  Geraden  M^Z,  liegenden,  dafs  aber  aua 
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diesem  Grande  die  gerade  Linie  M^  M^=r^-\-  r^  hier  kleiner 
ist,  als  dort  Mq  M[  =  r^'{'  ri 

Die  Abnahme  der  Ereisradien  ist  also  bei  der  Spirale 
eine  stärkere,  als  beim  Dreiecke.) 

Selbstverständlich  kann  man  zur  obigen  Berechnung  auch 
das  Dreieck  MBB^  benutzen.  Um  die  Sätze  über  die 
Winkelhalbierenden  zu  yermeiden,  schlage  man  folgenden 
Weg  ein.    Man  hat  zunächst  die  Gleichungen 

y__  L_ 

MB^  =  e'^\ME=e'^\y  pl  —  rl 

y  _J_ 

MB^  =  e'^\ME=e'^\y  fl  —  rl 

Aufserdem  ist  im  Ereisviereck  MB^M^B^  nach  dem 
Ptolemäischen  Satze 

MM,.B,B^  =  MB,r,^MB,,r, 
oder 

p^.B^B^=T,(^MB^^MB^). 

Fernerfolgt  aus  dem  Dreieck  i/^jÄ^-B,^,  dafsÄ^-B^=  :?r^  cosy 
ist.    Demnach  wird 

MB^  +  MB.  =  ^2r^^  cos  y  =  2p^  cos §. 

Es  ist  aber  auch  nach  obigem 

/  _i_        -_L_\  , 

und  daher  ist  §  =  y  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung 

2p,cos§  =  U*"«+«     *"VVyJ-rJ, 

die  mit  der  oben  gefundenen  übereinstimmt  und  ihre  Richtig- 
keit bestätigt. 

§  220)  Konstruktion  der  mafsgebenden  Figur. 
Will  man  die  Figur  118  aus  den  gegebenen  Stücken  p^,  r^,  a 
konstruieren,  so  zeichne  man  zunächst  MMq=p^  und  den 
Kreis  M^  mit  Radius  r^.  An  MM^  lege  man  in  M^  nach 
der  einen  Seite  den  ^a  an  und  errichte  auf  M^M  ia  M 
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«in  Lot,  welches  mit  dem  freien  Schenkel  von  a  den  Schnitt 
JZq  nnd  damit  die  Länge  M^  Z^  der  Mittelpunktsspirale  giebt. 
Die  von  Z^  ans  an  den  Kreis  gelegten  Tangenten  geben 
^e  Bertthmngspankte  A^  nnd  C^  der  Grenzspiralen.  Mit 
Hilfe  der  rechtwinkligen  Dreiecke  ^^  i/^a  imd  C^if/u^  iSndet 
man  die  genannten  Ertimmnngsmittelpnnkte,  die  auf  A^M^ 
nnd  MqCq  liegen.  A^C^  giebt  das  Lot  A^J^^  anf  ^^l^.  Die 
Kreistangente  MW^  giebt  einen  nm  M  zu  legenden  Oriho- 

gonalkreis  ^^o'  ^^^  ^^^  ^^o  ^^^  Punkt  E^  bestimmt, 
während  der  Schnitt  der  Geraden  A^^C^  und  Mm^  schon 
Torher  den  Punkt  N^  gegeben  hat,  durch  den  die  Gerade 
W^V^  geht 

Ftlr  eine  blofse  Veranschanlichungszeichnung  reicht  es 

hin  z.  B.  den  Krttmmungskreis  ii«  durch  A^  zu  legen,  der 

nach   aufsen  hin  so  lange  auf  der  zu  zeichnenden  Spirale 

bleibt,   dafs   man   z.  B.    einen  Spiral-Sektor  von  etwa  ö^ 

(von  MAq  nach    einem    so    weit    gehenden  MAq  hin   zu 

messen)  als  Grundlage  für  die  Spiralkonstruktion  benutzen 

kann.    Statt  dessen  kann  man  irgend  ein  p^  mit  Hilfe  von 
r 

—  =  «**""  für  ein  beliebiges  y  logarithmisch  berechnen  und 

dann  mit  möglichster  Genauigkeit  für  die  Konstruktion  der 
Spirale  benutzen.  Diese  sehneidet  man,  da  alle  Spiralen 
der  Schar  kongruent  sind,  zweckmäfsig  als  Schablone  aus 
nnd  befestigt  sie  mit  einer  Heftzwecke  bei  M  so,  dafs  sie 
nm  diesen  Punkt  drehbar  ist  Dann  lassen  sich  alle  Spiralen 
leicht  in  die  Figur  eintragen.  Durch  E^  z.  B.  legt  man  die 
Spirale  der  £,  durch  M  die  Spirale  der  Mittelpunkte  itf«. 
Die  erstere  giebt  B^  und  B^.  Die  Geraden  M^B^  und 
M^B^  geben  auf  der  Mittelpunktsspirale  die  benachbarten 
Mittelpunkte  M^  nnd  if^i.  So  hat  man  fortzufahren.  Die 
angegebenen  Sätze  geben  ftir  die  Genauigkeit  der  Zeichnung 
die  beste  KontroUe. 

Dafs  die  Konstruktionen  zum  Teil  nur  Annäherungs- 
konstruktionen sind,  liegt  in  dem  transscendenten  Charakter 
der  Spiralen. 

§  221)  Die  Berechnungen  erfolgen  in  ähnlicher  Weise* 
Einige  Resultate  seien  angegeben  bezw.  zusammengestellt» 


264    IV.  Verallgemeiiierte  BOhrenilftehen  a.  ihre  LiTenioiiByerwaiidteii. 

1)  AMMqAq  giebt  den  spitzen  Winkel  3  mittels  de» 

Sinnssatzes,    so  dafs  sin  d  =  —  cos  a    ist.      Daraus    folgi^ 

Po  l 

j^e=i80—[d-\-(90^—a)]  =  90^—d-^a;    AMM^C^ 

giebt   dasselbe   d   nnd   ^(,€^  =  90^  —  8  —  a.     Ans   beiden 

sin  6  sin  € 

Dreiecken  folgen  P^  =  Po  ^j^ >  Po.  =  Po  -^• 

2)  Ans  A  -4^  M^  C^  folgt  A^  C^  =  2r^  cos  d. 

3)  Ans  A  A^  Mfia  nnd  C©  ^f^  ^^^S^  ?»  =  ^^  bezw.  Q{ 

=  ^^.    Ans  M^fXa  =  M^fu  ergiebt  sich  ^a  — »-q  =  ft  +  »•<> 
oder  2r^  =  ^a  — ?<. 

4)  AA^J^fig  nnd  AC^J^iii  geben  /m« ./o  =  ?« sin <J, 
A«<'^=?<8ind,  iUo^i  =  (^a  +  ?<)8m^. 

5)  Es  bestehen  die  Proportionen 

?a  :  p<  =P-A^  :pci,=  sin«  :  sinc^  =  il^-^^j :  C^J^  =  il^iV;^ ;  N^C^ 

n.  s.  w. 
Demnach  ist 

n.  s.  w. 

Q)  MWI=pI  —  tI  =  MN^  ,  j>,   also    MN^  =  P''~\ 

.       Po 

-(Po-r,)-.     Also-^---^. 

7)  Fttr  gewisse  Fälle  ist  es  wünschenswert,  diese  Ans- 
drücke  anf  die  drei  gegebenen  Stttcke  z.  B.  anf  p^y  r^,  a 
znrttckznfOhren.    Dabei  geht  z.  B.  ttber 
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sin 6  .        mn{90^—(d  —  a)]  cos (d  —  a) 

cos<)coBa-|- sin<^8ina  r    ^*  i     •     i 

""^^ Skd ""^«  [cot(icoBa  +  sin«]. 

Nun  ist  aber 

^.      cosd      Vi  —  sin*rf      l/     i  T 

cotö  =  -^— =  = j— 5 — =y  -;-ä^ — i 


sind  sind  '    sin^d 


=/ 


_-^5 i  = ^po  — »•ocos*«. 

rjcos^a  r^cosa 

Demnach  wird 

l>^=Po  [— ^i>o  — ^?cos«a4-  Sinai 

=  —  \y  pl  —  rl  cos^  a  +  r^j  sina], 
nnd  ebenso 

pc.  =  —  r  Po  —  »"oeos*«  —  r^ sin«], 
also 

l^AoH-  POo  =  —  ^Po  —  rl  cos^ a. 
Femer  wird 
^oCo=^ro  eosd=2r,/iI7^^^^ 

^  V     Po      /         J>0 

Der  später  auftretende  Ausdruck  cosd(p^-(-pco)  ver- 
wandelt  sich  in 

—  (po  —  rjcos^a). 

Diese  Formeln  werden  aber  teilweise  etwas  umständlich. 
Eine  Beihe  davon  wird  bei  den  späteren  Untersuchungen 
Anwendung  finden. 

§  222)  Verschiedene  Entstehungsarten  der 
logarithmischen  Spiralröhrenfläche.  Die  erste 
Entstehungsart  war  schon  im  Anfang  des  Kapitels  angegeben: 
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a)  Eine  Engel  mit  veränderlichem  Kadins 
bewege  sich  so,  dafs  der  Mittelpunkt  auf  einer 
logarithmischen  Spirale  wandert,  wobei  der 
Badins  der  Engel  nnd  der  Radius  vector  ihres 
Mittelpunktes  stets  in  demselben  Verhältnis 
bleiben  sollen.  Die  Umhttllungsfläche  der 
sämtlichen  Engeln  ist  die  zu  untersuchende 
Röhrenfläche. 

Zwei  unendlich  benachbarte  der  Engeln  schneiden  sich 
in  einem  Ereise,  der  normal  zur  Symmetrieebene  der  Fläche, 
im  allgemeinen  aber  nicht  normal  zur  augenblicklichen 
Bewegungsrichtung  seines  Mittelpunktes  steht.  Für  die 
Grenze  liegt  dieser  Schnittkreis  auf  der  Spiralröhrenfläche. 
Die  Fläche  besitzt  also  unendlich  viele  Ereisschnitte.  Jeder 
dieser  Ereisschnitte  ist  normal  zur  augenblicklichen  Be- 
wegungsrichtung des  Mittelpunktes  der  Engel,  denn  M^H^ 
in  Figur  118  ist  normal  zu  A^  C^,  Die  zweite  Entstehungs- 
weise ist  also  folgende,  allerdings  umständlicher  zu  be- 
schreibende : 

b)  Ein  Ereis,  dessen  Ebene  stets  normal  zu  der 
Ebene  stehen  soll,  die  zur  Bewegung  seines  Mittel- 
punktes dient,  habe  veränderlichen  Radius,  dessen 
Länge  in  konstantem  Verhältnis  zu  dem  Radius 
vector  seines  Mittelpunktes  in  Bezug  auf  einen 
gegebenen  festen  Punkt  M  stehen  soll.  Sein  Mittel- 
punkt {Hq)  soll  sich  auf  einer  logarithmischen 
Spirale  von  gegebenen  Schnittwinkel  a  bewegen, 
die  M  zum  Centrum  hat,  eben  so  alle  Punkte  des 
Durchmessers  ^4q  Cq,  in  dem  der  Ereis  die  Ebene 
jener  Spirale  schneidet. 

Man  denke  sich  in  den  Orenzpunkten  {A^^  C^)  dieses 
Durchmessers  Normalen  der  Spiralen  gezeichnet,  auf  denen 
sie  sich  bewegen.  Dann  geben  diese  einen  Schnittpunkt  M^^ 
der  sich  ebenfalls  auf  einer  Spirale  jener  Schar  bewegt. 
Der  Ereisschnitt  steht  stets  normal  zur  augenblicklichen 
Bewegungsrichtung  dieses  Punktes  M^. 

Dazu  ist  noch  folgendes  zu  bemerken:  Auf  Figur  118 
ist  eine  Spirale  der  Punkte  Jq  gezeichnet.  Diese  Punkte 
Jq  sind  Erümmungsmittelpunkte  der  Spirale,  die  durch  einen 
gewissen   Punkt  Nq   geht.    Dieser  Punkt   wird   durch   die 
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Oerade  M^M  auf  A^C^  bestimmt.  Durch  ihn  geht  die 
Spirale,  die  den  Kreisschnitt  A^  C^  normal  schneidet,  und 
diese  ist  Evolvente  zur  Spirale  der  J,  Die  Ebene  des 
bewegten  Kreises  steht  stets  normal  zur  augen- 
blicklichen Bewegungsrichtung  dieses  Punktes  N^^j 
sie  berührt  stets  den  Cylinder  der  Spirale  der  J^» 
von  dessen  Mantel  sie  sich  abwickelt. 

Die  Bewegung  des  Rreisschnittes  mit  ver- 
änderlichem Radius  kann  also  auch  dahin  definiert 
werden,  dafs  seine  Ebene  sich  von  dem  Mantel 
«ines  Cylinders  abwickeln  soll,  der  senkrecht 
zur  Grundrifsebene  steht  und  diese  in  einer  ge- 
gebenen logarithmischen  Spirale  (der  JJ  schneidet; 
dabei  aber  soll  derjenige  Punkt  iV^,  der  mit  dem 
Berührungspunkte  J^  und  mit  C^  und  A^  eine  har- 
monische Punktgruppe  bildet,  in  der  er  J^  zu- 
geordnet ist,  mit  der  Tangente  «7q^^  fest  verbunden 
sein,  sich  also  senkrecht  gegen  die  augenblick- 
liche dieser  Tangente  bewegen.  Alle  anderen 
Punkte  des  Kreisschnittes  aber  sollen  sich  so  be- 
wegen, dafs  ihre  Entfernung  von  N^  stets  propor- 
tional zur  veränderlichen  Entfernung  J^N^  (oder 
auch  zu  N^Vi)  bleibt.  Das  letztere  kann  noch  eingehen- 
gehender präzisiert  werden. 

Eine  dritte  Entstehungsart  ergiebt  sich  folgendermafsen: 
Die  Kugel  M^  in  Figur  118  hat  in  Bezug  auf  M  einen 
Tangentenkegel  V^  W^  M.  Eine  der  Kegelgeraden  liegt  so, 
dafs  ihre  Projektion  als  MN^  erscheint  Diese  der  Kegel- 
geraden und  ihr  unterhalb  liegendes  Symmetriebild  sind  die 
einzigen,  die  den  Kreisschnitt  A^  Cq  berühren.  Die  obere 
bildet  mit  der  Grundrifsebene  einen  Winkel,  der  gleich 
^NqMWq  ist.  Bewegt  sich  nun  die  Kugel  in  der  vor- 
geschriebenen Weise,  so  bleibt  die  sich  mit  drehende  Kegel- 
gerade Tangente  der  Kugel.  Ihre  Länge  nimmt  dabei  so 
zu  oder  ab,  dafs  sie  zu  der  des  Kugelradius  in  demselben 
Yerhältnis  bleibt.  Weil  aber  der  Neigungswinkel  N^MW^ 
stets  derselbe  bleibt,  bewegt  sie  sich  stets  auf  einem  Kegel, 
dessen  Achse  in  M  normal  zur  Symmetrieachse  steht.  Diesem 
Kegel  gehört  auch  der  Mantel  an,  auf  dem  sich  das  Sym- 
metriebild der  Geraden  bewegt  (unterer  Kegelmantel).  Auf 
diesem  Doppelmantel  bewegen  sich  die  beiden  Kugelpunkte, 
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die  N^  zur  Projektion  haben,  anf  symmetrischen  Loxodromen 
des  Kegels.    Die  Entstehnngsart  ist  also  folgende: 

Eine  Engel  bewege  sich  als  Bertthrnngskngel 
von  veränderlichem  Badins  in  dem  änfseren  Mantel- 
ranme  eines  senkrechten  Ereiskegels  so,  dafs  die 
Bertthrnngspunkte  auf  symmetrischen  Loxodromen 
des  Kegels  wandern.  Die  umhüllende  Fläche  sämt- 
licher dabei  entstehender  Kugeln  ist  die  logarith- 
mische Spiralröhrenfläche. 

Diese  Erklärung  ist  die  anschaulichste  und  kürzeste. 
Jede  der  drei  Entstehungsweisen  bringt  eine  gewisse  Reihe 
von  Eigenschaften  der  Fläche  zur  Kenntnis.  Der  hier  be- 
sprochene Kegel  soll  der  Berühungskegel  der  Fläche 
heifsen,  die  Loxodromen  der  Bertlhungspunkte  sollen  (zum 
Unterschiede  von  der  Bertthrungsspirale  der  Punktet 
der  Symmetrieebene)  als  die  Berührungsloxdromen 
bezeichnet  werden.  Zu  beiden  gehört  als  Projektion  die- 
Spirale  der  N. 

§  223)  Die  Bewegungskuryen  der  übrigen 
Kreisschnittspunkte  sind  ebenfalls  Kegelloxo- 
dromen,  jedoch  solche  anderer  Kegel.  Jede  Verbindungs- 
linie eines  solchen  Punktes  mit  M  behält  nämlich  während 
der  Bewegung  ihre  Neigung  ge^en  die  Symmetriebene  bei, 
bewegt  sich  also  anf  dem  Mantel  eines  Kegels,  der  im  all- 
gemeinen die  Spiralfläche  in  solchen  Kurven  schneidet,  von 
denen  je  zwei  symmetrisch  sind,  je  zwei  perspektivisch  zu 
einander  in  Bezug  auf  M  sind.  Jeder  solche  Kegelmantel 
schneidet  die  Fläche  in  allen  Windungen,  die  unendlich  zahl- 
reichen Schnittpunkte  jeder  seiner  Geraden  liegen  aber  auf 
einer  der  vier  Kurven.  Die  Sondenälle  des  paarweisen 
Zusammenfallens  für  die  Grenzspiralen  und  für  die  den 
Punkten  N  entsprechenden  Loxodromen  (Berührungsloxo- 
dromen)  liegen  auf  der  Hand. 

In  der  Projektion  auf  der  Grundrifsebene 
erscheinen  alle  diese  Bewegungskurven  (wie 
schon  angedeutet)  als  logarithmische  Spiralen; 
sie  sind  also  zugleich  Loxodromen  senkrechter 
Gylinder,  welche  die  logarithmischen  Spiralen 
zur  Grundlinie  haben,  d.  h.  „Schraubenlinien^ 
von   konstantem   Steigungswinkel  v.    Ist   dem- 
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nach/  dieLänge  einer  logarithmischen  Spirale 

von  einem  ihrer  Pankte  bis  zum  Centrnm  M^  so 

ist  die  Länge  der  zugehörigenBewegungsknrve 

l  p 

r  = = ,   wenn  p  der  entsprechende 

cos  V      cos  a .  cos  v  ^ 

Radius  vector  der  Spirale  ist. 

§  224)  Die  höchste  und  die  niedrigste  der  Be- 
wegungsknryen  sollen  in  dieser  Hinsicht  berechnet  werden. 
Sie  gehören  zu  dem  Punkte  H^  der  Figur  218.  Dieser  liegt 
in  der  Höhe  r^  cos  d  oder  H^  Hq  tlber    der  Grundrifsebene. 

Die  Länge  der  entsprechenden  Spirale  ist  l  =  —^ — -   Dabei 

berechnet  sich  B^^  M  als  Mittellinie  des  Dreiecks  M  A^  C^ 

nach  der  Formel  <i  =  4"  /26«+2<j«  — a«  als 

wobei  die  Gröfsen  ^a^i  Pcq,  ^o  ^o  ^^^^  §  221  durch  die 
gegebenen  Gröfsen  p^^,  r^,  a  auszudrucken  sind.  Es  ist 
nämlich 

PAo  =  -r  [^^  —  rl  cos*  a  +  r^j  sin  a], 

0 


i>o 


Poi»  =  -^  [y  pl  —  rl  cos*  a  —  r,  sm  a], 


»•o 


2r. 


A,C,  =  2r,coBd=-^Vpl  —  rUoB*a. 

Po 

Denkt   man   sich   den   betreffenden  Spiralcylinder  zur 

MIT 
Ebene  aufgerollt,  so  wird  die  Spirale  zur  Geraden />= -, 

die  Bewegungsknrve   zur  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks,  und  da  die  Kathete 


Po 
ist,  so  ist  die  Länge  der  Bewegungskurve 


^    Vcosa/    ' 


_.2 

7 
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wo   die   entsprechenden  Werte  einzusetzen  sind.    Der  kon- 

H.   H' 

stante  Steigungswinkel  v  berechnet  sich  ans  tan  v=   J?  ^^ ^ 

l  0 

oder  ans  cos  y  =  -17-.    (&  stimmt  also  nicht  etwa  mit  dem 

Steigungswinkel  d  der  Kegelgeraden  H^  Z^  ttberein.  Es 
sind  eben  von  den  Bewegungskurven  verschiedene  Kurven, 
die  noch  zu  besprechenden  Krtlmmungslinien  zweiter  Art, 
deren  Gefälle  mit  denen  der  Kegelgeraden  übereinstimmt. 
Auch  die  Bewegungskurven,  die  über  den  Punkten  M^ 
schweben,  zeigen  andere  Steigungswinkel,  denn  sie  passieren 
nicht  den  höchsten  Punkt  des  Sjreisschnittes,  schneiden  diesen 
auch  nicht  rechtwinklig,  H^  gehört  nicht  zu  der  durch  M^ 
gehenden  Spirale.) 

In  entsprechender  Weise  kann  für  jede  der  Bewegung»- 
kurven  der  Steigungswinkel  berechnet  werden.  Man  hat 
nur  die  Länge  der  betreffenden  Spirale  zu  bestinmien  und 
die  Höhe  des  Ejreisschnittpunktes  tlber  der  Grundrifsebene 
zu  berechnen. 

§  225.  Die  Krümmungsradien  der  Bewegungs- 
kurven bestimmen  sich  folgendermafsen.  Der  Krümmungs- 
radius des  spiralischen  Cylinders  ist  ^  =  -?—^  wenn  p  der 

Badius  vector  des  betreffenden  Spiralpunktes  ist.  Man 
denke  sich  den  entsprechenden  Krümmungscylinder  ge- 
zeichnet und  auf  ihm  in  dem  zu  untersuchenden  Punkte  des 
Kreisschnittes  eine  „Schraubenlinie''  vom  Steigungswinkel  v 
angebracht,  der  nun  als  konstant  vorausgesetzt  wird.   Diese 

Schraubenlinie  hat  den  Krümmungsradius  ^'=  —  y-»   iind 

dieser  ist  zugleich  der  der  untersuchten  Bewegungskurve 
an  der  betreffenden  Stelle.  Allgemein  ist  demnach 
der  Krümmungsradius  der  Bewegungskurve 

sm  c  cos*  V 

so  dafs  er  proportional  dem  betreffenden 
Badius  vector  der  Grundrifsspirale  und  um- 
gekehrt proportional  dem  Quadrate  vom 
Cosinus  des  Steigungswinkels  ist. 
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§  226.  Die  beiden  Scharen  von  Erflnimnops- 
linien  der  SpiraIrChrenfläche  sind  die  Ereisschnitte 
nnd  deren  orthogonale  Enrrenschar  auf  der  Fl&che. 
Die  Gründe  branehen  hier  nicht  wiederholt  za  werden.  Die 
Tangenten  der  zweiten  Schar  Ifings  eines  Ereissohnittes 
treffen  sich  attmtlich  in  der  Spitze  des  za  diesem  gehfirigen 
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Kegels,  wo  sie  im  allgemeinen  die  Symmetrieebene  durch- 
stofsen.  Wird  diese  als  Grnndrifsebene  betrachtet,  so  ist  die 
Projektion  des  Systems  leicht  zu  zeichnen,  d.  h.  mit  beliebiger 
Annähemng  zn  konstruieren,  was  in  Figur  119  geschehen  ist. 
Die  Berührungspunkte  des  Kreises  M^  geben  die  Pro- 
jektion des  Kreisschnittes  Äq  C^,  deren  Verlängerung  Tan- 
gente der  Spirale  der  J  ist.  Nach  Zeichnung  dieser  Spirale 
sind  ihre  Tangenten  konstruiert,  die  unter  demselben  Winkel  y 
aufeinander  folgen.  Dies  geschieht  bequem  mit  Hilfe  eines  Teil- 
kreises I,  der  um  M  geschlagen  und  in  entsprechender  Weise  ein- 
geteilt wird.  Die  von  den  Teilpunkten  nach  M  gehenden  Radien 
geben  auf  der  äufseren  (oder  inneren)  Grenzspirale  die  be- 
treffenden Punkte  ö,  +  i,  +  2,  +  ^, . . . ,  von  denen  aus  dann 
Tangenten  an  die  Spirale  der  Xzu  legen  sind.  Diese  geben 
die  Kreisschnitte,  deren  Halbierungspunkte  auf  einer  Spirale 
(Spirale  der  H)  liegen.  Die  Tangenten  des  Kreises  M^  in 
den  Berührungspunkten  geben  den  Punkt  Z^,  durch  den 
man  zweckmäfsiger  Weise  die  Spirale  legt,  in  der  die 
Spitzen  sämtlicher  Berührungskegel  liegen.  Die  zu  den 
E^reiBSchnitten  gehörigen  Punkte  Z  findet  man  wieder  mit 
Hilfe  eines  Teilkreises.  Denselben  wie  vorher  nimmt  man 
nicht,  damit  die  Zeichnungen  sich  nicht  verwirren.  Die 
Teilung  geschieht  wieder  durch  von  M  ausgehende  Radii 
vectores,  die  unter  Winkeln  y  aufeinander  folgen.  Dabei 
hat  man  von  dem  von  Zq  ausgehenden  Radius  vector  zn 
beginnen.  Die  Radii  vectores  geben  auf  der  Spirale  der  Z 
die  entsprechenden  Teilpunkte.  (Würde  man  von  diesem 
aus  nach  den  gleichnamigen  Halbierungspunkten  der  Kreis- 
linien Gerade  legen,  so  wtirden  diese  ebenfalls  unter  Winkeln 
y    aufeinander   folgen.     Dies    geschieht    hier   aber   nicht, 

sondern  Nachstehendes.)  Man  ziehe  die  Gerade  Z^O  nach 
dem  Halbierungspunkte  der  Berührungssehne  des  Kreises  M^ 
bis  zum  Schnitte  mit  dem  folgenden  Kreisschnitte  — i,  was 
auf  diesem  einen  gleichnamigen  Punkt  — 1'  bestimmt.  Dieser 
liegt  nicht  im  Mittelpunkte  des  Ejreisschnittes,  sondern  anf 
der  konkaven*)  Seite  der  Spirale  der  Halbiemngspunkte  i?» 

*)  Würde  man  die  Abstände  der  Kreisschnitte  zu  grob  nehmeni 
so  könnte  der  Punkt  auf  die  Spirale  der  Halbierunf^spunkte  und  sogar 
auf  ihre  konvexe  Seite  fallen.  Die  Abstände  sind  aber  nnendUch 
klein  zu  denken.  Also  müssen  die  Punkte  auf  die  konkave  Seite 
fallen.  Für  unendlich  kleine  Abstände  werden  die  Abweichungen  yon 
der  Spirale  der  Halbierungspnnkte  ein  wenig  grOfser,  als  in  der  Figfur. 
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(denn  alle  auf  serhalb  der  Spirale  der  N  in  Figur  118 
liegenden  Spiralen  schneiden  die  Ej-eisschnitte  spitzwinklig^ 
und  das  verlängerte  Z^O  giebt  eine  Sehne  der  Spirale  der  H.) 

Jetzt  ziehe  man  die  Gerade  Z{ — i')  und  verlängere  sie  bis 

—1 

zum  Ereisschnitte  —  2,  was  —  2'  giebt,  so  fahre  man  fort 
mit  der  Geraden  von  Z{ — 2')  bis  zum  Ereisschnitte  — ^'  u.  s.  w. 

—  8 

Dies  giebt  eine  gebrochene  Linie  ö,— f',-2',-^',— 4',.  .>— ^v ? 
die  angenähert  die  Projektion  der  zu  untersuchenden  Erttm- 
mungslinie  giebt.  Nach  rückwärts  verfährt  man  ebenso.  Man 
zieht  vom  Halbierungspunkte  0  des  Ereisschnittes  0  aus  eine 
Gerade  nach  Z^,  die  den  Ejreisschnitt  i  in  einem  gleich- 
namigen Punkte  i'  schneidet,  verbindet  diesen  mit  Z^  und 
markiert  den  Schnittpunkt  2'  auf  dem  Ereisschnitte  2  u.  s.  w. 

Diese  Punkte  f,  2',  5',  4\ fallen  auf  die  konvexe  Seite 

der  Spirale  der  Halbierungspunkte. 

Setzt  man  die  Eonstruktion  nach  aufsen  und 
innen  fort,  so  entfernt  sich  die  Projektion  der 
Erttmmungslinien  mehr  und  mehr  von  der  Spirale 
der  Halbierungspunkte  und  nähert  sich  nach  aufsen 
hin  asymptotisch  der  inneren  Grenzspirale,  nach 
M  hin  der  äufseren  Grenzspirale. 

Fängt  man  nicht  mit  dem  Ereise  M^  an,  sondern  z.  B. 
mit  einem  Ereise  Mo\  so  entsteht  eine  ähnliche  Eurve. 
Das  Ähnlichkeitsverhältnis  ist  dann  p^  :  pö.  Folglich  gilt 
der  Satz: 

Die  Projektionen  der  sämtlichen  Erttmmungs- 
linien zweiter  Art  der  logarithmischen  Spiralröhren- 
fläche sind  einander  ähnlich.  Jede  schneidet  die 
Spirale  der  Halbierungspunkte  der  Ereisschnitt- 
linien  einmal  und  nähert  sich  nach  M  hin  asymp- 
totisch der  äufseren  Grenzspirale,  nach  dem  unend- 
lichen Bereiche  hin  der  inneren  Grenzspirale.  Der 
Abstand  des  genannten  Schnittpunktes  von  M  ist 
als  Parameter  zu  betrachten  und  bestimmt  das 
Gröfsenverhältnis.  Jede  Tangente  geht  durch  die 
Spitze  des  Bertthrungskegels,  der  zu  dem  zum  Be- 
rtthrungspunkte  gehörigen  Ereisschnitte  gehört. 
Eeine  der  Eurven  schneidet  eine  andere  der  Schar. 
Auch  die  beiden  Grenzspiralen  gehören   zu  dieser 

HoUnflller,  8«erMm«tri«  m.  18 
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Sehar.  Bei  der  änfseren  ist  der  Schnittpnnkt  mit 
der  Spirale  der  Halbiernngspankte  im  anendlichen 
Bereiche  zu  suchen,  bei  der  inneren  im  Centram  M. 
Die  äufsere  ist  also  ähnlich  einem  anendlich 
kleinen  bei  M  liegenden  Stück  jeder  Krttmmangs- 
linie,  jede  der  Erttmmangslinien  ist  ähnlich  einem 
bei  M  liegenden  anendlioh  kleinen  Stück  der 
inneren  Grenzspirale. 

Dadarch  ist  die  scheinbare  Aosnahme  hinsichtlich  der 
Ähnlichkeit  aufgeklärt. 

Denkt  man  sich  ein  Modell  der  oberen  Hälfte  der  Böhren- 
fläche  dadarch  dargestellt,  dafs  man  über  jeder  Ereisschnitt- 
linie  einen  halbkreisförmigen  Drahtbttgel  anbringt,  dessen 
Ebene  normal  zur  Grandrifsebene  ist,  so  hat  man  in  den 
Punkten  0',  +  1',  +  2',  +  3', . . .  nur  Lote  zu  errichten, 
um  die  Punkte  der  eigentlichen  Krümmungslinien  zweiter 
Art  räumlich  festzulegen.  Trotz  der  asymptotischen  An- 
näherung der  Projektionskuryen  sind  die  Krümmungslinien 
in  stetigem  Steigen  begriffen,  entfernen  sich  also  nach  dem 
unendlichem  Bereiche  hin  immer  mehr  von  den  Grenzspiralen. 
Man  erkennt  dies  an  den  Kegelgeraden,  die  ihre  Taugenten 
sind.    Wichtig  ist  noch  folgender  Zusanmienhang. 

§  227)  Zusammenhang  der  Krttmmungslinien 
zweiter  Art  mit  denen  der  Krttmmungscyklide.  Nach 
Figur  118  bestimmen  der  Ejreisschnitt  A^  C^  und  die  zu- 
gehörigen Krümmungskreise  fia  und  fii  der  Grenzspiralen 
die  entsprechende  Krttmmungscyklide,  die  dort  denselben 
Berührungskegel  mit  der  Spitze  Z^  hat.  Die  Schmiegungs- 
ebenen  der  Krümmungslinien  zweiter  Art  der  Spiraköhren- 
fläche  und  der  Gyklide  stimmen  dort  überein,  sie  haben  als 
Tangenten  dieselben  Kegelgeraden.  Längs  des  Kreis- 
schnittes Aq  Cq  gehen  diese  Schmiegungsebenen  für 
die  Gyklide  sämtlich  durch  die  in  der  Grundrifs- 
ebene  liegende  Achse  Z^A^^  (vergL  Figur  120). 
Dies  ist  also  dort  auch  für  die  Spiralröhrenfläche 
der  Fall.  Dabei  ist  A^^  C^  \\  Z^  -4^,  wie  bei  der  Gyklide. 
(Dies  folgt  auch  daraus,  dafs  die  Spirale  der  Z  Evolyente 
der  Spirsde  der  Kugelmittelpunkte  Mn  ist.) 

Die  Krümmungskreise  fia  und  fii  stimmen  für  das  Auge 
auf  längere  Strecken  mit  den  Grenzspiralen  überein.   Mathe- 
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matisch  sagt  man,  sie  hätten  je  drei  Punkte  mit  ihnen  ge- 
mein. Demnach  darf  man  auch  sagen,  Cyklide  und 
Rohrenfläche  stimmten  dort  in  drei  dicht  auf- 
einander folgenden  Ereisschnitten  ttberein.  Demnach 
stimmt  jeder  Ereisschnitt  zweiter  Art  der  Cyklide  in  drei 
Punkten  mit  der  ihm  entsprechenden  Erttmmungslinie  zweiter 
Art  der  Spiralfläche  ttberein.  Daraus  folgt:  Die  Ereis- 
schnitte  zweiter  Art  der  Erttmmungscyklide 
sind  die  Erttmmungskreise  der  entsprechenden 
Erttmmungslinien  zweiter  Art  auf  der  Spiral- 
röhrenfläche fttr  diePunkte  des  Ereisschnittes 
{AqCq),  Die  Mittelpunkte  jener  Ereise  sind 
also  die  Erttmmungsmittelpunkte,  und  die  auf 
ihren  Ebenen  errichteten  Lote  sind  die  augen- 
blicklichen Erttmmungsachsen  fttr  die  Erttm- 
mungslinien zweiter  Art  der  Röhrenfläche. 

Der  die  drei  Ereisschnitte  umfassende  unendlich  dttnne 
Ereisstreif  der  einen  Fläche  läfst  sich  also  von  dieser 
Fläche  auf  die  andere  ttbertragen. 

§  228)  Das  Gaufssche  Erttmmungsmafs  der 
logarithmischen  Spiralröhren  fläche  stimmt 
also  in  jedem  Punkte  ttberein  mit  dem  der 
zugehörigen  Erttmmungscyklide  in  dem  ent- 
sprechenden Punkte.  Insbesondere  findet  der 
Übergang  von  der  positiven  zur  negativen 
Erttmmung  längs  der   Punkte   Hq   statt. 

Die  erste  Erttmmung  —  ist  konstant  fttr  die  Punkte 

r 

beider  Flächen   längs  jedes   Ereisschnittes.    Sie   bestimmt 

sich  aus  dem  Radius  der  inneren  Bertthrungskugel.    Die 

i 
zweite  Erttmmung  -7-  bestimmt   sich   bei   der   Cyklide 

T 

fttr  jenen  Punkt  aus  dem  Radius  der  äufseren  Bertthrungs- 
kugel, dessen  Richtung  mit  dem  des  vorigen  jedesmal  ttber- 
einstimmt.    Das  Gaufssche  Erttmmungsmafs  fttr  beide 

i     1 
Flächen  ist  demnach  — .—7. 

r     r 

Während  die  erste  Erttmmung  längs  des  Ereisschnittes 
konstant  ist,  ist  die  zweite  längs  derselben  Eurve  veränder- 

18* 
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lieh.  Bei  der  Cyklide  liegen  diese  Krttmmimgsinittelpankte 
zweiter  Art  der  Fläche  auf  einer  Hyperbel.  Diese  Hyperbel 
liegt  in  der  auf  der  Gmndrifsebene  normalen  Symmetrie- 
ebene der  Cyklide,  sie  geht  durch  die  Punkte  //«  und  /£»> 
die  ihre  Scheitelpunkte  sind,  und  ihre  beiden  Asymptotien 
stehen  senkrecht  auf  den  beiden  Tangentialebenen,  welche 
die  Cyklide  von  aufsen  längs  eines  ganzen  Kreises  berühren. 
Jeder  Punkt  dieser  Hyperbel  ist  einer  der 
Erttmmungsmittelpunkte  zweiter  Art  der  Cykliden- 
fläche  fttr  einen  Punkt  ihrer  Ereisschnitte  erster 
Art,  also  auch  für  einen  Punkt  des  Ereisschnittes 
AqCq  der  Spiralfläche. 

Während  also  fttr  die  Erttmmung  erster  Art  längs  des 
Ereisschnittes  A^  C^  nur  der  eine  Punkt  M^  in  Betracht 
kam,  kommen  fttr  die  Erttmmung  zweiter  Art  sämtliche 
Punkte  jener  Hyperbel  in  Betracht. 

Fttr  die  ganze  Spiralröhrenfläche  liegen  die 
Erttmmungsmittelpunkte  erster  Art  auf  der  logarith- 
mischen Spirale  der  Punkte  if«  in  der  Symmetrie- 
ebene, also  auf  dem  Mittelpunktswege  der  be- 
wegten EugeL  Die  Fläche  dieser  Erttmmungs- 
mittelpunkte ist  also  hier  zu  einer  Eurve  ausgeartet. 

Die  Erttmungsmittelpunkte  zweiter  Art  dagegen 
liegen  auf  einer  spiralisch-hyperbolischen  Fläche, 
die  aus  jenen  Hyperbeln  dadurch  entsteht,  dafs  die 
Scheitel  /i«  und  ^  der  Hyperbel  auf  der  Spirale  der 
/Ua  nnd  /i<  wandern,  wobei  die  Ebenen  der  veränder- 
lichen Hyperbel  stets  normal  zur  Grundrifsebene 
bleibt,  während  die  Asymptoten  ihre  Neigung  gegen 
die  Grundrifsebene  beibehalten. 

§  229)  Die  abwickelbare  Fläche  der  Flächennormalen 
ist  fttr  die  Punkte  jedes  Ereisschnittes  A^  C^  der  ttber 
diesem  Sjreise  stehende  Ereiskegel  mit  der  Spitze  M^.  Längs 
der  Erttmmungslinien  zweiter  Art  handelt  es  sich  um  die- 
jenige abwickelbare  Begelääche,  welche  durch  jene  Eurven 
und  die  Normalen  gebildet  wird  und  eine  Gratlinie  besitzt, 
auf  deren  Untersuchung  hier  nicht  eingegangen  werden  soll. 
Die  Gratlinie  fttr  die  erste  Ejrttmmung  ist  der  Punkt  i/^. 

Wandert  ein  Punkt  auf  der  Spiralröhrenfläche 
längs  einer  der  Bewegungskurven,  so  ist  dabei  das 
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Ganfssohe  Erümmungsmafs  der  Fläche  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  seines  Abstandes  vom 
Centrum  M  der  Fläche. 

Die  sämtlichen  Tangenten  jedes  Ereisschnittes  der 
Spiralröhrenfläche  gehen  durch  die  Hauptachse  JX  der 
jedesmaligen  Krtimmungscyklide ,  berühren  also  den 
spiralischen  Gylinder,  der  zu  den  Punkten  J  gehört,  längs 
einer  seiner  Geraden. 

Die  Tangenten  jeder  Bewegungskurye  schneiden  die 
Grundrifsfläche  in  einer  bestimmten  logarithmischen  Spirale 
der  Schar.  Die  Tangenten  der  Kreisschnitte  längs  der 
Punkte  einer  Bewegungskurve  schneiden  die  Symmetrie- 
ebene der  Fläche  ebenfalls  in  einer  logarithmischen  Spirale. 
Man  bemerke,  dafs  von  der  Ertlmmungscyklide  stets  nur 
der  Ereisschnitt  erster  Art  in  Frage  kommt,  der  normal  zur 
senkrechten  Symmetrieebene  steht  und  daher  in  der  nach- 
stehenden Figur  120  als  Gerade  durch  J^  erscheint. 
(Eigentlich  handelt  es  sich  um  zwei  solche  Ereise,  die 
hinter  einander  liegen.) 

Entsprechende  Sätze  lassen  sich  noch  in  gröfserer  Zahl 
aufstellen.  Sämtliche  werden  sich  am  besten  an  einer  be- 
stimmten Eonstruktionsfigur  erläutern,  die  jetzt  ausgeftlhrt 
werden  soll. 

§  230)  Aufgabe.  Die  aus  der  Bewegung  einer 
veränderlichen  Engel  hervorgehende  logarithmische 
Spiralröhrenfläche  soll  gezeichnet  werden,  und 
zwar  in  der  Projektion  auf  die  als  Grundrifsebene 
betrachtete  Symmetrieebene.  Dabei  sollen  ge- 
geben sein  der  Radius  vector  p^^=MM^^  der  zu- 
gehörige Eugelradius  r^  und  der  Schnittwinkel  a 
der  Spirale  des  Mittelpunktsweges.  Dabei  wird 
folgendes  verlangt:  Die  beiden  Grenzspiralen,  ihre 
Ertlmmungskreise  ^a  und  m  fttr  die  Punkte  A^  und  C^,  die 
Centrale  jü7/^<  der  zu  A^C^  gehörigen  Ertlmmungscyklide. 
Die  Ertlmmungscyklide  selbst  im  AuMfs,  wobei  jene  Centrale 
als  Grenzlinie  für  Grund-  und  Aufrifs  betrachtet  werden 
soll  (die  Centrale  ist  nur  aus  Raumgrtlnden  nicht  horizontal 
gelegt),  die  einfachste  isofhermische  Einteilung  dieser  Cyklide 
durch  Ereisschnitte  (Erttmmungslinien)  zweiter  Art  Die  Über- 
tragung dieser  Einteilung  auf  A^  C^  und  die  durch  die  Teil- 


278   IV-  Verallgememerte  Böhrenfli&cheD  n.  ihre  InTeniongyerwandten. 


Fl«.  120. 


Die  logarithm.  Spiralröhrenfläche  o.  die  logarithm.  Spirale.     279 

punkte  gehenden  Spiralen  (als  Projektionen  der  Bewegongs- 
knryen);  eine  regelmäfsige  Einteilung  der  Fläche  durch 
Ereisschnitte  und  die  Diagonalkurven  des  entstehenden  Vier- 
ecknetzes.   (In  Fig.  120  mufs  oben  stehen  „Kreis  pia'*') 

Auflösung.  Man  konstruiere  wie  vorher  aus  Jf, 
MMq  =  p^y  Kreis  M^  und  a  die  Tangente  M^H^  der  Mittel- 
punktsspirale und  mit  Hilfe  des  Lotes  MZ^  auf  p^  die  Länge 
MZq  dieser  Spirale.  Tangenten,  die  von  Zq  aus  an  den 
Kreis  M^  gelegt  werden,  geben  die  Punkte  A^  und  Cq, 
durch  welche  die  beiden  Grenzspiralen  zu  legen  sind.  Die 
rechtwinkligen  Dreiecke  A^Mfia  und  C^M^^  in  denen  dii' 
Geraden  A^^a  ^nd  C^fii  durch  M^  gehen,  bestimmen  /lu 
und  m^  die  Gerade  A^  C^  giebt  den  Schnitt  Nq  auf  p^  und 
J^  auf  jUajUj,  und  dabei  mufs  ^0*^  Bxd  fiaf^i  senkrecht  stehen, 
und  MJq  mufs  die  Fortsetzung  von  Z^M  sein,  worin  eüie 
Kontrolle  fttr  die  Genauigkeit  der  Zeichnung  liegt. 

Man  zeichne  jetzt  die  Krttmmungskreise  f^a  nnd  fti,  welche 
die  Centrale  fiaf^  in  den  Punkten  0  und  0'  bezw.  8  und  8' 

schneiden.    Die  Halbierungspunkte  m  und  m'  von  (?,  8  und 

0',  8'  geben  die  Mittelpunkte  der  als  Kreise  erscheinenden 
Bertthrungskugeln  der  zu  A^  C^  gehörigen  Krttmmungscyklide. 
Die  gemeinschaftlichen  äufseren  Tangenten  dieser  Kreise 
geben  auf  der  Centrale  den  Punkt  A\  Durch  diese  Tan- 
genten und  die  beiden  Ej-eise  ist  der  Aufrifs  der  Krttmmungs- 
cyklide gezeichnet.  (Die  Punkte  A*  Z^H^J^  müssen  ein 
Rechteck  geben,  worin  wiederum  eine  Genauigkeitskontrolle 
liegt.    Dabei  mufs  A'Z^  Tangente  der  Spirale  der  Z  sein.) 

Die  isothermische  Einteilung  der  Krttmmungscyklide 
durch  Kreissehnitte  zweiter  Art  geschieht  bequem  am  Kreise  m 

mit  Hilfe  der  Tangente  J^i^  der  Geraden  0,  4,  X^,,  (wobei 
J^X^  die  Fortsetzung  von  A^J^   und  zugleich  Hauptachse 

der  Cyklide  ist),  der  Tangente  X^,  2,  der  Geraden  2,  ö,  J^ 


0» 


der  Geraden  0,  6*,  E^  (wobei  E^  auf  J^  X^  liegt),   der  Tan- 

gente  E^  3,  der  Geraden  X^  5,  i,  der  Geraden  i,  5,  E^  oder 

3y  J,  Jq,  der  Geraden  i,  7,  «7^,  so  dafs  man  am  Kreise  m  die 
Teilpunkte  Oy  ly  2,  3, , . ,  8  hat.  Diese  Teilpunkte  verbinde 
man  mit  A'y  was  auf  dem  Kreise  m'  die  Teilpunkte  O'y  i\ 
2'y ...  8'  giebt  und  auf  der  Greraden  J^X^,  die  Kreisschnitte 
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erster  Art  der  Cyklide  giebt,  die  Teilpimkte  0^,  i^,  2^^  3^^ 
^07  -  -  *  ^09  ^^^  ^^^  ^^™'  ^^  hinten  za  denken  sind. 

Projiziert  man  M^  auf  die  Centrale  fiafU,  was  Mq  giebt, 
so  mofs  die  Berührongskugel  Mq  der  Cyklide  von  selbst 
den  Kadius  r^  haben.  (Sie  ist  in  der  Figur  mit  gezeichnet.) 
Der  E[reisschnitt  der  Cyklide,  der  in  die  Gerade  J^  X^  f  äUt, 
mnfs  von  selbst  einen  Durchmesser  gleich  A^  C^  haben.  Auch 
darin  liegen  gute  Genaoigkeitskontrollen.  Dieser  letztere 
Kreis  werde  um  90^  gedreht,  so  dafs  er  mit  den  Punkten 
0, 7,  llj  IIlj  IV j . . .  VIII  in  die  Ebene  der  AufriTszeichnong 
fälli  Diese  Punkte  selbst  erhält  man  durch  ParaUele  znr 
Centrale  fiafHy  die  durch  0^^  i^,  2^,  • . .  ^o  S^^^S^  s^^-  ^^^ 
mache  man  auf  4^  C^  die  Strecken  H^=  1^  I,  H^  2"  =  2^11^ 
H^r=3,in,H,4"=4,IV,  H,5"=5,V,  H,e"=e,vi, 

H^  7"=  7^  VII  Durch  die  Punkte  i",  2",  5", . . .  7"  von 
AqCq  sind  dann  die  Spiralen  der  Schar  zu  legen, 
welche  die  verlangte  Einteilung  des  Flächen- 
streifs bezw.  der  Röhrenfläche  geben.  (Diese  Ein- 
teilung ist  keine  isothermische,  die  Kurven  aber  sind  Pro- 
jektionen von  Isothermen  der  Fläche.) 

Um  die  geforderten  Kreisschnitte  zu  erhalten,  zeichne 
man  eine  beliebige  Tangente  (an  die  Spirale  der  J)  A^C^ 
als  Nachbarkreisschnitt  zu  A^C^,  Dies  giebt  einen  Centri- 
winkel  C^MC^^^y  der  inneren  Grenzspirale.  Auf  dieser 
markiere  man  Punkte  C^,  Cj,  C^,  Cg  ...,  bezw.  C_i,  C__2, 
Cg)  •  •  1  deren  Radii  vectores  unter  dem  Winkel  y  aufein- 
ander folgen.  Die  Tangenten,  die  von  diesen  Punkten  an 
die  Spiride  der  J  gelegt  werden,  geben  die  Ejreisschnitte 
A^  C„  A^  C^g,  . . .  bezw.  ^_i  C-i,  A^^  C-2  u.  s.  w.  (Diese 
Kreissehnitte  sind  keine  Isothermen.) 

Damit  ist  das  verlangte  Vierecksnetz  gezeichnet, 
welches  die  Projektion  des  Yierecksnetzes  der 
Röhrenfläche  ist. 

Die  verlangten  Diagonalkurven  sind  nun  mit  beliebiger 
Grenauigkeit  einzutragen.  Man  erhält  sie  genauer,  wenn 
man  statt  der  8  Teilpunkte  des  Halbkreises  m  etwa  i^,  32, 
64y...  Teilpunkte  konstruiert  und  statt  des  Winkels  y  der 

Radii  vectores  den  Winkel  -^?  -r^,  -^,  •  •  •  wählt   (Umgekehrt 

J      4      o 
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aber  kann  man  die  Schnittpunkte  der  Diagonalknrven  be- 
nutzen, um  mit  grofser  Genauigkeit  weitere  Spiralen  bezw. 
Ejreisschnitte  zu  erhalten.  Dann  kann  man  neue  Diagonal- 
kurven  einschalten  u.  s.  w.) 

Man  denke  sich  so  die  Teilung  bis  ins  Kleinste  fort- 
geführt, so  dafs  man  sehr  kleine,  f ttr  die  Grenze  sogar  un- 
endlich kleine  Vierecke  vor  sich  hat.  Nur  von  solchen  soll 
jetzt  die  Bede  sein. 

§  231)  Bemerkungen.  In  der  gezeichneten  Projektion 
sind  diejenigen  kleinen  Vierecke,  die  demselben  Streifen 
zwischen  zwei  Nachbarspiralen  angehören,  einander  ähnlich. 
Für  den  Fall  unendlicher  Kleinheit  sind  die  entsprechenden 
Vierecke  der  Fläche  eben,  gehören  also  Tangentialebenen 
an.  Die  Tangentialebenen  eines  solchen  Streifens  haben  aber 
dieselbe  Neigung  gegen  die  Grundrifsebene.  Folglich  sind 
auch  die  Vierecke  des  betreffenden  Streifens  der 
Böhrenfläche  ähnliche  Vierecke.  An  dieser  Ähnlichkeit 
nehmen  auch  die  beiden  Gruppen  von  „Diagonalen^  teil. 
Dagegen  sind  die  längs  eines  Kreisschnittstreifens  liegenden 
Vierecke  des  Netzes  auf  der  Böhrenfläche  einander  nicht 
ähnlich.  Jede  der  Diagonalkurven  wird  also  von  den 
verschiedenen  Bewegungskurven  unter  verschie- 
denen Winkeln  geschnitten,  von  jeder  einzelnen 
Bewegungskurve  werden  aber  sämtliche  Diagonal- 
kurven jeder  Schar  unter  demselben  Winkel  ge- 
schnitten. Demnach  sind  sämtliche  Diagonalkurven 
jeder  Schar  einander  ähnlich,  so  jedoch,  dafs  die 
homologen  Teile  demselben  „Spiralstreifen^  an- 
gehören; aufserdem  besteht  jede  Diagonalkurve 
des  Netzes  aus  lauter  ähnlichen  Umgängen  um  die 
Böhrenfläche.  Die  homologen  Linien  und  Flächen- 
teile der  Vierecke  eines  „Spiralstreifens"  bilden 
daher  geometrische  Beihen,  die  in  der  Bichtung 
nach  M  hin  konvergent  sind. 

§  232)  Durch  Inversion  vom  Gentrum  M  aus 
verwandelt  sich  die  Böhrenfläche  in  eine  sjrmmetrische 
Fläche.  Jeder  Kreisschnitt  wird  wieder  Kreisschnitt,  jede 
Bertthrungskugel  wird  wieder  Bertthrungskugel,  jede  der 
Bewegungskurven  wird  eine  symmetrisch  ähnliche  Be- 
wegungskurve, jede   der   Krümmungscykliden   wird   Krttm- 
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mungseyklide,  die  konstroierte  Einteilimg  der  Fläche  wird 
wieder  eioe  solche,  folglich  gehen  die  beiden  Scharen  von 
Diagonalknrven  in  zwei  Scharen  von  Diagonalknrven  über, 
die  eine  symmetrisch  ähnliche  Einteilnng  geben,  and  zwar 
geht  jede  Schar  in  eine  symmetrisch  ähnliche  tlber.  Die 
Krttmmnngslinien  zweiter  Art  werden  wiederom  solche,  die 
Bewegnngsknryen  ebenfalls.  Sämtliche  logariihmischen 
Spiralen  der  gezeichneten  Schar  werden  wieder  solche.  Die 
sämtlichen  Krttmmnngscykliden  verwandeln  sich  in  ähnliche, 
wobei  der  Znsatz  symmetrisch  tlberflttssig  wird.  Die  za  den 
Ereisschnitten  gehörigen  Bertthrongskegel  werden  Cykliden 
besonderer  Art  mit  je  zwei  Knotenpunkten.  Die  über  den 
logarithmischen  Spiralen  zu  denkenden  senkrechten  Cylinder, 
deren  Loxodromen  die  Bewegnngskniren  der  Böhrenfläche 
sind,  gehen  in  Flächen  über,  die  man  sich  durch  ein  Modell 
YorsteUen  kann.  Man  hat  nur  nötig,  die  neue  logarithnusche 
Linie  auf  Holz  zu  zeichnen  und  über  jeden  Kadius  vector 
einen  senkrecht  auf  der  Ebene  stehenden  halbkreisförmigen 
Drahtbügel  zu  stellen.  Die  Loxodromen  des  Cylinders 
werden  Loxodromen  der  nur  zur  Hälfte  dargestellten  Fläche 
und  zugleich  Loxodromen  der  Flächen,  in  welche  die  zu- 
gehörigen Kegel  der  erstgenannten  Loxodromen  übergehen. 
Die  Kegel  werden  wieder  Cykliden  mit  zwei  Knotenpunkten, 
von  denen  einer  nach  M  fällt. 

Da  sämtliche  Geraden,  wie  die  Tangenten  und  Nor- 
malen, in  Kreise  durch  M  übergehen,  sämtliche  Ebenen,  wie 
die  Tangentialebenen,  Ebenen  der  Kreisschnitte,  Normal- 
ebenen, der  Kurven  u.  s.  w.  in  Kugeln  durch  üf,  so  bleibt 
eine  Beihe  der  ausgesprochenen  Sätze  in  neuer  Fassung 
erhalten.  Die  vorkommenden  harmonischen  Punkte  und 
Strahlen  (z.  B.  Jjj,  C^,,  N^,  A^  gehen  in  Punkte  von  Kreisen 
über,  die  das  Möbiussche  Doppelverhältnis  — i  haben. 

§  233)  Die  Aufgabe,  den  Aufrifs  der  Spiral- 
röhrenfläche zu  zeichnen,  bleibe  als  instruktives  Übungs- 
beispiel dem  Leser  überlassen.  Man  lege  dabei  Figur  120 
zu  Grunde,  lege  sie  jedoch  so,  dafs  (la  m  horizontal  wird,  so 
dafs  der  Kreis  A^  C^  in  die  Gerade  J^  X^  des  Aufrisses 
fällt,  in  dem  die  Krümmungscyklide  natürlich  wegfällt, 
während  die  Punkte  ^o^  ^o?  ^o9  •  *'  ^o  bestehen  bleiben.  Man 
kann  sich  auf  die  Darstellung  eines  halben  Umgangs  be- 
schränken und  dessen  andere  Hälfte  auf  besonderem  Blatte 
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konstmieren.  Von  Wichtigkeit  sind  die  beiden  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  im  Orondrifs  in  der  durch  M  gelegten 
(neuen)  Horizontalen  liegen,  denn  fflr  diese  liegt  der  in 
Figur  118  als  wichtig  charakterisierte  Punkt  N  auf  dem 
scheinbaren  Umrisse.  Die  Verbindungslinien  dieser  Punkte  N 
geben  die  Grenzlinien  des  BerOhrungskegels  der  Fläche  (mit 
der  Spitze  M  und  der  Aoxi  auf  der  Symmetrieebene  senk- 
rechten Achse),  auf  dem  die  Berttbrungsloxodrome  nun 
leicht  zu  zeiclmen  ist  Auch  die  ttbrigen  Kegelloxodromen 
werden  am  besten  an  ihren  Kegeln  konstruiert.  Die  Schnitte 
der  Aufirifsebene  durch  die  Reihe  der  Bertthrungskugeln 
werden  mit  Hilfe  von  Schnittkreisen  konstruiert,  deren  Um- 
hüllende die  gesuchten  Ovale  sind. 

§  234)  Isothermisches.  Hat  man  den  Grundrifs 
und  Aufrifs  gezeichnet,  so  lassen  sich  weitere  Konstruktionen 
durchftlhren.  Die  Tangenten  des  durch  denselben  Punkt 
gehenden  Kreisschnittes  und  der  dortigen  Bewegungskurve 
oder  auch  der  Sjümmungslinie  z.  B.  bestimmen  eine  Tangential- 
ebene der  Spiralröhrenfläche.  In  dieser  Ebene  denke  man 
sich  auf  der  Tangente  der  Bewegungskurve  ein  Lot  errichtet, 
welches  bis  zur  unendlich  benachbarten  Bewegungskurve  hbi 
als  auf  der  Fläche  betrachtet  werden  kann,  so  dafs  man  ein 
Element  einer  Orthogonalkurve  des  Systems  der  Bewegnngs- 
kurve  hat.  Die  Aneinanderreihung  dieser  Elemente  giebt  die 
Orthogonalkurve  selbst  in  beliebig  genauer  Darstellung. 

Alle  diese  Orthogonalkurven  erscheinen  im 
Grundrifs  als  ähnliche  Kurven,  so  dafs  man  nur  eine 
einzige  zu  konstruieren  braucht  Sie  sind  auch  in  Wirk- 
lichkeit einander  ähnlich.  Aus  Symmetriegrtlnden 
sind  sie  geschlossene  Kurven.  Zeichnet  man  sie  (mit 
Hilfe  „der  gleichen  Winkel  y  bei  M)  m  Abständen,  welche 
der  Ähnlichkeit  entsprechen,  so  erhält  man  eine  iso- 
thermisehe  Einteilung  der  logarithmischen 
Spiralröhrenfläche  in  Bingstreifen.  Denkt  man 
sich  nämlich  ein  kleines  „Rechteck^  aus  zwei  benachbarten 
Kegelloxodromen  der  Fläche  und  den  Grenzlinien  eines 
solchen  Ringstreifens  konstruiert,  und  setzt  man  die  erst- 
genannten Kurven  durch  die  Schar  von  Ringstreifen  fort, 
so  erhält  man  lauter  ähnliche  Rechtecke,  z.  B.  läuter 
Quadrate.  Denkt  man  sich  an  eine  solche  Qnadratreihe  eine 
neue  angelehnt,  und  fährt  man  so  fort,  so  hat  man  schliefs- 
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lieh  die  ganze  Fläche  in  ein  System  (schliefsender  oder 
nichtschliefsender  d.  h.  ttbereinandergreifender)  Qnadrakeihen 
eingeteilt    Damit  ist  folgendes  nachgewiesen: 

Die  logarithmische  Spiralröhrenfläche  läfst 
sich  dnrch  die  auf  ihr  liegende  Schar  von  Eegel- 
loxodromen  und  deren  Orthogonalschar  in  ein 
System  ähnlicher  Rechtecke  einteilen.  Beide  Knr- 
yenscharen  sind  also  isothermische.  Demnach  läfst 
sich  die  Fläche  auf  einem  unendlich  langen  ebenen 
Parallelstreif  konform  so  abbilden,  dafs  die  Grenz- 
linien des  letzteren  einer  der  Earven  der  ersteren 
Schar  entsprechen,  die  Parallellinien  des  Streifens 
dagegen  der  ganzen  Schar.  Die  orthogonale 
Parallelenschar  entspricht  dabei  der  Schar  der 
Eegelloxodromen. 

Die  beiden  Scharen  von  Diagonalknryen  einer 
solchen  Einteilung  sind  Loxodromen  der  loga- 
rithmischen Spiralröhrenfläche,  yyelche  eine  Ein- 
teilung in  kleine  ähnliche  Bhomben  geben.  Jede 
dieser  Loxodromenscharen  ist  eine  isothermische 
Eurvenschar  und  giebt  mit  ihrer  Orthogonalschar, 
die  ebenfalls  eine  Loxodromenschar  ist,  ebenfalls 
die  Möglichkeit  einer  Einteilung  in  ähnliche 
Rechtecke. 

Man  kann  demnach  die  logarithmische  Spiral- 
röhrenfläche auf  dem  ebenen  Parallelstreif  auch  so 
konform  abbilden,  dafs  die  Grenzlinien  des 
letzteren  einer  der  Loxodromen  der  Fläche  ent- 
sprechen. 

Jede  solche  isothermische  Einteilung  geht  durcK 
Inversion  von  M  aus  in  eine  symmetrisch  ähnliche 
ttber,  jede  einzelne  der  Eurven  also  in  eine  sym- 
metrisch ähnliche. 

Über  die  aus  diesen  Sätzen  folgenden  physikalischen 
Beziehungen  soll  hier  nicht  von  neuem,,  gesprochen  werden, 
auch  nicht  ttber  den  Reichtum  von  Übungsaufgaben  geo- 
metrischer und  funktionen-theoretischer  Art,  die  sich  an- 
schliefsen  lassen.  Über  die  allgemeinen  Inyersions-Trans- 
formationen  der  Fläche  soU  noch  besonders  gesprochen  werden. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  Vergröfserungs- 
verhältnisse,    die    bei    der   konformen   Abbildung   auf  den 
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Parallelstreifen  auftreten.  Man  braucht  diese  nur  fttr  die 
Pnnkte  eines  einzigen  Ereisschnittes  zu  kennen,  dann  sind 
sie  sämtlich  bekannt.  Das  Vergröfserangsrerhältnis  nimmt 
nämlich  für  die  Pnnkte  jeder  der  Eegelloxodromen  der 
Fläche  zn,  wie  die  Badii  yectores  dieser  Pnnkte  zunehmen. 

§  235)  Aufgabe.  Den  Flächeninhalt  der  loga- 
rithmischen Spiralröhrenfläche  vom  Gentrum  M  bis 
zu    einem    gegebenen   Ereisschnitte   zu   berechnen. 

Auflösung.  Man  berechne  zunächst  die  zwischen  zwei 
nahe  benachbarten  Ereisschnitten  A^  C^  und  A^  C^  liegende 
RingflächCy  die  sich  für  die  Grenze  als  Mantel  eines  ab- 
geschrägten Drehungskegels  betrachten  läfst.  Ein 
solcher  ist  in  Band  11  §  260  (Formel  5)  berechnet  als 

WO  b  die  Gerade  von  der  Eegelspitze  Z^  bis  A ,  c  die  Ge- 
rade Ton  Zq  bis  Cj  bedeutet,  r  den  Grundradius  (nierr^  cosd), 
a  die  Gerade  A^  C^,  Bezeichnet  man  die  „Geraden"  -^o  A 
und  Cq  Cj  mit  b^  und  s^  (vergl.  Band  II)  und  die  Eegelseite 
Zq  Af^  =  Z^  Gq  mit  «,  so  hat  man  für  b  zu  setzen  s  —  g,,  für 

c  dagegen  s — «,,  endlich  ist  4jCj=a=>^6*+c* — 26ocosa 

hier  gleich  Yb^  -f-  c*  26c  cos  (2d),  wobei  2d  der  Haupt- 
schnittwinkel des  Eegels  an  der  Spitze  ist.  Für  b  und  c 
sind  nun  die  eingeführten  Werte  zu  setzen.  Dann  hat  man 
als  Mantelinhalt 

M  = 

Hier  ist  cos  26  =  cos*  <J  —  sin*  d  = 


s 


«_r«         r*         8^  —  2r^  2r* 


=  i 


Setzt  man  letzteres  für  cos  2ö  ein,  so  hebt  sich  vieles  weg 
und  die  Formel  geht  über  in 
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oder  endlich  in 

^^  ^  =  17^^*'  —  (2«  —  ir,  -«,)  V{B  —  s^){B-^]. 
Im  Anschlufs  an  die  Bezeichnungen  in  Figur  118  setze 

T 

man  jetzt  r  =  r^  cos  d,  «  =  t-^.    Der  Bogen  C^  C,  ergiebt 

sin  V 
sich  bei  sehr  kleinem  y  aas  ACf^C^M  als  «ji  =  AfC, .  — 


sina 


^^  sin  a      ^^  '         '  sin  a' 


ebenso  -4^-4,  als  «,  =  Pj^  . « 


itan  a 


^    siny 


'sin  et 


Der  Ansdmck  unter  der  Wurzel  in  Gleichung  1)  geht  also 
über  in 

Vtand      ^^   sma  /   Vtand      ^^    sma  / 

Er   yereinfacht   sich   aber   erheblich  durch  folgende  Über- 
legung.   Man  hat  schliefslich  y  als  unendlich  klein  zu  be- 

-  y 
trachten,  so  dafs  man  «**»«  =  e®  =  i  setzen  darf.  (Dies  ist 
nicht  gestattet  fttr  a  =  o  und  a  =  180^^  was  jedoch  nur 
den  Fall  bedeutet,  wo  die  Spirale  zur  Geraden  wird.  Um 
diesen  handelt  es  sich  hier  nicht)  Aufserdem  darf  man  fllr 
unendlich  kleines  y  statt  sin/  ein&ch  y  schreiben.    Multi* 

pliziert  man  nun  aus,  so  hat  man  das  endliche  Glied       ,^ 
die  unendlich  kleinen  Glieder  erster  Ordnung 

^0  y     _  j ^0  y 

tan  6  '  ^^  '  sin  a  tan  d  ^^  *  sin  a 

und  das  unendlich  kleine  Glied  zweiter  Ordnung  p^i^  .pc^.  -r-j-. 

Diese   drei  letzten  Glieder  sind  für  die  Grenze  gegen  das 
endliche  Glied  zu  yemachlässigen,  und  so  ist  statt  der  Wurzel 

T 

einfach  zu  schreiben  -r- ^.    Setzt  man  nun  alles  Genannte 

tano 

in  die  Formel  1)  um,  so  entsteht  der  Ausdruck 
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j^^^rpCOB^ 


^.""^ 


tan^ö      Ltan  d     sina 
tan  d 

Anch  hier  ist  e*"«  =  i  und  siny  =  y  zn  setzen,  aber 
die  unendlich  kleinen  Glieder  erster  Ordnung,  dttrfen  hier 
nicht    vernachlässigt    werden,    weil    die   endlichen   Glieder 

+       ,  >  sich  wegheben.    Schliefslich   erhält  man  für  den 

unendlich  kleinen  Mantel  die  Formel 

2)  if^  =  £^C08«J^(p^+p<^). 

Jetzt  ist  die  geometrische  Reihe  aller  dieser  Mäntel  bis  zum 
Gentrum  M  hin  zu  bilden,  was  auf  die  Summe 

_     ^1 


2r 

fuhrt.  Fuhrt  man,  wie  früher,  die  Reihenentwickelung  der 
Potenz  Ton  e  durch,  und  setzt  man  dort  nach  Hebung  der 

+  i  den  Faktor  ,  '  heraus,  so  erhält  man  schliefslich 
—  tana  ' 

für  unendlich  kleines  y^  da  die  Reihensumme  gleich  i  wird, 

Setzt  man  den  Wert  von  M^  aus  Gleichung  2)  ein,  so  er- 
hält man,  da  /  im  Zähler  und  Nenner  vorkommt,  und  daher 
gestrichen  werden  kann,  für  die  Fläche  den  endlichen  Ausdruck 

^  4    cos  et  ^      ' 

Jetzt   soU   alles   auf  die   gegebenen  Gröfsen  p^^  r^,  a 
zurückgeführt  werden.    Nach  obigem  ist  (vergl.  §  221) 

(Pao  +  Pc,)  cos  d  =  —{j)l  —  rl  cos*  a). 
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Demnach  wird  der  Flächeninhalt  der  Spiral* 
röhrenfläche  von  A^  Cq  bis  znm  Gentram  M  hin 

p^  7t     Po  — rpcos^g 
^  2  cosof         ' 

eine  Formel,  die  leicht  in  Worte  zn  kleiden  nnd  geometrisch 
zn  deuten  ist.    Schreibt  man  dafür 

2eo8a|_       \p^  /J' 

nnd  bedenkt  man,  dafs  -^  fttr  die  gesamte  Fläche  konstant 

Po 
ist,   so  erkennt   man,    dais    der  Flächeninhalt   proportional 

dem  Quadrate  des  Badiusvectors  p^^  ist 

§  236)  Bemerkungen.  Fttr  den  Sonderfall i^^  =r^  gehen 
sämtliche  Bertthmngskreise  dorch  if,  fttr  diesen  Fall  wird 

2co8a 

Fttr  den  Sonderfall  p^  =  r^  cos  (t  ist  die  Fläche  gleich 
Null.  Es  handelt  sich  dabei  um  den  Fall,  bei  dem  die 
äufsere  nnd  die  innere  Spirale  zusammenfallen  und  die 
Evolvente  der  Mittelpunktsspirale  bilden,  wobei  die  Tangente 
der   letzteren   zugleich   die   Normale   der  Grenzspirale   ist. 

Dabei  ist  in  der  That  p«  =  — ^ —  =  Oa.     Dieser  Fall  ver- 

^"       cos  a       ^ 

dient  ttberhaupt  besondere  Besprechung.    Fttr  a  =  45^  ist 

^^'  2pl_rl 

Fttr  gewisse  Betrachtungen  ist  noch  eine  andere  Formel 
fttr  F  bemerkenswert.    Es  ist  nämlich  auch 


,                   sin€4-8ui«i 
Pa.  +  Pc,  =Po ^-j — -  = 


2sm — '^cos — r--^ 


Po 


sin  ö  ^^  sin  d 
sin  (90  • —  ä)  cos  a               cos  5  cos  a 
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2        sind 

Mit  dieser  Formel  läfst  sich  nämlich  leicht  die  für  die 
Mantelfläche  des  znm  Ereisschnitt  A^  C^  gehörigen  Tangenten- 
kegels geltende  vergleichen.    Diese  ist 

gCOS*d 

7t  Tq — ; — 5". 

smo 


F'= 

=  nrs. 

_«r,C08«J^«^  = 

Daraus 

folgt 

oder 

F—F*  f«  . 

Folglich:  Welches  auch  der  konstante  Schnitt- 
irinkel  der  Spiralen  sei,  stets  verhält  sich  die 
Mantelfläche  des  Tangentenkegels  zn  der  Spiral- 
röhrenfläche, wie  der  Durchmesser  der  bewegten 
Kugel  zum  Radius  vector  ihres  Mittelpunktes. 

Ist  z.  B.  j?^  =  2  r^,  so  sind  beide  Flächen  von  demselben 
Inhalt  Ftlr  Po  >  ^  ^0  ^  ^^  Spiralfläche  die  gröbere,  f ttr 
p<C^^Q  ^6  Eegelfläche  die  gröfsere. 

Es  ist  auch  zweckmäfsig,  den  Flächeninhalt  F  mit  der 
Fläche  der  Kugel  M^  oder  deren  Kalotte  tlber  -^o^o  ^ 
Verhältnisbeziehung  zu  setzen. 

§  237)  Aufgabe.  Den  Bauminhalt  der  Spiral- 
röhrenfläche fttr  das  Stttck  von  M  bis  zu  einem 
Kreisschnitte  A^  C^  zu  berechnen. 

Auflösung.  Nach  Band  U  §  260  ist  der  Inhalt  des 
abgeschrägten  Drehungskegels 

Ji=-T  [♦•*  ^—ptPt  ypi  Pt  ] 


3 


r     ^  _  g«-  (6  -  c)«  |/(6-}-c)«-an 


=  f»''*- 


oder 

HolimftlUr,  StwMmtlrit  m.  19 
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Führt  man   dieselben  Bezeichnungen  ein,   wie  bei  der 
Berechnung  der  Fläche,  und  setzt  man  —  =  cos  d,  so  wird 
die  Formel 

-[(«-««)'+(«-*8)'-^(«-0{«-*«)cos2d-(s,-«,)«]./-}^ 

Dabei  wird  der  Ausdruck  unter  der  Wurzel 

(2«_«j— «3)«— («— «^)«— (ä— «g)«+2(s— «j)(8— «g)cos2d. 

Wiederum    wird    cos  2  d  =  cos*  ö  —  sin*  0  =  1 ^^ 

Bei   der  Auswertung    der  Ausdrücke    hebt  sich  wiederum 
Tieles  weg,  und  zunächst  wird 


^      24\ 


8r^  8  cos  d 


-4{8-8,){8-8,)^y  4{8-8,){8-8,)(j[-^^y    . 

Hier   kann   man   für  fl ~\  schreiben   oos'd   und 

dadurch  wird 


Ttr 


Ji  =  cosiJ  .y^-  [«•—(«—««)(«— O  yi^—h)  («  — *8)]  ^' 

T 

Jetzt  ist  einzusetzen  r^cosd  für  r,  -— ^  für  «,   für  ««. 

^  '  tand  '  ^ 

unter  Vernachlässigung  des  unendlich  kleinen  wie  oben 
VA.-r^^  für  «a  ebenso  vc^-r^.  Der  unter  der  Wurzel 
stehende  Ausdruck  geht  für  unendlich  kleines  /,  wie  bei  der 


1 
♦)  Die  Schreibweise  [(«  —  «9)  («  —  8t)y  wird  hier  vermieden,  weil 

sie  das  korrekte  Vemachlässigen  des   ifnendlichkleinen   gegen   das. 

Endliche  erschwert. 


Die  logarithm.  Spiralröhrenfläche  n.  die  logarithm.  Spirale.     291 

2 

vorigen  Rechunng,  ttber  in  7— §-•>  was  gleich  «'  ist,  nnd  so 
hat  man  bis  jetzt 

5  ^8         '[tan*d"tän^lt^"^^8in~^ 


Multipliziert  man  innerhalb  der  eckigen  Ellammer  ans, 

80  hebt  sich   das  endliche  Glied  - — 5-5  gegen  — 7 — «-*,  so 

tan'o  ^  °  tan'o' 

dafs  nur  das  unendlich  kleine  Glied  erster  Ordnung 

0  2  2 

^^sina'tan^d"^^^*  sinc'tan«d~^^^"T"^^^  sina"tan«d 
und  das  unendlich  kleine  Glied  zweiter  Ordnung 

^^•P^'sin^a' tand 

stehen  bleibt.  Das  letztere  kann  gegen  das  unendlich  kleine 
erster  Ordnung  gestrichen  werden,  das  Unendlichkleine 
erster  Ordnung  aber  bleibt  stehen,  da  das  Ekidliche,  gegen 
welches  es  yemachlässigt  werden  könnte,  weggefallen  ist. 
Als  Rauminhalt  des  unendlich  niedrigen  abgeschrägten  Kegels 
bleibt  also  fttr  unendlich  kleines  y  stehen 

Jetzt  ist  die  geometrische  Reihe  aller  solcher  Eegelinhalte 
von  A^C^  bis  if  hin  zu  summieren.    Dadurch  erhält  man 

i  — e 

Behandelt  man   den  Nenner  wie  vorher  unter  Reihen- 
entwickelung, so  erhält  man  nach  Wegheben  der  +  i  durch 

19* 
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Heranflsetzung  von       ^     and    Feststellen    der   bleibenden 
Reihensnmme  als  i  den  Ausdrack 


j=-. 


Setzt  man  J^  nach  Oleicbong  1)  ein,  so  wird 
ttcobM      4  tano      «:  ,  cosM 

worin  das  Unendliehkleine  weggefallen  ist,  da  y  gehoben 
werden   konnte.     Fttr  p^  +  pc,  ist   dasselbe,   wie  vorher, 

einzusetzen,  ebenso  ist  sind  =  -^  cosa,  cos'd  =  ^ ^ 

Po  Pl 

zn  setzen.    Dadurch  erhält  man  die   Formel 

2)     J  =  -^  -0-^ — (pl  —  rl  COS««)*  =  — -  p  rj  — r-j- 

fttr  den  Inhalt  des  untersuchten  Raumes  inner- 
halb  der  logarithmischen  Spiralröhrenfläche. 

§•238)   Bemerkungen.    Schreibt  man  fttr  die  erste 
dieser  Formeln 

-tIS.^:  (Ä)[-(Ä)'-«]' 

und  bedenkt  man,  dafs  — ^  fttr  die  ganze  Fläche  ein  kon- 

Po 
stantes  Verhältnis  ist,  so  erkennt  man,  daCs  der  Rauminhalt 

proportional  p^  ist. 

Der  zugehörige  Ereiskegel  (Tangentenkegel  A^  C^  Z^) 
hat  den  Rauminhalt 

y,       7t h    ,       7r/roCOS*d\  ,»        ^rjoos*^ 

3  3  \  smdö   /   "  5 sind 

Demnach  ist 

j,    j. yrrJcos*d   27t       «cos^d 

•^  '"^-     3smö     •^^<»''^li5T 
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oder 


80  dafs 


3)  *^=-''Tn 


ist. 

Welches  also  auch  der  konstante  Schnitt- 
winkel a  der  Spiralen  sei,  stets  ist  der  Inhalt 

des  Spiralröhrenflächenranmes  das  -^^^-fache 

3  r^ 

vom  Inhalte  des  zugehörigen  Kegels. 

Die  entsprechenden  Sonderfälle  sind  ebenso  zu  be- 
handehi,  wie  vorher.  Es  ist  auch  zweckmälsig,  die  Inhalte 
J  innerhalb  der  Spiralröhrenfläche  zu  dem  der  Kugel  M^ 
oder  dem  ihres  Segmentes  über  A^  C^  in  Verhältnisbeziehung 
zu  setzen. 

§  239)  Schliefsungsprobleme  nach  Art  der 
Steinerschen  lassen  sich  an  die  untersuchten  Flächen  an- 
schliefsen.  Einige  gelten  schon  auf  Grund  der  Ähnlichkeit, 
z.  B.  folgendes :  Erfüllt  eine  ganzzahlige  Beihe  yon  Be- 
rtthrungskugeln  gerade  einen  Umgang  der  Fläche,  so  ist 
dies  mit  jeder  solchen  Beihe  der  Fall.  Andere  gelten  auf 
Grund  der  Abbildung  auf  den  Parallelstreif,  z.  B.  folgendes : 
Schliefst  in  einem  der  besprochenen  isothermischen  Ring- 
streifen eine  Reihe  von  Quadraten  der  betreffenden  Ein- 
teilung nach  einem  Umgange,  so  schliefst  sie  stets,  wo  sie 
auch  beginne.  Dasselbe  gUt  von  den  Quadraten  innerhalb 
eines  Streifens  zwischen  zwei  Loxodromen  der  Fläche,  die 
zu  einer  quadratischen  Einteilung  gehören.  Entspricht  eine 
Reihe  solcher  Quadrate  genau  einem  Umgange  um  die 
Fläche,  so  geschieht  dies  stets,  wo  auch  die  Reihe  beginne. 

[Bei  der  Drehungscyklide  denke  man  sich  zwischen 
zweien  der  inneren  Berührungskugeln  und  der  Fläche  andere 
Berührungskugeln  einbeschrieben,  die  alle  drei  Flächen  be- 
rühren. Die  äufserste  und  innerste  dieser  neuen  Kugelschar 
bestimmen,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  eine  Dupinsche  Cyklide, 
welche  die  ursprüngliche  in  einem  Kreisschnitte  berührt, 
und  deren  Kreisschnittebenen  zweiter  Art  durch  die  Drehungs- 
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achse  der  Gyklide  gehen.  Durch  Inversion  gilt  der  Satz  aach 
allgemein  von  der  Dupinschen  Cyklide,  nnr  dafs  an  Stelle  der 
Drehnngsachse  deren  Haaptachse  (dnreh  J)  tritt.  Auch  in  einen 
der  entsprechenden  Räume  der  Spiralröhrenfläche  lassen  sich 
solche  Bertthmngskngetn  einbeschreiben.  Es  fragt  sich, 
welchen  Modifikationen  der  genannte  Satz  hier 
nnterliegty  ob  die  Kngelschar  etwa  längs  eines  Kreis- 
schnittes berührt,  ob  die  Reihe,  wie  dort,  stets  sehliebt, 
wenn  sie  einmal  scUiefst,  n.  s.  w.  Die  Frage,  welche  (Ge- 
stalt die  Umhttllende  der  Engeln  hat,  ist  dabei  zunächst  zu 
beantworten.] 

Weitere  Schlielsungsprobleme  sollen  an  einem  be- 
sonderen Beispiele  angedeutet  werden. 

§  240)  Eine  merkwürdige  Eugelschar,  die  einem 
schon  berührten  Sonderfalle  entspricht,  entsteht  in  folgender 
Weise.  Man  denke  sich  eine  logarithmische  Spirale  durch 
Radii  vectores,  die  unter  konstantem  Winkel  y  aufeinander 
folgen,  regelrecht  eingeteilt,  wobei  die  Teilpunkte  mit  gi  be- 
zeichnet werden  mögen.  Auf  diesen  Radii  vectores  denke 
man  sich  im  Gentrum  M  Lote  errichtet,  die  bis  zu  den 
Durchschnitten  P  mit  den  in  den  entsprechenden  Punkten 
ju  an  die  Spitze  gelegten  Tangenten  reichen,  so  dafs  die 
Tangenten  die  Längen  der  von  M  aus  bis  zu  den  Be- 
rtlhrnngspunkten  reichenden  Spiralbogen  angeben.  Die 
Schnittpmikte  der  Lote  und  der  Tangenten  liegen  dann  auf 
einer  gleichwinkligen  Spirale  desselben  Gentrums,  der 
Evolvente  der  ersten  Spirale.  Um  die  Punkte  fi  lege  man 
mit  den  zugehörigen  Tangenten  als  Radien  Kreise.  Diese 
Kreise  sind  Krtlmmungskreise  der  zweiten  Spirale  und 
werden  von  dieser  umhttllt,  aber  gleichzeitig  geschnitten. 
Jedes  der  Lote  verlängere  man  ttber  M  hinaus  um  sich 
selbst,  dann  bilden  die  Endpunkte  B  eine  dritte  Spirale 
derselben  Schar,  die  derart  liegt,  dafs  jeder  um  M  gelegte 
Kreis  durch  sie  selbst  und  durch  die  zweite  Spirale  in  einem 
Durchmesser  geschnitten,  also  halbiert  wird.  Sie  ist  die  iso- 
thermisch Halbierende  des  eine  ganze  Umdrehung  umfassenden 
Spiralstreifens  (hier  die  doppelt  gedachte  zweite  Spirale). 
Die  Punkte  B  entsprechen  also  den  Berührungspunkten  B 
der  früher  behandelten  Figuren,  nur  handelt  es  sich  jetzt 
um  einen  der  Fälle,  wo  die  einbeschriebenen  Kreise  ein- 
ander nicht  in  dem  Sinne  berühren  können,  wie  es  frtlher 
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^eschaL  Die  Bedentnng  der  Punkte  B  zu  anter- 
«uchen,  wird  als  Aufgabe  gestellt  Sodann  soU  die 
durch  die  gezeichneten  Kreise  bestimmte  Eugelschar  unter- 
sucht werden,  fttr  die  sie  Hauptkreise  sind.  Diese  Eugel- 
schar wird  nicht,  wie  vorher,  von  einer  Spiralröhrenfläche 
nmhtillt,  sondern  nur  von  einer  Linie,  der  zweiten  Spirale. 
Die  wesentlichen  Eigenschaften  dieser  Eugelschar  soUen  im 


Flg.  121. 
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Anschlnfs  an  die  firüheren  Betrachtangen  ermittelt  werden. 
Sie  wird  z.  B.  nicht  nur  von  den  Spiralen,  sondern 
auch  von  den  Loxodromen  der  zu  diesen  gehörigen 
senkrechten  Cylinder,  also  von  gewissen  Kegel- 
loxodromen,  anter  konstanten  Winkeln  darch- 
schnitten.  Jede  dieser  Eorven  giebt  homologe  Punkte  der 
Kugeln.  Wie  die  gestrichelte  Spirale  der  Figar  zeigt,  liegen 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Greraden  auf  Spiralen  der 
Schar.  Im  Bingstreif  zwischen  je  zwei  der  gezeichneten 
Kreise  (die  nur  {\lr  y  =  0  einander  berühren)  lassen  sich 
Bertlhrungskreise  einzeichnen,  die,  je  nachdem  man  den  Ab- 
stand wählt,  entweder  nach  einer  endlichen  Anzahl  von 
Umgängen  schlielsen,  oder  überhaupt  nicht  schliefsen,  in 
gewissen  Sonderfällen  schon  nach  einem  Umgange  schliefsen. 
Oeschieht  z.  B.  letzteres  bei  den  Kreisen  1  und  öy  so  ge- 
schieht es  auch  bei  2  und  6y  bei  3  und  7  u.  s.  w.,  wo  auch 
der  erste  Berührungskreis  liegen  möge.  In  dieser  Hinsicht 
yerhält  sich  also  diese  spiraloidische  Kreisschar  wie  eine 
Steinersche.  Ein  Unterschied  liegt  aber  darin,  dafs  bei  der 
Steinerschen  Kreisschar  die  Berührungspunkte  benachbarter 
Berührungskreise  auf  einem  Kreise  derselben  Schar  (auf 
den  Streifen  isothermisch  halbierenden)  liegen,  hier  aber 
nicht  etwa  auf  einem  Kreise  der  spiraloidischen  Schar.  Die 
Figur  stellt  also  zugleich  eine  Reihe  aufeinander  folgender 
Gykliden  von  besonderer  Lage  dar,  für  welche  an  Stelle 
der  Kreisreihen  Kugelreihen  treten. 

Denkt  man  sich  die  gezeichneten  Kugeln,  z.  B.  von  der 
zehnten  ab  bis  nach  M  hin  fortgesetzt,   so  ist  der  Quotient 

der  geometrischen  Reihe  ihrer  Radien  gleich  «*•"«.  Dem- 
nach läfst  sich  die  Summe  der  Kreisperipherien,  der  Kugel- 
oberflächen, der  Kugelinhalte  bis  dorthin  genau  berechnen. 

Jede  Orthogonalkurye  der  gezeichneten  Kreisschar  hat 
auf  der  Spirale  der  P  einen  Wendepunkt,  da  sie  aber  un- 
endlich viele  Durchschnittspunkte  mit  ihr  hat,  besitzt  sie 
unendlich  viele  Wendepunkte. 

Weitere  Eigenschaffcen  dieser  Kreis-  und  Kugelschar  zu 
entwickeln,  bleibe  dem  Leser  überlassen.  Einige  ergeben 
sich  z.  B.  mittels  der  Inversion  gegen  irgend  eine  um  M 
gelegte  Kugel,  wodurch  das  Symmetriebild  der  Spiralenschar 
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in  Bezug  anf  jeden  ihrer  Radii  vectores  entsteht  und  die 
Yorkommenden  Geraden  und  Ebenen  in  Kreise  bezw.  Engeln, 
die  durch  M  gehen,  verwandelt  werden.  Aber  auch  die 
Ahnlichkeitspnnkte  der  Engelschar,  die  Potenzlinien  und 
Potenzebenen  u.  s.  w.  geben  zu  Sätzen  Veranlassung.  Dafs 
auch  die  Inversion  von  beliebigem  Raumpunkte  aus  von 
Interesse  ist,  wird  sich  unten  zeigen. 

ß)  Die  InverBionaverwandten  der  logarithmischen 

Spiralröhrenfläohe. 

§  241)  Die  Inversionsyerwandten  der  Schar 
logarithmischer  Spiralen.  Die  Spiralenschar  entstand 
aus  der  Schar  konzentrischer  Ereise  und  des  Strahlen- 
bttschels,  die  von  jeuer  ersteren  Schar  unter  konstanten 
Winkeln  {dO^  -\-  a)  und  a  durchschnitten  werden.  Durch 
Inversion  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  aus  geht 
das  Strahlenbttschel  nebst  konzentrischer  Ereisschar  tlber  in 
ein  Ereisbttschel  nebst  orthogonaler  Ereisschar.  Die  Schar 
logarithmischer  Spiralen  verwandelt  sich  dabei  in  eine 
Eurvenschar,  welche  das  Ereisbttschel  unter  dem  konstanten 
Winkel  a,  die  Ereisschar  unter  {90^ -{-a)  schneidet.  Wie 
man  von  Bicirkularkoordinaten  spricht,  kann  man  auch  von 
Bicirkularspiralen  sprechen.  Jedoch  kann  man  die 
neuen  Spiralen  auch  als  logarithmische  Doppel- 
spiralen bezeichnen. 

Die  Ereise  des  Büschels  haben  ttber  der  die  Bttschel- 
pnnkte  verbindenden  Sehne  konstante  Peripheriewinkel. 
Macht  man  diese  Sehne  zur  X-Achse,  die  andere  Symmetrie- 
linie des  Büschels  zur  Y-Achse,  so  kann  man  statt  des 
Peripheriewinkels  fttr  jeden  Punkt  eines  Ereises  die  Differenz 
der  Neigungswinkel  der  Schenkel  gegen  die  X-Achse  nehmen, 
was  eine  Gleichung  {q>  —  y^)  =  y  giebt.  Für  die  Ereise  der 
Ereisschar  ist  bekanntlich  das  Verhältuis  der  Radii  vectores 

konstant,  so  dafs  man  für  jeden  Ereis  die  Gleichung  -^  =  e 

Vi 
hat.    Läfst  man  {(p — (p^)  der  Reihe  nach   die  Werte  der 

Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  annehmen,  z.  B. 

1)        (9'  —  a)  =  ö,  +  — ,  +  —,+— ,+ , 

7i  n  n 
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and  macht  man  ebenso  der  Reihe  nach    • 

27t      ,     47t      ,     67t 


.1     /V\  ^      I     ^^     1     *^     I     OTT      , 

\q  /  —  n    —  n    —  n     — 

so  erhält  man  die  quadratische  Einteilmig  durch  Ereis- 
bttschel  und  Kreisschar.  Man  kann  geradezu  sagen,  dafs 
bei  der  Transformation  die  Neigungen 

^      .     27t     ,     47t      , 

^  =  ö,H ,H ,4- 

n    —  n        ' 

sich  in  die  Neigungsdifferenzen  unter  1)  verwandelt  haben, 
die  Radien 

2n        An 

r=0^e    *,«    *, 


in  die  Radienyerhältnisse 


t>  ±-    ±- 


e  ^e      je      , 


woraus  eben  die  Reihe  2)  hervorgeht.    Ohne  näher  auf  diese 
Koordinaten  einzugehen,  bemerke  man  Folgendes: 

In  §  205  entsprach  der  Geraden 

Y Y 

h  =  tan  a  =  k 


X  —  X^ 


die  logarithmische  Spirale 

^  —  &. 


tan  a  =  k. 


Igr  —  lgr^ 
Die  Gleichung  der  letzteren  geht  durch  Inversion  über  in 

Kf)-Hf) 

Letzteres  ist  also  die  Gleichung  der  logarithmischen 
Doppelspiralen  oder  Bicirkularspiralen.  Man  kann  aber  die 
Gleichung  auch  einfacher  schreiben.  In  §  205  wurde  aus 
der  Geraden 

X— Fcota  =  Z, 
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die  Spirale 


oder 


Igr  —  ^.cota=  Igr^^ 


^eota 


^oota 


—  =  e        ,  oder  r  =  r^e 


Fig.  122. 
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Hier  wird  aas  der  Spirale  die  Doppelspirale 


bezw. 


oder 


'l9(f)-{9-x)oota=lg(^'^ 


J—..ii.  =  e 


?       Pl 


V?/     ?i 


Läfst  man  Z^  die  Wertfolge  ö,  +  a,+  2a,  +  ^^---  »n- 
nehmen,  so   erhält  man   eine  Parallelenschar  von  gleichen 

Abständen,  läfst  man  Igr^  diese  Wertfolge  annehmen,  so 
erhält  man  eine  Spiralenschar  von  gleichen  Winkelabständen, 

läfst  man  den  Änsdrack  Ig^-^  diese  Wertfolge  annehmen,  so 

erhält   man    eine   isothermische  Schar   von  logarithmischen 

Doppelspiralen.  Die  variabelen  Aasdrttcke  (  —  )  nnd  {g>  —  x) 

sind  dabei  die  Bicirkularkoordinaten.  Die  Gleichung  der 
Orthogonalschar  geht  ebenso  aus  der  der  orthogonalen 
Geradenschar  hervor.  Diese  Bemerkungen  sollen  nur  zeigen, 
wie  elementar  diese  Kurven  auch  analytisch  behandelt 
werden  können. 

Die  logarithmische  Spirale  hatte  folgende  Eigenschaft: 
Nimmt  der  Neigungswinkel  des  Radius  vector  in  arith- 
metischer Reihe  zu,  so  nimmt  seine  Länge  in  geometrischer 
Reihe  zu  (oder  ab). 

Daraus  entspringt  als  Haupte igenschaft  der  Bi- 
circularspirale  folgendes: 

Nimmt  die  Differenz  q>  —  x  ^^^  Neigungswinkel 
der  beiden  Radii  vectores  in  arithmetischer  Reihe 
zu,  so  nimmt  das  Verhältnis  der  Längen  der  Radii 
vectores  in  geometrischer  Reihe  zu  (oder  ab). 

In  Figur  122  sind  zwei  Scharen  solcher  Kurven,  welche 
die  Ebeixe  in  ein  System  von  „Quadraten'^  einteilen,  dar- 
gestellt. Dabei  ist  der  Fall  gewählt,  dafs  die  beiden  Kreis- 
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scharen   unter  Winkel   geschnitten   werden,   die  sich  durch 

1                                             2 
tan  a  =  —  und  tan  (90  ^-\-a)  = —  ergeben. 

Die  Mittelpunkte  der  acht  Kreise  des  Bttsehels  sind 
J/,  J/j,  JM,,  i/3,  J/_i,  Jf_2,  3/_8  und  M^.  Will  man  weitere 
Kreise  einschalten,  so  wähle  man  die  übrigen  Kreisschnitte 
derselben  Achse  als  Mittelpunkte.  Die  Mittelpunkte  der 
Kreisschar  ergeben  sich,  sobald  man  einen  hat.  Dieser  eine 
kann  durch  eine  Berechnung  mit  Hilfe  des  natürlichen  Loga- 
rithmus gefunden  werden.  (Mit  Annäherung  findet  man 
ihn  mit  Hilfe  des  bei  M  in  den  Meridianstreif  eingetragenen 
Berührungskreises  und  zwar  um  so  genauer,  je  mehr 
Büschelkreise  man  gezeichnet  hat.  Absolut  genau  ist  die 
Konstruktion  nur  für  unendliche  Kleioheit  des  Kreises.)  Man 
erhält  so  ein  kleines  „Quadrat^  (z.  B.  mit  Hilfe  einer 
Horizontalen)  ABMC.  Die  Tangente  in  A  giebt  den  Mittel- 
punkt m^  und  symmetrisch  tn.  1.  ptfan  kann  auch  die 
Quadrat-Einteilung  mittels  Strahlenbttschel  und  konzentrischer 
Kreisschar  benutzen  und  die  Figur  mittels  der  Inyersion  in 
die  neue  Form  umgestalten.  Auch  kann  man  diese  durch 
stereographische  Projektion  aus  der  quadratischen  Einteilung 
der  Kugel  durch  Meridiane  und  Parallelkreise  erhalten.] 
Die  Gerade  Afg  m^  giebt  den  Punkt  D  auf  dem  Kreise  M^. 
Die  Tangente  in  Af,  giebt  den  Mittelpunkt  m,  und  sym- 
metrisch m„2-  Die  Oerade  jBm-  giebt  auf  dem  Kreise  M^ 
den  Punkt  F,  die  Tangente  in  P  giebt  den  Mittelpunkt  m^ 
und  symmetrisch  m.g-  Die  Gerade  Gm^  giebt  H^  die  Tan- 
gente in  B  würde  m^  geben,  und  so  kann  man  mit  J  u.  s.  w. 
fortfahren  bis  ins  Unendliche. 

Man  kann  die  beiden  Scharen  von  Diagonalkurven  in 
die  Quadrate  einzeichnen,  was  die  Bicirkularspiralen  zu 
+  45^  giebt.  Die  beiden  Scharen  sind  dann  kongruent. 
Um  nicht  kongruente  Scharen  zu  erhalten,  kann  man,  wie 
es  in  der  Figur  geschehen  ist,  die  Diagonalen  von  Doppel- 
quadraten (oder  anderen  Rechtecken)  wählen.*) 

*)  Eine  intereBsante  Eif;eii0ehaft  ist  noch  folgende:  Legt  man  an 
eine  Schar  von  Bidrcularspuralen  parallele  Tangenten,  so  liegen  deren 
Berühmngspnnkte  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel.  Für  alle  Arten  von 
Tangentenrichtnngen  erhftlt  man  ein  Büschel  solcher  Hyperbeln  dorch 
die  Büsohelpnnkte.  Die  Orthogonalschar  von  Lemniskaten  sendet  jedes 
Individuum  durch  gleich  grofse  Quadrate  der  EinteUnng. 
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§  242)  Weitere  Eigenschaften  der  Bicirknlar- 
spiralen.  Sämtliche  logarithmischen  Spiralen  derselben 
Schar  sind  kongment,  demnach  lassen  sich  sämtliche 
Bicircnlarspiralen  einer  Schar  dnrch  Inyersion  ans 
einer  einzigen  logarithmischen  Spirale  ableiten. 
Die  Bicirknlarspiralen  einer  Schar  sind  also  unter 
sich  kreisverwandt  (oder  inversionsverwandt).  Zu 
jeder  giebt  es  im  allgemeinen  eine  symmetrische  kongmente 
-innerhalb  der  Schar.  Nur  die  dnrch  den  Mittelpunkt  der 
Btlschelsehne  gehenden  sind  nur  einmal  vorhanden,  ebenso 
die  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  gehenden,  die  also 
Asymptoten  haben.  Kurven,  die  eine  Schar  dieser  Art  unter 
konstantem  Winkel  durchsetzen,  sind  vnederum  Bicirknlar- 
spiralen, im  Sonderfalle  Ereisbttschel  oder  Ereisschar.  Jede 
Doppelspirale  macht  um  jeden  Btischelpunkt  unendlich  viele 
Windungen,  jedoch  um  beide  in  entgegengesetztem  Sinne. 
Gleichyi^oklige  Kurven  dieser  Art  schneiden  einander  nicht. 
Inversion  mittels  eines  Kreises  des  Büschels  oder  der  Schar 
verwandelt  die  Doppelspirale  in  eine  das  Kreisbttschel  unter 
entgegengesetztem  Winkel  schneidende  Doppelspirale.  Be- 
liebige Inversion  verwandelt  die  Schar  von  Doppelspiralen 
wieder  in  eine  solche,  jedoch  ein  anderes  Kreisbttschel 
schneidende.  Durch  Inversion  von  einem  Bttsohelpunkte  aus 
entstehen  Systeme  logarithmischer  Spiralen. 

Jeder  Krttmmungskreis  einer  logarithmischen  Doppel- 
spirale berührt  und  schneidet  sie  zugleich  im  Berührungs- 
punkte, trifft  sie  aber  nie  wieder,  so  dafs  er  den  einen  Teil 
der  Kurve  einschliefst,  den  andern  Teil  ausschlieCst.  Durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  und  nur  ein  Krümmungs- 
kreis der  Kurve.  Zwei  solcher  Krümmungskreise  sehneiden 
einander  nie,  nur  unendlich  benachbarte  bertlhren  einander 
auf  der  Doppelspirale  selbst,  welche  die  Schar  umhüllt, 
jeder  also  umschliefst  sämtliche  Windungen  des  von  ihm 
eingeschlossenen  Kurventeils,  wird  aber  von  allen  des  andern 
TeUs  umschlossen  oder  ausgeschlossen.  Den  Grenzfall 
bildet  der  zur  Geraden  ausartende  Krümmungskreis,  der 
dem  Wendepunkte  der  Kurven  entspricht  Daher  kann  auch 
jede  Doppelspirale  nur  einen  einzigen  Wendepunkt  haben. 
Nach  §  212  liegen  alle  Wendepunkte  einer  solchen 
Schar  auf  einer  geraden  Linie,  der  einen  Asymptote. 
Die   Evolute   einer    logarithmischen   Doppelspirale    ist   das 
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Inyersionsbild  einer  Kurve,  die  man  folgendermafsen  leicht 
erhält.  Man  zeichne  zn  einer  gewöhnlichen  logarithmischen 
Spirale  diejenigen  Orthogonalkreise,  die  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  P  gehen.  Diese  Kreise  umhttUen  eine  Kurve. 
Macht  man  nun  P  zum  Inversionscentrum,  so  wird  die  Um- 
htlUende  der  Kreise  in  die  Evolute  der  entsprechenden 
Doppelspirale  verwandelt. 

In  den  Streifen  zwischen  zwei  Doppelspiralen  einer 
Schar  läfst  sich  eine  Reihe  von  Bertthrungskreisen  einbe- 
schreiben, die  einander  paarweise  berühren.  Diese  Be- 
rührungspunkte liegen  auf  einer  Doppelspirale  derselben 
Schar,  welche  den  Streifen  isothermisch  halbiert.  Die  Kurven 
selbst  sind  stereographische  Projektionen  von  Kugelloxo- 
dromen,  geben  also  die  Darstellung  der  Loxodromen  auf 
den  Karten  der  östlichen  und  westlichen  Halbkugelkarte. 

§  243)  Das  Inversionsbild  der  logarithmischen 
Spiralröhrenfläche  für  beliebige  Punkte  ihrer 
Symmetrieebene.  Die  beiden  Grenzspiralen  verwandeln 
sieh  in  Bicirkularspiralen,  die  der  Fläche  einbeschriebenen 
Kugeln  gehen  in  Kugeln  über,  welche  die  dem  Streif  zwischen 
diesen  beiden  Kurven  einbeschriebenen  Kreise  zu  Haupt- 
kreisen haben.  Berühren  einander  solche  Kugeln,  so  ge- 
schieht es  auf  einer  den  Streif  isothermisch  halbierenden 
Doppelspirale.  Die  umhüllende  Fläche  aller  Kugeln  ist  das 
gesuchte  Inversionsbild  der  lögarithmischen  Spiralröhrenfläche. 
Die  Fläche  hat  eine  Symmetriebene.  Die  Kreisschnitte  der 
ursprünglichen  Fläche  verwandeln  sich  wiederum  in  Kreis- 
schnitte, die  senkrecht  zur  Symmetrieebene  stehen.  Sie  sind 
Ejümmungslinien  der  Fläche.  Die  zu  ihnen  orthogonale 
Kurvenschar  der  Fläche  giebt  deren  Elrümmungslinien  zweiter 
Art.  Jede  Krttmmungscyklide  der  ursprünglichen  Fläche 
geht  über  in  eine  &ümmungscyklide  der  neuen  Fläche. 
Das  Gaufssche  Krümmungsmafs  der  Fläche  in  jedem  Punkte 
entspricht  dem  Ejümmungsmafse  der  betreffenden  Cyklide 
in  demselben  Punkte. 

(Die  Mittelpunkte  der  einbeschriebenen  Kugeln  der 
ersten  Fläche  gehen  nicht  in  die  Mittelpunkte  der  der  zweiten 
Fläche  einbeschriebenen  Kugeln  über,  der  neue  Mittelpunkts- 
weg ist  also  keine  Bicirkularspirale.) 

Auf  der  logarithmischen  Spiralröhrenfiäche  befanden 
sich  Kurven  „Bewegungskurven^,  welche  Loxodromen  senk- 
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rechter  Ereiskegel  oder  aach  senkrechter  Gylinder  mit  loga- 
rithmischer  Spirale  als  Grandlinie  waren.  Diese  Ereiskegel 
gehen  in  eine  Art  von  Dupinschen  Cykliden  mit  zwei  Knoten- 
punkten und  zwei  Wülsten  über,  die  Loxodromen  aber  bleiben 
Loxodromen.  Die  Entstehung  der  neuen  Böhren- 
fläche  läfst  sich  daher  dahin  definieren,  dafs  eine 
Engel  von  veränderlichem  Radius  sich  so  bewegt, 
dafs  sie  beide  Wulste  berührt  und  die  Berührungs- 
punkte auf  den  Wülsten  Loxodromen  zurücklegen. 
Man  kann  sie  bezeichnen  als  die  Böhrenfläche 
der  Bicirkularspiralen  oder  der  logarithmischen 
Doppelspiralen. 

Auch  die  Gylinder  mit  spiralischer  Basis  gehen  in  eigen- 
tümlich gestaltete  Flächen  über.  Diese  werden  gebildet 
von  Kreisen,  die  auf  der  Symmetrieebene  senkrecht  stehen, 
durch  das  Inversionscentrum  gehen  und  aufserdem  durch 
die  Punkte  der  aus  jeder  spiralischen  Basis  entstehenden 
Doppelspirale.  Die  Loxodrome  der  Gylinder  werden  Kurven, 
welche  die  Kreise  der  neuen  Flächen  unter  konstantem 
Winkel  schneiden. 

§  244)  Liegt  das  gewählte  Inversionscentrum 
und  der  spiegelnde  Kreis  ganz  aufserhalb  der 
Spiralröhrenfläche,  so  wird  deren  Inversionsbild 
eine  Röhrenfläche,  die  ganz  innerhalb  der  Kugel 
liegt  und  nur  innerliche  Berührungskugeln  von 
nur  endlicher  Gröfse  besitzt. 

Liegt  die  Inversionskugel  ganz  innerhalb  der 
Röhrenfläche,  so  wird  das  neue  Gebilde  ebenfalls 
ganz  von  der  Kugel  umschlossen  und  dabei  treten 
eigentümliche  Änderungen  ein.  Um  diese  zu  über- 
sehen, wähle  man  eine  der  Berührungskugeln,  z.  B. 
M^  zur  abbildenden  Kugel.  Der  Berührungskreis 
bleibt  dann  ungeändert,  so  dafs  längs  desselben 
die  neue  Röhrenfläche  von  der  nun  äufseren  Kugel 
berührt  wird.  Die  beiden  durch  M^  gehenden  Be- 
rührungskugeln verwandeln  sich  in  Ebenen,  welche 
die  neue  Fläche  längs  zweier  Kreise  berühren. 
Diese  Lage  des  Inversionscentrums  ist  aber  nur  ein  be- 
sonderer Fall.  Hier  sollen  allgemeinere  Fälle  gewäUt 
werden. 
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Demnach   giebt   es   zwischen  zwei  gleichwinkligen  Bi- 
cirknlarspiralen  zwei  Haupttypen  von  Böhrenflächen 
dieser  Art,  die  sich 
am  besten  an  zwei 
zusammengehörigen 
Skizzen  erläntem. 

§  245)  Figur 
123  stellt  den 
ersten  Typus  dar, 
bei  dem  alle  Be- 
rtthrungskugeln 
im  Endlichen  ver- 
laufen. Die  Bertth- 
rongskreise  der  bei- 
den ebenenBicirku- 
larspiralen  befinden 
sich  in  der  endlichen 
Innenfläche  zwischen 
beiden  Kurven.  Jede 

der  Bertthrungs- 
sehnen  ist  Projektion 
eines  Kreises,  den 
man  auf  einem  Holz- 
modell der  Sym- 
metrieebene    durch 

halbkreisförmige 

Drahtbügel  dar- 
stellen   kann ,     die 
senkrecht    auf    der 
Ebene  stehen. 

§  246)  Figur  124  stellt  den  zweiten  Typus  dar, 
bei  dem  zwei  der  Bertthrungskugeln  unendlich 
grofs  sind,  so  dafs  die  bis  ins  Unendliche  reichende  AuiÜ9en- 
fläche  des  vorigen  Innenstreifens  von  den  Bertlhrungskreisen 
erfllllt  wird.  Während  jedoch  die  Kugeln  bis  zu  unend- 
licher Gröfse  zunehmen,  verläuft  trotzdem  die  Fläche  im 
Endlichen,  sie  ist  eben  nur  in  den  ebenen  Grenzspiralen 
mit  der  vorigen  identisch.  Die  Grenzspiralen  sind  aber  bei 
beiden  mit  ganz  verschiedenen  Kreisen  versehen,  die,  senk- 
recht  auf  der  Symmetrieebene   stehend,   von  Kurve   nach 
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Kurve  gehen,  das  eine  Mal  als  Projektionen  Qaerlinien 
der  Innenfläche,  das  andere  Mal  solche  der  Anfsenfläohe 
gebend.  Auch  hier  kann  man  die  dnrch  gerade  Linien 
dargestellten  Kreise  dnrch  halbkreisförmige  Drahtbttgel 
veranschanlichen. 


Fig.  124. 


§  247)  Ein  Zwischentypus,  bei  dem  jeder  der  beiden 
ebenen  Streifen  ins  Unendliche  reicht,  also  jeder  als  innerer 
oder  äufserer  anfgefafst  werden  kann,  ist  dorch  Figor  125 
dargestellt.  Bei  letzterem  ist  ein  auf  einer  der  Grenzspiralen 
der  ursprünglichen  Fläche  gelegener  Punkt  zum  luTersions- 
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pnnkt  gemacht  worden.  Eine  der  Erttmmnngscykliden  ge- 
hört bei  diesem  Typus  der  ins  Unendliche  reichenden  Art 
an,  die  schon  in  Band  I  bei  Figor  245  nnd  246  behandelt 
worden  ist.  Beide  Streifen  sind  hier  offen  und  mit  Be- 
rtthrungskreisen  angefüllt.  Dadurch  sind  zwei  Röhrenflächen 
dargestellt  Wo  die  (geradlinigen)  unendlich  grofsen  Kreise 
berühren,  sind  statt  der  Drahtbügel  einfache  Lothe  zu 
errichten. 

§  248)  Bemerkungen.  Naturgemäfs  läfs  sich  auch 
beim  gewöhnlichen  Spiralstreif  nicht  nur  die  Innenfläche^ 
sondern  auch  die  Aufsenfläche  mit  Berührungskreisen  ver- 
sehen, so  dafs  auch  dort  zwei  Spiralröhrenflächen  möglich 
sind,  welche  dieselben  Grenzspiralen  haben.  Werden  beide 
zugleich  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Symmetrieebene 
aus  der  Inversion  unterworfen,  so  wird  die  eine  der  Flächen 
in  den  ersten,  die  andere  in  den  zweiten  Typus  verwandelt. 
Kur  wenn  der  Inversionspunkt  auf  einer  Orenzspirale  liegt, 
nimmt  jede  der  beiden  Flächen  die  Form  eines  Zwischen- 
typus an. 

Zu  Figur  124  sei  noch  folgendes  bemerkt:  Eine  der 
BerUhrungssehnen,  AA^^  ist  die  gröfste  von  aUen.  Ihr  Kreis 
entspricht  bei  der  Inversion  mittels  des  Kreises  M^  dem 
Kreisschnitte  A^  C^.  Die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
B  B^  und  CC^  stellen  die  Berührungskreise  der  ins  Unend- 
liche reichenden  Kugeln  (Ebenen)  dar.  Sie  entsprechen  bei 
der  obigen  Inversion  den  beiden  durch  M^  gehenden  Kugeln. 
Die  Bertthrnngskreise  D  D^  und  E  E^  der  Grenzkurven  und 
der  gezeichneten  äufseren  Berührungskugel  entsprechen  den 
beiden  Nachbarkugeln  von  J/^.  Aufserhalb  DD^  xmiäiEE^ 
schwellen  die  Kugeln  bis  ins  Unendliche  an  und  ragen  über 
die  gezeichnete  Kugel  hinaus,  innerhalb  D  Dy^  und  EE^ 
verlaufen  die  Kugeln  innerhalb  der  gezeichneten  äufseren. 
Kugel. 

Die  durch  die  obige  Bewegung  der  Kugel  charakterisierte 
Entstehung  dieser  Flächen  giebt  auch  die  Entstehung  der 
Bewegungskurven  an.  Auch  hier  bilden  diese  mit  ihren 
Orthogonalkurven  isothermische  Kurvensysteme,  welche  auch 
die  Konstruktion  der  Loxodromen  und  die  konforme  Ab- 
bildung auf  den  Parallelstreif  ermöglichen. 

§249)  Aufgabe.  Gegeben  seien  zwei  Bicirkular- 
spiralen  aus  derselben  Schar.    Die  beiden  zu  ihnen 
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gehörigen  Röhrenflächen  sollen  in  Grund-  und  Auf- 
rifs  gezeichnet  werden,  und  zwar  soll  die  Fläche 
durch  die  Kreisschnitte  in  inversionsyerwandte 
Streifen  eingeteilt  werden.  Die  Bewegungskurven 
dagegen  sollen  sich  der  isothermischen  Einteilung 
einer  Erttmmungscyklide  anschliefsen. 

Wo  es  der  transscendente  Charakter  der  Aufgaben  er- 
fordert;  sind  die  Konstruktionen  nach  den  oben  angewandten 
Annftherungsmethoden  zu  geben. 

§  250)  Aufgabe.  Aus  jeder  rein  geometrischen 
Eigenschaft  der  logarithmischen  Spiralröhrenfläche 
soll  eine  solche  ihres  Inversionsbildes  (mit 
Symmetrieebene)  abgeleitet  werden. 

Man  versuche  dabei,  mit  Hilfe  der  Bicirkularkoordinaten 
auch  einiges  yon  metrischen  Beziehungen  abzuleiten«  Bei 
dieser  Gelegenheit  lassen  sich  auch  Sätze  der  allgemeinen 
Lehre  von  den  Baumkurven  spezialisieren. 

§  251)  Inversion  der  logarithmischen  Spiral- 
röhrenfläche von  einem  Punkte  des  Lotes  aus, 
welches  sich  im  Gentrum  Jf  auf  der  Symmetrie- 
ebene errichten  läfst. 

Da  der  Inversionspunkt  aufserhalb  der  beiden  zwischen 
den  Grenzspiralen  möglichen  Flächen  dieser  Art  liegt,  ist 
nur  ein  Typus  zu  erwarten.  Die  Symmetrieebene  ver- 
wandelt sich  in  eine  KugeL  An  Stelle  der  Symmetrie  tritt 
Inversionsverwandtschaft  zwischen  dem  äulseren  und  inneren 
Teile  der  zu  konstruierenden  Fläche.  Die  Grenzspiralen 
verwandeln  sich  in  gewöhnliche  Loxodromen  der  KugeL 
Ihre  Polpunkte  liegen  auf  einem  Durchmesser  der  Kugel. 
Die  Bertlhrungskreise  des  Spiralstreifens  gehen  über  in  Kreise 
auf  der  Kugel,  welche  in  einem  der  beiden  loxodromischen 
Streifen  liegen.  Durch  diese  Kreise  sind  Kugeln  zu  legen, 
welche  die  Kugelfläche  orthogonal  schneiden.  Auf  jeder  dieser 
Kugeln  befindet  sich  ein  Bertlhrungskreis  (Ejreisschnitt)  Aer 
gesuchten  Fläche.  Im  Modell  kann  man  diese  Kreislinien 
f ttr  den  äufseren  Teil  der  gesuchten  Fläche  durch  Draht- 
bttgel  darstellen,  die  kreisförmig  gebogen  sind  und  die  Kugel- 
fläche dort  orthogonal  durchstofsen,  wo  die  einbeschriebenen 
Kreise  die  Grenadoxodromen  berühren,  .Die  gröfsten  dieser 
Bttgel  befinden  sich  in  der  Nähe  des  „Äquators^.    (Im  be- 
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jsonderen  Falle  kOnnen  die  Bertthmngspnnkte,  in  denen  sie 
die  Engel  dnichstofsen,  um  180^  von  einander  entfernt  sein, 
dann  Tvird  der  Bügel  unendlich  grofs,  d.  h.  ein  bis  ins  Un- 
endliche reichender  Durchmesser  der  Engel.)  Das  Innere 
der  Bügel  ist  die  Fortsetzung  der  Ereise  durch  das  Innere 
der  Engel.  (In  jenem  besonderen  Falle  reicht  also  die 
Fläche  bis  in  den  Mittelpunkt  der  Eugel.) 

Die  Mittelpunkte  der  Berührungskugeln  selbst  können 
folgendermafsen  bestimmt  werden.  Zu  jedem  umbeschriebenen 
Ereise  des  Loxodromenstreifens  gehört  ein  Tangentenkegel, 
dessen  Spitze  den  Mittelpunkt  der  Berührungskugel  giebt. 
Die  verbindende  Eurve  aller  dieser  Spitzen  ist  der  Mittel* 
punktsweg  der  veränderlichen  Berührungskugel.  Dieser  ist 
jedoch  keine  Eugelloxodrome. 

Die  Umhüllende  der  so  vollständig  be- 
stimmten Eugelreihe  kann  als  die  Röhrenfläche 
der  (gewöhnlichen)  Eugeiloxodromen  bezeichnet 
werden. 

Sie  besitzt  die  oben  besprochenen  Bügel  als  Ereis- 
schnitte,  die  als  Erümmungslinien  erster  Art  zu  betrachten 
sind,  während  deren  auf  der  Fläche  liegende  Orthogonal- 
kurven die  Ejümmungslinien  zweiter  Art  sind.  Jede 
Erümmungseyklide  ist  wieder  in  eine  solche  übergegangen, 
und  daher  sind  die  Erümmungsradien  der  Erümmungslinien 
zweiter  Art  und  das  Gaufssche  Ejrümmungsmafs  der  Fläche 
für  jeden  Punkt  bekannt.  Die  Bewegungskurven  der  ur- 
sprünglichen Fläche  sind  in  die  entsprechenden  der  neuen 
Fläche  übergegangen.  Jede  schneidet  die  Ejreisschnitte 
unter  konstantem  Winkel.  Sie  sind  zugleich  Loxodromen 
derjenigen  Cykliden,  in  welche  die  Eegel,  deren  Loxodromen 
sie  ursprünglich  waren,  übergegangen  sind ;  zugleich  sind  sie 
Loxodromen  der  Flächen,  in  welche  die  Gylinder  der  loga- 
rithmischen Spiralen  verwandelt  worden  sind,  deren  Loxo- 
dromen sie  ursprünglich  waren.  Die  logarithmischen  Spiralen 
dieser  Gylinder,  die  auf  der  Symmetrieebene  liegen,  sind  in 
Loxodromen  der  obigen  Schar  übergegangen,  die  Cylinder- 
geraden  in  Ejreise,  welche  in  den  Punkten  der  letzteren 
üormal  durch  die  Eugelfläche  gehen,  aufserdem  normal  durch 
das  auf  der  Eugel  liegende  Inversionscentrum.  Dadurch  sind 
die  Bewegungskurven  der  loxodromischen  Röhrenfläche  geo« 
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metrisch  1)e8tiiQmi  Sie  sind  eine  Isothermensehar,  die  mit 
ihrer  Orthogonalschar  eine  Einteilung  in  kleine  Quadrate, 
die  Konstraktion  der  Flächenloxodromen  nnd  die  konforme 
Abbildang  auf  jedem  unendlichen  Parallelstreif  der  Ebene 
erm($glicht. 

§  252)  Aufgabe.  Zu  jeder  geometrischen 
Eigenschaft  der  logarithmischen  Spiralröhren- 
fläche soll  die  entsprechende  der  loxodro- 
mischen  Röhrenfläche  ausgesprochen  werden. 
Die  letztere  Fläche  soll  imGrund-  undAufrifs 
korrekt  (zum  Teil  mit  beliebiger  Annäherung) 
gezeichnet  werden.  Die  wichtigsten  der  besprochenen 
Euryenscharen  sind  dabei  zu  berücksichtigen. 

§  253)  Inversion  der  logarithmischen  Spiral- 
röhrenfläche von  einem  beliebigen  fiaum- 
punkte  aus. 

Die  Grenzspiralen  verwandeln  sich  in  zwei  ver- 
allgemeinerte Loxodromen  der  Kugel,  deren  Pole  nun  nicht 
mehr  einem  Durchmesser  angehören,  sondern  beliebige  Lage 
auf  der  aus  der  Symmetrieebene  entstandenen  Kugel  er- 
halten. Die  Symmetrie  geht  wieder  in  Inversionsverwandt- 
schaft zwischen  dem  äufseren  und  inneren  Teile  über.  Hier 
sind  wieder  zwei  Hauptf äUe  und  ein  vermittelnder  Zwischen- 
fall zu  unterscheiden. 

a)  Liegt  das  Inversionscentrum  aufserhalb 
der  gegebenen  Röhrenfläche,  so  bleiben  alle  Be- 
rührungskugeln endlich  und  bleiben  innere  Berührungskugehi 
der  neuen  Fläche,  die  ebenfalls  ganz  im  Endlichen 
verläuft  und  im  wesentlichen  dieselben  Eigenschaften  hat, 
wie  die  vorige. 

b)  Liegt  das  Inversionscentrum  innerhalb 
der  gegebenen  Röhrenfläche,  so  werden  alle  Be- 
rührungskugeln zu  äufseren.  Die  Unterschiede  dieses  Falles 
gegen  den  Fall  a)  entsprechen  etwa  denen  der  Figuren  123 
und  124.  Die  Fläche  verläuft  ganz  im  Endlichen. 
Die  beiden  durch  das  Inversionscentrum  gehenden  Be- 
rührungskugeln verwandeln  sich  in  Ebenen,  welche  die 
Fläche  längs  zweier  Kreise  berühren. 

c)  Liegt  das  Inversionscentrum  auf  der  ge- 
gebenen Röhrenfläche,   so  tritt  ein  Zwischenfall  ein. 
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Die  in  diesem  Gentram  liegende  Bertthrongskiigel  verwandelt 
sich  in  eine  Ebene,  der  entsprechende  Bertthnmgskreis  in 
eine  Gerade.  Beide  reichen,  wie  die  neue  Fläche,  bis  ins 
Unendliche,  und  zwar  berührt  die  Ebene  die  Fläche  längs 
dieser  ganzen  Geraden.  Eine  zweite  sie  in  dieser  Weise 
berührende  Ebene  ist  nicht  vorhanden. 

Für  die  Ansohannng  ist  es  am  bequemsten,  den  Ober- 
flächenpunkt H^der  Figur  120  als  Inversionscentmm,  den 
Abstand  von  Ja^  bis  zur  Symmetrieebene  als  Inversions- 
radius zu  nehmen.  Die  Symmetrieebene  wird  dann  zu  einer 
Kugel  durch  H^  und  den  Fufspunkt  des  Abstandslotes.  Die 
Berbhrungskugel  durch  H^  und  der  Berührungskreis  ver^ 
wandeln  sich  in  Ebene  und  Gerade.  Weil  des  letzteren 
Durchmesser  das  Doppelte  vom  Abstandslote  ist,  gehen  diese 
Gerade  und  die  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  erst- 
genannten Kugel.  Von  der  einen  zur  anderen  Loxodrome 
gehen  die  orthogonalen  kreisförmigen  Bügel,  von  denen 
einer  zur  Geraden  wird^  so  dafs  die  Punkte  A^  und  C^  zu 
Diametralpunkten  werden. 

Damit  sind  alle  drei  Flächen  erledigt.  Die  so  ent- 
standenen Flächen  können  als  die  Röhren  flächen  der 
verallgemeinerten  Kugelloxodromen  bezeichnet 
werden. 

Wesentlich  Neues  ist  über  diese  Flächen,  die  ebenfalls 
Kreisschnitte  und  deren  Orthogonalkurven  zu  Krümmungs- 
linien haben  und  Krümmungscykliden  besitzen,  nicht  zu 
sagen.  Die  Mittelpunkte  der  Bertthrungskugeln  liegen  wieder 
in  den  Spitzen  von  Tangentenkegeln  der  Berührungskreise. 
(Von  diesen  Tangentenkegeln  wird  aber  bei  c)  einer  zum 
Cylinder,  so  dafs  die  Spitze  im  Unendlichen  liegt.)  Die  auf- 
einander folgenden  Kugeln  der  Berührungsreihe  bertlhren 
einander  paarweise  in  den  Punkten  der  isothermisch  hal- 
bierenden Loxodrome.  Jede  der  „Bewegungskurven"  schneidet 
sämtliche  Kreisschnitte  unter  einem  bestimmten  konstanten 
Winkel.  Ihre  Schar  ist  eine  Isothermenschar,  ebenso  die 
orthogonale  Kurvenschar.  Konstruktion  der  Loxodromen  der 
neuen  Flächen  und  Abbildbarkeit  auf  dem  unendlichen 
ebenen  Parallelstreif  liegen  auf  der  Hand. 

Diese  neuenFlächen  sind  die  allgemeinsten 
unter    den    Inversionsverwandten     der     loga- 
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rithmischen  Spiralröhrenflächen,  die  nun  eine 
in  sich  geschlossene  Grnppe  bilden.  Jede 
dieser  Flächen  ist  gegen  eine  bestimmte 
Kngel*)  zn  sich  selbst  reciprok,  läfst  also 
eine  Transformation  in  sich  selbst  zu.  Jede  um 
einen  der  Pole  gelegte  Kugel,  welche  die 
Fläche  schneidet,  teilt  diese  in  zwei  kreis- 
verwandte  Teile,  die  im  besonderen  Falle 
symmetrisch  gegen  einander  sind. 

§  254)  Aufgabe  a)  Zu  jeder  geometrischen  Eigen- 
schaft der  logarithmischen  SpiralrOhrenfläche  soll  die  ent- 
sprechende der  allgemeinsten  kugelloxodromischen  Böhren- 
fläche  angegeben  werden. 

Aufgabe  b)  Eine  der  allgemeinsten  kugelloxodro- 
mischen Röhrenflächen  soll  in  Grund-  und  Aufirifs  mit  den 
wichtigsten  Eurvenscharen  gezeichnet  werden. 

Aufgabe  c)  Der  Sonderfall  der  spiraloidischen  Eugel- 
schar,  die  statt  von  der  Spiralröhrenfläche  nur  von  einer 
logarithmischen  Spirale  umhüllt  wird,  soll  durch  Inversion 
von  einem  beliebigen  Raumpunkte  aus  behandelt  werden. 
Die  Eigenschaften  der  neuen  Eugelschar  sind  dabei  zu 
untersuchen. 

y)  Bemerkungen  über  sonstige  Böhrenfläohen. 

§  255)  Die  Röhrenflächen  der  Loxodromen 
des  Drehungskegels.  Man  lasse  eine  veränderliche 
Kugel  sich  so  bewegen,  dafs  ihr  Mittelpunkt  auf  einer  Eegel- 
loxodrome  wandert,  ihr  Radius  aber  zu  dem  Abstände  von 
der  Eegelspitze  oder  zu  dem  von  der  Achse  des  Eegels  in 
konstantem  Verhältnis  bleibt.  Die  Umhttllende  der  Eugel 
in  allen  Lagen  ist  die  gesuchte  Fläche. 

Oder:  Eine  veränderliche  Eugel  bewege  sich  so,  dafs 
ihr  Mittelpunkt  auf  dem  senkrechten  Cylinder  einer  loga- 
rithmischen Spirale  wandert,  und  zwar  auf  einer  Schrauben- 
linie (Loxodromey  desselben,  während  der  Radius  der  Eugel 
zu  dem  Abstände  von  der  Achse  stets  in  demselben  Ver- 
hältnis bleibt.    Die  Umhüllende  ist  die  gesuchte  Fläche. 

*)  Diese    entspricht    der    Symmetrieebene     der     ursprünglichen 
Böhrenfiftche. 
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Oder:  Eine  yeränderliche  Kugel  bewege  sich  so,  dafs 
sie  stets  eine  logarifhmische  Spiralröhrenfläche  längs  einer 
ihrer  ^BewegongskorFen"  berührt,  wobei  ihr  Radius  zum 
Abstände  des  Berührungspunktes  yom  Centrum  der  Spiral- 
röhrenfläche (oder  Yon  deren  Achse)  stets  dasselbe  Ver- 
hältois  behält,  u.  s.  w. 

Oder:  Eine  veränderliche  Kugel  bewege  sich  so,  dafs 
sie  stets  zwei  zu  zwei  Paaren  logarithmischer  Spiralen  der- 
selben Schar  gehörige  Röhrenflächen  berührt,  und  zwar  eine 
davon  auf  einer  ihrer  „Bewegungskurven",  u.  s.  w. 

Oder:  Eine  veränderliche  Kugel  bewege  sich  zwischen 
den  Mäntehi  zweier  Kegel,  sie  stets  berührend,  so,  dafs  die 
Berührungspunkte  mit  beiden  Mänteln  längs  zweier  Kegel- 
loxodromen  wandern,  u.  s.  w. 

Schon  die  fünf  genannten  Entstehungsweisen  deuten  auf 
interessante  Eigenschaften  dieser  Flächen,  die  ebenfall» 
Krümmungscykliden  besitzen,  hin.  Ihre  Kreisschnitte  nebst 
Orthogoniüschar  sind  wieder  Krümmungslinien,  die  Be- 
wegungskurven sind  wieder  Isothermen,  u.  s.  w.  Die 
Flächen  stehen  zur  logarithmischen  Spiral- 
röhrenfläche in  einer  ähnlichen  Beziehung, 
wie  die  Schraubenröhrenfläche  zur  Drehungs- 
cyklide.  Sie  enthalten  daher  die  Spiralröhren- 
flächen als  besonderen  Fall.  Sie  lassen  sich 
ebenso,  wie  diese,  der  Inversion  von  einem 
beliebigen  Raumpunkte  aus  unterwerfen,  der 
eine  ganze  Reihe  besonderer  Lagen  einnehmen 
kann  (z.  B.  aufserhalb,  innerhalb,  auf  der  Fläche,  auJjBer- 
halb,  innerhalb,  auf  dem  Kegel,  in  dessen  Spitze,  in  Punkten 
seiner  Achse,  u.  s.  w.) 

Diese  neueGruppe  vonFlächen  enthält  die 
ganze  Gruppe  der  Inversionsverwandten  der 
logarithmischen  Spiralflächen  als  besonderen 
Fall  in  sich,  besitzt  ganz  entsprechende  Eigen- 
schaften und  eine  ganze  Reihe  von  besonderen 
Formen. 

Ihre  Untersuchung  wird  als  Aufgabe  gestellt,  die  zur 
Übung  des  Anschauungsvermögens  zweckmäfsig  ist.  Unter 
anderem  soll  untersucht  werden,  ob  jede  der  aufgeschnitten 
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za  denkenden  neuen  Flächen  sich  in  eine  Fläche  verbiegen 
läÜBt,  deren  Bewegungskurven  logarithmische  Spiralen  sind. 

Bei  der  Böhrenfläche  der  Eegelloxodrome  ist  zu  be- 
achten, dafs  der  Mittelpunkt  der  Kugel  und  ebenso  sämt- 
liche Punkte  der  Ereisschnitte  der  Fläche  sich  auf  Kegel- 
loxodromen  bewegen,  was  bei  den  transformierten  Flächen 
nicht  mehr  der  Fall  ist. 

§  256)  Man  kann  auch  die  Böhrenflächen  der 
Loxodromen  von  beliebigen  Umdrehungs- 
flächen untersuchen,  die  dadurch  entstehen,  dafs  der 
Mittelpunkt  einer  unveränderlichen  Kugel  auf  einer  solchen 
Loxodrome  wandert,  wobei  ihr  Badius  zu  dem  Ab- 
stände von  der  Achse  des  Drehnngskörpers  in 
konstantem  Verhältnis  bleiben  soll. 

Die  auf  diesem  Wege  aus  der  Kugelloxodrome  ent- 
stehenden Flächen  sind  nicht  mit  den  oben  behandelten  zu 
verwechseln,  bei  denen  der  Mittelpunkt  der  bewegten  Kugel 
auf  ganz  anderer  Kurve  wanderte.  Ihre  Eigenschaften  sind 
nicht  so  interessant,  wie  die  der  letzteren  Flächen. 

Dafs  sich  aus  sämtlichen  Böhrenflächen  durch  In- 
version, Dualität,  Affinität  und  Kollineation 
neue  Flächen  ableiten  lassen,  die  zum  TeU  auch  als  Böhren- 
flächen mit  ähnlichen  Schnitten,  z.  B.  elliptischen  Schnitten, 
zu  betrachten  sind,  ist  selbstverständlich,  scheint  aber  nicht 
von  wissenschaftlicher  Bedeutung  zu  sein.*) 


*)  Es  sei  ausdrücklich  betont,  dafs  es  sich  bei  solchen  Er- 
weitenrngsversuchen  nur  um  Übongen  und  Beispiele  handelt.  Mit 
Becht,  wenn  auch  mit  Schärfe,  sagt  Steiner  in  der  ^Systematischen 
Entwickelnn|^*,  Werke,  Seite  420,  bei  ähnlicher  GFelegenheit: 
„Wollte  man  jedoch  diese  ümwandlnngen  weiter  wiederholen,  so 
würden  sie  ins  Langweilige  führen,  sie  würden  nichts  wesentlich  Nene» 
enthalten,  mithin  weniger  wichtig  sein,  als  die  einfachen  Elementar- 
sätze, ans  welchen  sie  hergeleitet,  und  von  welchen  sie  im  Gmnde  nnr 
als  Karikatnren  erscheinen."  Auch  das  Wort  , travestieren''  wird 
von  Steiner  gebraucht. 

Poncelet  spricht  im  Trait6,  n.  S.  422  in  ähnlicher  Weise 
gegen  die  Überschätzimg  der  Dualitäts-Transformationen,  die,  wie  er 
sagte,  aus  gewissen  Ämserungen  von  Ghasles  in  dessen  „Apercu 
historique",  Seite  268,  hervorleuchtet. 

Das  Beispiel  der  Inversionsverwandten  der  logarithmischen  Spiral- 
röhrenfläche ist  aber  nach  den  verschiedensten  Bichtungen  hin  ein 
derartig  instruktives  und  die  räumliche  Anschauung  übende,  dafs  es 
von  solchen  Urteilen  in  keiner  Hinsicht  getroffen  werden  könnte. 
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Weitere  Übangeo  lassen  noh  im  AnBcihlaJs  anobi^ 
Betraehtnn^ii  in  dem  Sinne  anstellen,  äaln  man  z.  B.  nicht 
nnr  den  Hittelpookt  einer  einzelnen  Kngel  sich  anf  logarith- 
miaeber  Spirale  bewegt,  aondem  irgend  eine  Kogelschü'  der- 
art bewegt,  dala  jeder  Punkt  aof  logarithmiseher  Spirale 
oder  Eegelloxodrome  im  obigen  Sinne  wandert.  Die  Kogel- 
schar  kann  eine  konzentriBche  sein,  so  dals  die  Kreisscbnitte 
der  entstehenden  Flächen  konzentriBche  Kreise  geben,  oder 
eine  Bertthnmgaschar,  so  dafs  z.  B.  alle  Kugeln  einander 
in  Centmm  der  Schar  von  Spiralen  berühren,  oder  ancb 
derart,  d&ls  die  Kreisschnitte  Steinersche  Kreiseharen  bezw. 
Ereisbtlschel  geben.  Einige  solche  Fälle  dürften  Übnngs- 
beispiele  zur  Fotentialtheorie  geben,  die  auf  transscendentem 
Gebiete  liegen.  Durch  Drehnng  der  Doppelspiralen  der 
Fig.  122  am  die  senkrechte  oder  honzontale  Gerade  der 
F^OT  oder  um  eine  sonstige  Hittelpnnktsachse  entstehen 
DreboDgsflächeD  von  interessanten  Eligenschafien.  Mit  Hilfe 
TOD  Heridianebenen  geben  sie  orthogonale  Einteilongen  des 
Raomes.  Ahnliches  ^It  von  den  logarithmiscben  Spiralen. 
Die  Schnittwinkel  +  45"  geben  die  schSnaten  Beispiele. 

§  257)  Bemerkungen  über  ein  Beispiel  der 
HasehiDeoteehnik.  Hau  rerdankt  dem  Kaschinenban 
eine  Reihe  rom  Kaumgebilden,  deren  mathematiBoh  exakte 
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Konstruktion  zn  den  schönsten  Ubnngen  im  stereometrischen 
Zeichnen  führt.  Das  hier  zu  Behandelnde  gehört  in  gewissem 
Sinne  hierher.  Es  handelt  sich  in  Figur  127  mn  die  blofse 
Skizze  eines  Globoidschneckenantriebs.  Die 
strenge  Eonstmktion  sei  als  Übungsaufgabe  gestellt,  bei 
deren  Lösung  auch  auf  folgendes  zu  achten  ist.  Man  hat, 
um  die  Leistungsfähigkeit  des  Getriebes  zu  verstärken  und 
die  Abnutzung  zu  yermindem  und  den  Totgang  zu  vermeiden, 
die  Absicht  gehabt,  stets  sämtliche  Windungen 
mit  den  schräg  stehenden  Zähnen  des 
Schneckenrades  in  Berührung  zu  haben.  Zu 
diesem  Zwecke  war  es  nötig,  das  Gewinde  nicht  cylüidrisch 
zu  begrenzen,  sondern  durch  eine  Drehungscyklide  (die  hier 
als  Globoid  bezeichnet  worden  ist).  Der  Kreis  dieser  Cyklide 
pafst  sich  an  den  entsprechenden  des  Schneckenrades  an. 
Er  ist  an  der  Skizze  der  Schnecke  zu  erkennen.  Dasselbe 
gilt  von  dem  Kemkörper  des  Gebildes,  der  ebenso  durch 
Kreise  (Cykliden)  von  bestimmter  Gröfse  zu  begrenzen  ist. 
Die  begrenzenden  Schraubenlinien  verlaufen  also  auf  Cykliden, 
nicht  auf  Cylindem.  —  Die  Zähne  des  Schraubenrades  sind 
nicht,  wie  bei  dem  gewöhnlicher  Konstruktion,  cylindrisch, 
sondern  ebenfalls  cyklidisch  begrenzt,  damit  ein  tieferer 
Eingriff  ermöglicht  werde.  Das  Hauptschnittprofil  des 
Schneckengewindes  kann  ein  von  geradlinigen  Flanken  be- 
grenztes sein,  wie  beim  trapezischen  Gtewinde,  dann  haben 
die  Zähne  des  Schneckenrades  evolventisches  Profil  in  jeder 
Normalebene  zur  Radachse.  (Dies  entspricht  dem  aus  Zahn> 
Stange  und  Rad  bestehenden  Getriebe  mit  Trapez-  und 
Evolventenprofil.  Auch  andere  Fälle  sind  möglich,  z.  B. 
geradlinige  Flanke  und  cyklidische  Wölbung  bei  der  Zahn- 
stange, evolventische  Wölbung  und  geradlinige  Flanke  bei 
dem  Bade.)  Dem  Leser  bleibe  es  überlassen,  die  durch 
die  cyklidische  Begrenzung  entstehenden  Ab- 
weichungen von  dem  gewöhnlichen  Schnecken- 
getriebe zu  untersuchen.  Abarten  dieser  Form  sind 
die  „Lorenz-Getriebe". 

Beiläufig  sei  an  dieser  Stelle  auch  der  konischen  Räder 
(Winkelräder)  mit  ihren  Verzahnungen  gedacht,  besonders 
auch  der  sogenannten  Kammwalzen,  die  ebenfalls  instruktive 
Beispiele  für  die  darstellende  Geometrie  abgeben. 
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g)   Bemerkangen  über  die  Möglichkeit  exakter 

Konstraktionen. 

§  258)  Maseheroni  hat  in  der  „Geometria  del 
'Gompasso"  (1797)  gezeigt,  dals  es  möglich  ist,  alle  Kon- 
struktionen der  Elementargeometrie  mit  alleiniger  Hilfe  des 
Zirkels  dorcbzuftihren.  Poncelet  nnd  Steiner  zeigten 
in  entsprechender  Weise,  dafs  sie  lösbar  sind  mit  Hufe  des 
Lineals  und  eines  festen  Kreises.  Im  allgemeinen  yersteht 
man  unter  elementar  durchführbaren  Konstruktionen  solche, 
die  mit  Hilfe  v^n  Zirkel  und  Lineal  zu  erledigen  sind.  Die 
«xakte  Konstruktion  ist  dabei  nur  Inder  inneren 
Vorstellung  möglich,  denn  praktisch  ist  sie  mit  allerlei 
Ungenauigkeiten  behaftet.  Sehr  grofs  ist  der  Bereich  dieser 
Konstruktionen  nicht,  noch  geringer  der  mit  dem  Lineal 
4dlein  möglichen.  Schon  die  Aufgaben  der  Kreis- 
teilung treten  im  allgemeinen  aus  dem  Bereiche  der 
£lementargeometrie  heraus. 

Die  Alten  kannten  nur  die  Kreisteilung  fttr  die  Zahlen 
2,  3,  5  und  fttr  die  durch  Multiplikation  mit  2**  aus  diesen 
liervorgehenden,  aufserdem  noch  den  abgeleiteten  Fall 
3.5  =  15  und  2^.15.  Erst  6 aufs  fand,  dafs,  abgesehen 
Tom  Faktor  2^  und  sonstigen  abgeleiteten  Formen,  die 
Kreisteilung   genau   ausführbar  ist  für   Prim- 

-zahlen  von  der  Form  ^-\-i.  Glücklicherweise  braucht 

man  nur  Zahlen  von  der  Form  2^'"^  darauf  hin  zu  unter- 
suchen, ob  sie  Primzahlen  sind.  Bis  jetzt  kennt  man  nur 
folgende  Primzahlen  von  dieser  Form: 

2^-\-i  =  3,  2«-f-i  =  5,  2^'\-i  =  i7,  2^-\-i  =  257j 

2i«-f  i  =  65537. 

Die  Reihe  deutet  ein  gewisses  Gesetz  der  Exponenten 
an,  aber  Euler  fand,  dafs  die  regelmäüsige  Beihe  der 
letzteren  hier  zu  Ende  ist,  denn  er  zeigte,  dafs  2'*-f-^ 
keine  Primzahl,  sondern  durch  2*.  iO  -f-  i  =  64i  teilbar  ist 

Auch  2^^*^  und  2^^'^  geben  zu  i  addiert  keine  Primzahlen.  Über 
2(2*)  -j-  ^  ist  noch  nicht  entschieden.  Einige  aufserhalb  der 
Reihenfolge  stehenden  Potenzen  sind  aber  behandelt 
worden  Pervouchine  fand,  dafs  2^^'*^-{-l  teilbar  ist 
durch  2^*.14-\-l,  dafs  2^^''^-\-l  durch  2^^.i0-j-i  teilbar 
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ist.  Weiteres  kennt  die  Wissensehaft  bisher  noch  nicht.  Sie 
weifs  nicht,  ob  die  betre£fenden  Primzahlen  mit  2^*4~  ^  über- 
haupt zu  Ende  sind,  sie  weifs  nicht,  ob  eine  gröfsere  end- 
liehe Anzahl  vorhanden  ist,  oder  ob  die  Anzahl  unendlich 
grofs  ist. 

Bis  jetzt  weifs  man  nur,  dafs,  abgesehen  Tom  Faktor  2^ 
folgende  Teilungen  des  Kreises  mit  Zirkel  and  Lineal  durch- 
führbar sind: 


5 

17 

257 

65537 

3.5 

3.17 

3.257 

3 . 65537 

5.17 

5.257 

5 . 65537 

3.5.17 

17.257 

17.65537 

3.5.257 

257.65537 

3.17 .  257 

3.5. 65537 

5.17.  257 

3.17.65537 

3.5.17.257 

3.257.65537 

5.17.65537 

5.257.65537 

17 .257.65537 

3.5.17.65537 

3.5.257.65537 

3.17 .257.65537 

5.17  .257.66537 

3.5.17.257.65537 

An  Stelle  der  drei  Hauptfälle  3^  5,  15  des  Altertums 
sind  also  31  getreten,  was  eine  erhebliche  Erweiterung 
bedeutet 

Gaufs  selbst  hat  die  geometrische  Eonstraktion  des 
17-Ecks  durchgeführt,  y.  Staudt  und  Schröter  haben 
sie  nach  Pon^elet-Steiner  mit  einem  festen  Kreise 
und  dem  Lineal  ausgeftlhrt.  Kach  Mascheronis  Methode 
liegt  noch  keine  Konstruktion  vor,  obwohl  sie  möglich  ist. 
Bichelot  hat  das  257-Eck  behandelt,  Hermes  das 
65537-Eck  untersucht. 

Damit  ist  alles  die  Kreisteilung  betreffende,  was  die 
Wissenschaft  kennt,  erledigt.  Für  die  Haschinentechniker 
sind  aber  noch  anderweitige  Teilungen  nötig,  also  ist  er 
schon  hier  gezwungen,  zu  Annäherungskonstruktionen 
überzugehen.    Auch  die  nicht  selten  eintretende  Dritteilung 
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des  Winkels,  die  mit  Zirkel  und  Lineal  unmöglich  ist^ 
zwingt  ihn  zu  solchen. 

§  259)  Die  Unmöglichkeit,  die  Zahl  n  aus  der  Längen- 
einheit geometrisch  zu  konstruieren,  macht  die  Au^be, 
eine  Schraubenlinie  des  Ereiscylinders  Yom  gegebenen 
Steigungswinkel  exakt  zu  konstruieren,  oder  fttr  eine  in 
beliebig  vielen  Punkten  exakte  konstruierte  Schraubenlinie 
diese  Winkel  geometrisch  darzustellen,  zu  einer  nur  mit  An- 
näherung zu  lösenden  Aufgabe,  denn  die  .Abwickelung  des 
Ejreiscylinders  ist  nur  angenähert  lösbar.  Ähnliches  gilt  von 
der  Zahl  e  und  der  wichtigen  logarithmischen  Linie. 

Der  Techniker  ist  also  schon  bei  verhältnismäfsig  ein- 
fachen Aufgaben  gezwungen,  zu  Annäherungskonstruktionen 
ttberzugehen,  oder  neben  Zirkel  und  Lineal  gewisse 
Kurvenlineale  zu  benutzen  oder  Apparate,  mit  deren 
Hilfe  man  auf  kinematischem  Wege  gewisse  Kurven  mit 
entsprechender  Genauigkeit  konstruieren  kann.  Als  solche 
Kurvenlineale  sind  z.B.  vorzuschlagen  die  Parabel,  die 
gleichseitige  Hyperbel,  die  logarithmische 
Linie,  die  logarithmische  Spirale  (deren  Schablone 
sich  bei  den  obigen  Untersuchungen  und  Konstruktionen  als 
wichtig  erwies),  die  Sinuslinie,  Gykloide  und  einige 
andere  schon  aus  dem  Altertum  bekannte  Kurven,  mit  deren 
Hilfe  man  die  Dreiteilung  des  Winkels,  die  Verdoppelung 
des  Würfels  und  ähnliche  Probleme  lösen  kann.  Das  letzte 
Hilfsmittel  bleibt  die  Berechnung  bis  auf  beliebig  viele 
Dezimalstellen,  die  dann  benutzt  wird,  mit  Hilfe  des  MaCs- 
stabs  die  betreffende  Gröfse  mit  möglichster  Genauigkeit 
einzutragen. 

Schon  die  Aufgabe,  den  elliptischen  Gylinder  in  die 
Ebene  abzuwickeln  oder  ihn  durch  Gerade  in  Streifen  von 
demselben  Inhalte  einzuteilen,  erfordert  einen  erheblichen 
Aufwand  an  Rechnung,  da  es  sich  um  die  Auswertung  des 
betreffenden  elliptischen  Integrals  handelt  Und  dies  gilt 
auch  von  der  Konstruktion  der  Loxodromen  (Schraubenlinien) 
dieses  einfachen  Gylinders. 

Die  exakte  Konstruktion  also  beschränkt  sich  besonders 
in  der  Stereometrie  auf  verhältnismäfsig  wenig  Fälle.  Als 
geometrische  Konstruktionen  im  weiteren  Sinne  hat  man  solche 
zu  betrachten,  bei  denen  man  durch  eine  endliche  Anzahl 
von   Konstruktionsakten   eine   beliebig   grosse  Genauigkeit 
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(wemi  aach  nur  in  der  Vorstellimg,  nicht  in  der  praktischen 
Ansftthrung)  erreichen  kann.  So  nimmt  man  z.  B.  Eorven, 
von  denen  beliebig  viele  Punkte  exakt  konstruiert  werden 
können,  als  konstroierbar  im  weiteren  Sinne  an.  Hat 
man  z.  B.  eine  der  besprochenen  quadratischen  Einteilungen, 
die  mit  beliebiger  Genauigkeit  beliebig  weit  fortgesetzt 
werden  kann,  gezeichnet,  so  kann  man  die  isogonalen  Tra- 
Jektorien  als  konstruiert  betrachten. 

§  250)  Das  Ganze  kommt  hinaus  auf  den  Be- 
griff der  Differentialgeometrie^  d.  h.  der  auch  mit 
unendlich  kleinen  Gröfsen  arbeitenden  Geo- 
metrie, die  jedoch  dahin  streben  mufs,  yon  der 
Sprache  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung möglichst  befreit  zu  werden,  so  dafs  sie 
ein  Recht  erhält,  als  selbständige  Wissen- 
schaft dazustehen.  Vorläufig  ist  dies  noch  nicht  der 
Fall,  wie  z.  B.  die  Differentialgeometrie  von  Bianchi  zeigt, 
die  Yon  den  Mitteln  der  höheren  Analysis  unausgesetzten 
Gebrauch  macht.  Wie  weit  man  ohne  jene  höheren  Hilfs- 
mittel gelangen  kann,  läfst  sich  nicht  ohne  weiteres  über- 
sehen. Dafs  aber  ein  Eindringen  in  viele  Gebiete  der 
Raumgeometrie  ohne  die  Differential-  und  Integralrechnung 
ermöglicht  werden  kann,  zeigen  vielleicht  auch  die  vor- 
stehenden Untersuchungen  und  Konstruktionen. 

Es  handelt  sich  dabei  nicht  um  ein  Überfltissigmachen 
der  höheren  Analysis,  sondern  um  das  Zukunftsideal  eines 
selbständigen  Ausbaues  ftlr  das  System  der  Raum- 
geometrie. Hier  ist  nur  mit  elementaren  Hilfsmitteln  ge- 
arbeitet worden,  und  zwar  zu  dem  Zwecke,  den  Bereich 
der  Elemente  der  Stereometrie  nach  Möglichkeit 
zu  erweitern.  Gerade  die  darstellende  Geometrie  scheint 
berufen  zu  sein,  an  dieser  Erweiterung  mitzuarbeiten.  Dies 
soll  aber  weniger  von  der  praktischen  Ausftlhrung  der 
Zeichnungen  gesagt  sein,  sondern  von  der  geistigen  Arbeit 
mit  den  idealen  Werkzeugen  der  darstellenden  Geometrie 
auf  dem  Gebiete  der  inneren  Vorstellung. 

s)  Gesohlohtliehes  über  die  in  den  Kapiteln  I  bis  IV 
behandelten  Baumkurven  und  Fläoben. 

§  261)  Die  Eettenlinie  (catenaria,  chatnette)  und  das 
mit  ihr  zusammenhängende  Katenoid  (dieser  Name  rtlhrt 

HoltmftlUr,  Stereometrie  m.  21 
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von  Plateau,  dem  Urheber  der  bekannten  Versache  her) 
haben  eine  förmliche  Creschiehte  hinter  sich.  Galilei  be- 
schäftigte sich  damit  in  den  „Gesprächen  ttber  Mechanik^ 
(Discorsi  e  demostrazioni  matematiche  intomo  a  dne  nnoye 
scienze,  1638),  und  zwar  im  zweiten  derselben.  Dabei 
wird  die  KorFC  yon  ihm  irrtümlich  für  eine  Parabel  ge- 
halten. Dies  ist  nach  Gantor  II,  698,  der  einzige  wesent- 
liche Irrtnm,  den  man  ihm  überhaupt  vorwerfen  könnte. 
Allerdings  kann  auch  die  Parabel  Eettenlinie  sein,  dann 
mttfste  aber  das  Gewicht  der  einzelnen  Teile  so  geregelt 
sein,  dafs  zu  gleichen  Horizontabständen  gleiche  (Gewichte 
gehören.  Aufgedeckt  wurde  der  Irrthum  im  Jahre  1646 
durch  Chr.  Huygens  (1629  bis  1695),  der  damals  erst 
17  Jahr  alt  war  (Oeuvres  complötes  de  Chr.  Huygens, 
I,  Seite  28).  Das  Problem  selbst  wurde  damit  nicht  gelöst, 
sondern  erst  1690  von  Jac.  Bernoulli  mathematisch 
formuliert  Dies  geschah  im  Maiheft  der  Acta  Erudit.  (1690) 
am  Schlüsse  eines  Aufsatzes  ttber  die  Isochronen  mit  den 
Worten:  „In venire,  quam  curvam  referat  funis  laxus  et 
inter  duo  puncta  fixa  libere  suspensus".  Leibniz,  Huygens, 
Job.  Bernoulli  lösten  die  Aufgabe  sofort,  Leibniz  am  voll- 
kommensten, da  er  die  Gleichung  direkt  in  Cartesichen  Ko- 
ordinaten gab.  Job.  Bemoullis  Lösung  wurde  in  den  Act. 
Ebrud.  Juniheft  1691  veröffentlicht.  Huygens,  der  sich  noch 
immer  ablehnend  gegen  die  Differentialrechnung  verhielt, 
gab  seine  elementar  gehaltene  Lösung  an  Leibniz  am 
9.  Oktober  1690  und  veröffentlichte  sie  im  Junihefte  1691 
der  Act.  &ud.  Man  vergleiche  darttber  Eorteweg:  „La 
Solution  de  Chr.  Huygens  du  problöme  de  la  chatnette  ^  in 
der  BibL  Math,  von  Enneström,  I,  1900,  S.  90  bis  108,  wo 
es  heifst:  „Ainsi  le  problöme  de  la  chainette  lui  ofirit  une 
occasion  pr^eieuse  pour  mesurer  la  puissance  de  ses  m^thodes 
contre  Celles  de  Leibniz  et  Bernoulli".  Später  brachte 
de  THospital  das  Problem  in  Beziehung  zu  dem  der  Bra- 
chistoehrone.  Auch  Dav.  Gregory  behandelte  die  Auf- 
gabe (1699).  Seine  Resultate  waren  richtig,  die  Methode 
aber  fand  Widerspruch  und  führte  zu  unerquicklichen 
Streitigkeiten.  Jac.  Bernoulli  erweiterte  1701  in  den 
Act.  Ernd.  das  Problem  für  beliebige  Belastungen.  Taylor 
beschäftigte  sieh  damit  in  der  Method.  Increm.  (1714),  Euler 
1744  in  der  „Method.  inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimive 
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proprietate  gaadentes^.  Von  Interesse  ist  die  elementare  Be- 
handlung, die  Möbias  in  seiner  Statik,  Werke  in,  Seite  417 
der  Eettenlinie  zn  teil  werden  läfst.  In  neuerer  Zeit 
wurde  die  Kurve  vielfach  elementar  untersucht,  z.  B.  von 
Gretschel  in  Grunerts  Archiv,  Band  43,  von  Jung  in 
Mehmkes  Zeitschr.,  Band  45.  Die  hier  gegebene  Behand- 
lungsweise  ist  eine  selbständige. 

§  262)  Über  das  Eatenoid  und  das  zugehörige 
Minimalproblem  giebt  es  fast  nur  Analytisches.  Dies 
liegt  wohl  an  der  Schwierigkeit,  fttr  die  Gültigkeit  ge- 
wisser allgemeiner  Gesetze  bestimmte  Grenzen  festzu- 
stellen, was  der  elementaren  Betrachtung  nur  selten  gelingt 
Lagrange  bahnte  solche  Untersuchungen  an  und  legte  da- 
mit den  Grund  zur  Variationsrechnung  (MiscelL  Taur.n  IT^^ai)« 
Dabei  fehlte  es  an  Beispielen,  und  erst  Meusnier  bemerkte, 
dafs  das  Eatenoid  und  die  zugehörige  Schraubenregel- 
fläche  Minimalflächen  und  aufeinander  abwickelbar  seien. 
Im  Anschlufs  an  ihn  wies  Bour  in  einem  „Memoire  sur  les 
dövelopp^es''  nach  (Joum.  de  FEc.  Pol.  XXII,  1777),  dafs 
jede  Schraubenfläche  auf  eine  Drehungsfläche  abgewickelt 
werden  könne,  und  Catalan  zeigte,  dafis  die  einzige  Begel- 
fläche,  die  als  Minimalfläche  auftritt,  die  Minimalschrauben- 
regelfläche  sei.  Die  konforme  Abbildbarkeit  aller  Schrauben- 
flächen ist  durch  den  Zusammenhang  mit  den  Drehungs- 
flächen  grundsätzlich  erledigt. 

§  263)  Gaufs  vervollkommnete  die  Theorie  der  Minimal- 
flächen durch  die  „Principia  generalia  theoriae  figurae 
fluidorum  in  statu  aequilibri^  (1829).  Auf  seinen  Vorschlag 
steDte  1831  die  Göttinger  Fakultät  eine  Preisaufgabe  über 
Drehungsflächen  kleinsten  Flächeninhalts,  wobei  eine  Arbeit 
von  Goldschmidt  den  Preis  erhielt  In  ihr  wird  das 
Eatenoid  näher  untersucht  und  die  Frage  behandelt,  ob  und 
wann  man  durch  die  beiden  Grenzkreise  zwei,  eins  oder 
kein  Eatenoid  legen  kann.  Von  jetzt  ab  beschäftigten  sich 
die  Physiker  mit  dem  Gegenstande  und  seit  1860  spricht 
man  allgemein  von  Plateauschen  Problemen.  Plateau  stellte 
die  gegebenen  Grenzen  durch  Drähte  dar,  tauchte  diese  in 
Glycerin-Seifenwasser  ein  und  liefs  beim  Herausnehmen 
Seifenblasenflächen  entstehen,  die  infolge  des  in  der  Flüssig- 
keit liegenden  Eontraktionsbestrebens  sehr  genau  den  mathe- 
matischen Minimalflächen  entsprechen  müssen.    In  den  Jahren 

21» 
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1860  bis  1868  veröiSfentlichte  er  in  den  M6moires  der  belgischen 
Akademie  eine  ganze  Reihe  von  Untersuchnngen  nnter  dem 
Titel  ^Recherches  expörimentales  et  thöoriques  sur  les  figores 
d'^qailibre  d'one  masse  liquide  sans  p^santeur'*.  Das 
Katenoid  z.  B.  wird  behandelt  in  Serie  V,  §  2,  3,  11,  15; 
in  Serie  VH,  §  21,  22;  in  Serie  X,  §  29. 

Die  Goldschmidtschen  Orenzfälle  kommen  dabei  zur 
experimentellen  Untersuchung,  und  diese  gaben  den  Anstofs 
zu  wichtigen  allgemeineren  Forschungen.  Eine  Grenze 
der  Stabilität  zeigt  sich  z.  B.  in  dem  Augen- 
blicke, wo  die  Ereisringe  so  weit  auseinander- 
gehen, dafs  die  Kate noidflä che  gleich  der  Summe 
der  beiden  Kreisflächen  ist.  Für  diesen  Fall  also 
giebt  es  zwei  Möglichkeiten.  Die  eine  ist  das  gewöhnliche 
Katenoid,  die  andere  ein  ausgeartetes  Katenoid,  welches  ans 
zwei  Kreisflächen  und  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
besteht.  Bei  gröfserer  Entfernung  der  Kreise  zerreifst  die 
Seifenblase  und  dann  ist  für  die  Physik  kein  eigentliches 
Katenoid  mehr  möglich. 

Entsprechende  Versuche  lassen  sich  mit  der  Minimal- 
schrauben fläche  anstellen.  In  einem  Glascy linder  befinde 
sich  ein  die  Achse  darstellender  Messingdraht,  an  diesem  ein 
fester  Radius  (ebenfalls  Draht)  und  dazu  ein  beweglicher, 
bis  zur  Gefäfswand  reichender  Radius,  der  mittels  einer 
engen  Schlinge  um  die  Achse  gelegt  ist  und  so  auf  und 
nieder  bewegt  und  gedreht  werden  kann.  Geschieht  letzteres, 
nachdem  man  zwischen  den  Radien  eine  Seifenwasserblase 
angebracht  hatte,  so  entsteht  die  Minimal-Schraubenregel- 
fläche  zwischen  den  Radien  der  Achse  und  der  feucht  zu 
haltenden  Gylinderwand.  Fflr  jeden  senkrechten  Abstand 
der  beiden  Radien  giebt  es  einen  Grenzwinkel,  bei  dem  die 
Blase  zerreifst.  Man  vergleiche  darüber :  H.  A.Schwarz: 
Untersuchung  der  zweiten  Variation  des  Flächeninhalts  yon 
Minimalflächenstttcken,  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie, 
1872,  Seite  718  bis  735,  oder  Gesammelte  Abhandlungen  I, 
Seite  166  und  167,  wo  auch  weitere  Litteratur  mitgeteilt 
wird.  Schon  die  1861  erschienenen  Legons  de  Galcul  des 
Variations  von  Lindelöf  und  Moigno  behandelten  von 
Seite  204  ab  die  Katenoidprobleme  ausführlicher. 

§  264)  Was  Monge,  Scherk,  Bonnet,   Weier- 
strafs,  Biemann,  Steiner,  Sturm,  Lie  u.  s.  w.  auf 
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dem  Gebiete  der  Minimal  flächen  geleistet  haben,  lese 
man  nach  bei  H.  A.  Schwarz,  oder  in  den  ,,Lefon8  snr 
la  thSorie  des  snrfaces"  von  Darboux  (1887),  oder  bei 
Beltrami:  „Solle  proprietä  generali  delle  snperficie  ad 
area  minima^  (Memorie  delFAcad.  di  Bologna,  VII,  1868, 
oder  in  den  Vorlesungen  ttber  Differentialgeometrie  von 
Luigi  Bianchi  (deutsch  von  Lacat  bei  Tenbner, 
Leipzig).  Steiner  und  Lie  arbeiteten  dabei  geometrisch, 
die  tlbrigen  rein  analytisch.  Weingarten  bewies,  dafs 
die  Evolutenfläche  einer  pseudo-sphärischen  Fläche  sich  auf 
das  Eatenoid,  also  auch  auf  die  Minimalschraubenfläche  ab^ 
wickeln  läfst;  Dini  verbog  die  pseudo-sphärischen  Drehungs- 
flächen, z.  B.  die  der  Traktrix,  so,  dafs  die  Kreise  der  auf- 
geschnittenen ursprünglichen  Fläche  in  Schraubenlinien 
derselben  Ganghöhe  übergingen.  Da  nach  Band  I  das 
Krümmungsmafs  beim  Verbiegen  unverändert  bleibt,  schuf 
er  damit  die  pseudo-sphärischen  Schraubenflächen. 
(Bei  Bianchi,  Seite  468,  ist  eine  solche  im  Anschlufs  an 
Brills  Katalog  skizziert.)  Die  Möglichkeit  solcher  Flächen 
geht   ohne   weiteres   aus   dem  Bo urschen  Theorem  hervor. 

Diese  Andeutungen  mögen  zeigen,  zu  welchen  Wissens- 
gebieten man  von  dem  hier  elementar  behandelten  Gegen- 
stande (Kettenlinie,  Katenoid,  Minimalschraubenregelfläche) 
aus  übergehen  kann. 

§  265)  Die  gegen  den  Schlufs  des  letzten  Abschnitts 
benützte  logarithmische  Spirale  wurde  schon  von 
Descartes  (Epistola  73,  74,  91)  untersucht,  nach  Montuclas 
Mitteilungen  auch  von  einem  Jesuiten  Nicolas,  dessen  Ab- 
handlung „de  novis  spiralibus  exercitatio  geometrica"  zu 
Tolosa  im  Jahre  1693  gedruckt  wurde.  Ihr  folgte  noch 
eine  andere  „de  lineis  spiralibus  logarithmicis^  desselben 
Verfassers  mit  demselben  Druckorte.  Auch  bei  Wallis 
(Opera  I,  560)  und  bei  Barrow:  „Lect.  geom."  Seite  124 
findet  man  einiges  ttber  diese  Kurven.  Die  erste  wissen- 
schaftliche Behandlung  ist  aber  Jac.  Bernoulli  zuzu- 
schreiben, der  sich  im  Junihefte  1891  der  Acta  Erud.  zum 
erstenmale,  im  Maihefte  1892  zum  zweitenmale  mit  der 
Kurve  beschäftigte  und  sie  als  „spira  mirabilis"  bezeichnete, 
weil  sie  bei  zahlreichen  Umgestaltungen  stets  wiederkehrt 
und  als  Evolute  (auch  Selbstevolute),  als  Evolvente  (auch 
Selbstevolvente),   als  Diakaustik,  Katakaustik  u.  s.  w.  stets 
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wieder  eine  logarithmische  Spirale  derselben  Art  ^ebt. 
(Vergl.  das  „Eadem  mntata  resorgo*^  auf  seinem  Grabsteine.) 
Über  die  Abhandlung  Yon  1691  vergl.  Cantor  UI,  Seite  481), 
da  dort  das  erste  elliptische  Integral  auftritt.  Über  den 
Zusammenhang  mit  den  Kegelloxodromen  und  den  Kugel- 
loxodromen  wurde  schon  in  Band  I  berichtet  Alle  Eigen- 
schaften lassen  sich,  wie  z.  B.  Verfasser  in  SchlömUchs 
Zeitschrift  im  Jahre  1871  zeigte,  sehr  leicht  mit  Hilfe  der 
logarithmischen  Abbildung  aus  denen  der  Greraden  ableiten. 
Dort  wurden  auch  die  aus  der  Kurve  durch  Inversion  her- 
vorgehenden logarithmischen  Doppelspiralen  oder 
Bicirkularspiralen  behandelt.  An  diese  Arbeit  schlofs 
sich  im  folgenden  Jahre  in  derselben  Zeitschrift  eine  kine- 
matische von  Burmester  an.  Die  Arbeit  des  Verfassers 
wird  zwar  in  Burmesters  Abhandlung,  aber  nicht  mehr  in 
dessen  Kinematik  citiert. 

§  266)  Über  die  schon  im  Altertume  bekannten 
Schraubenlinien  schrieb  unter  Benutzung  von  Baum- 
koordinaten zum  erstenmale  Parent  (1702)  in  seinen 
„Essais  et  Recherches  de  math.  et  de  phys.  II,  684.  Nach 
Proklus  geht  die  Kenntnis  des  Satzes,  dafs  gleiche  Ab- 
schnitte der  gewöhnlichen  Schraubenlinie  kongruent  seien, 
bis  auf  Geminus  zurück.  Im  vierten  Buche  der  Coli,  des 
Pappus  (Ausgabe  Hultsch,  258 — 264)  wird  die  jetzt  als 
Minimalschraubenregelfläche  bekannte  Fläche  des  so- 
genannten „flachen  Schraubengewindes"  beschrieben.  Was 
Pappus  sonst  von  Raumkurven  kannte,  darüber  vergleiche 
man  Gantor  I,  421.  Auch  Kitigels  Wörterbuch  berichtet 
dartlber  im  .Artikel  Spirale,  Band  IV,  Seite  449.  Später  als 
Parent  hat  sich  Robervals  mit  der  Schraubenlinie  be- 
schäftigt imd  sie  durch  Projektion  mit  der  verallgemeinerten 
Sinuslinie  (Sinoide)  in  Verbindung  gebracht,  ebenso  den 
Zusammenhang  der  Sinuslinie  mit  der  Gykloide  klargelegt. 
Darüber  hat  auch  Pitot  geschrieben  (vgl.  Cantor  III,  S.  445). 

§  267)  Über  die  Röhrenflächen  ^)  hat  nach  Baltzer 
unter   dem   Titel  „Über  krumme  Cy linder"  Euler   einiges 

*)  Während  der  Korrektor  erschien  im  „Archiv  der  tfatth.  u. 
Physik'*  III,  1.  Heft  eine  analytische  Abhandlung  über  Böhrenflächen 
von  V.  Eommerell,  die  anf  Bonnet  (Jonm.  de  TEc.  Pol.  52),  Bonr 
(Jonm.  Heft  39)  hinweist,  ebenso  anf  Stahl  u.  Eommerell:  Gnmd- 
xormeln  der  allgemeinen  Flächentheorie. 
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geschrieben.  Später  ist  ttber  Monge  zu  berichten.  Über 
die  mit  den  logarithmischen  Spiralen  und  Doppelspiralen 
zusammenhängenden  Ereis-Röhrenflächen  und  ihre  Inversions^ 
verwandten  war  dem  Verfasser  nur  die  eigene  Abhandlnng 
im  Crelleschen  Journale  bekannt,  deren  einer  Satz  hier 
modifiziert  werden  mufste.  Über  die  Cykliden  hat  Dupin 
in  den  ,,Applications  de  göometrie  et  de  m^c.*'  gehandelt 
Die  betreffende  Litteratur  wurde  schon  in  Band  I  mitgeteilt 

Eine  soeben  als  Programmbeilage  erschienene  Schrift 
Ton  Strobel  ,,Über  Flächen,  die  durch  veränderliche  Kegel- 
schnitte^ erzeugt  werden^  (Heilbronn  1901),  nennt  die  nach- 
stehende Litteratur  zu  diesem  Gegenstande.  Flächen,  die 
durch  kreisförmig  Erzeugende  mit  konstant  bleibendem  oder 
veränderlichem  Halbmesser  erzeugt  werden,  also  Röhren- 
flächen oder  verallgemeinerte  Cykliden  (z.  B.  anallagmatische 
Flächen)  haben  behandelt  Cayley,  memoirs  on  quartic 
surfaces,  Procedings  of  the  London  math.  soc.  III,  1871; 
Casey,  on  cyclides  and  sphero  -  quartics,  Phil.  Trans., 
Band  161;  Maxwell:  Über  Cykliden  im  engeren  Sinne, 
quaterly  Journal  IX;  Montard,  sur  les  surfaces  anallag- 
matiques  du  quatriöme  ordre,  Nouvelles  Annales  lU,  2.  s^rie ; 
snr  les  lignes  de  courbure  d'une  classe  de  surface  du 
quatriSme  ordre,  Compt  rend.  59,  H;  Ribaucour,  sur  une 
propri6t6  des  surfaces  enveloppes  de  sph^res,  Compt.  rend.  67 ; 
sur  les  systömes  cycliques,  C.  r.  76 ;  sur  les  faisceaux  de 
cercles,  76 ;  Darboux,  th6orie  g6n6rale  des  surfaces,  I  und  IV, 
Seite  495  u.  s.  w.,  Darboux,  Le^ons  sur  les  systömes 
orthogonaux,  1898;  M.  G.  Demartres:  1.  Sur  les  surfaces  h 
g^neratrice  circulaire,  Annales  de  Töcole  normale  supörieure, 
n,  3.  s^rie,  1885;  2.  Memoire  sur  les  surfaces  qui  sont  divisöes 
en  carr^es  par  une  suite  de  cercles  et  leurs  trajectoires 
orthogonales,  Annales  IV,  1887.  Dies  sollen  die  eingehendsten 
Arbeiten  sein. 

Der  zweite  Teil  der  Str  ob  eischen  Arbeit  sucht  die 
Theorie  der  durch  Kurven  zweiten  Grades  erzeugten  Röhren- 
flächen anzubahnen,  jedoch  ist  das  Gegebene  nur  geringfügig. 
Die  Globoidschnecken  endlich  geben  ein  Beispiel  von 
Röhrenflächen,  die  durch  veränderliche  „Trapeze'^  und 
andere  veränderliche  Profile  entstehen  und  auf  verall- 
gemeinerte Schraubenlinien  führen.  Das  „Trapez"  ist  dabei 
Schraubenprofil,  nicht  etwa  ,, Normalschnitt''  der  Fläche. 
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§  268)  Zar  Untersnchung  der  Ansdehnoxigsf  ähigkeit  der 
Guldinschen  Regeln  wurden  oben  einige  aligemeine  Sätze 
ttber  Ranmkuryen  und  Flächen  eingeschaltet.  6e- 
Bchichtlicbes  findet  man  z.  B.  bei  Gino  Loria  (dentsch  von 
Schütte,  erschienen  bei  B.  6.  Tenbner),  in  einem  Memoire 
von  Saint  Venant  (Jonmal  de  TEcole  Pol.  XXX),  in  einem 
solchen  von  Fronet  (Lionyilles  Journal,  XVII,  437),  in  dem 
genannten  Werke  von  Darboux,  in  Schell:  Allgemeine 
Theorie  der  Kurven  doppelter  Ejümmung;  auch  in  der 
Banmlehre  von  Salmon-Fiedler,  neuerdings  in  dem  aus- 
führlichen Berichte  von  Kötter  „Über  die  Entwickelang 
der  synthetischen  Geometrie",  der  durch  die  deutsche 
Mathematiker -Vereinigung  veröffentlicht  ist  und  bis  zum 
Jahre  1847  reicht.  Er  hat  eine  Kluft  ausgefüllt,  zu  deren 
Beseitigung  der  kurze  Abrifs  von  Loria  nicht  ausreichen 
konnte. 

Danach  verdanken  wir  dem  schon  genannten  Pitot 
(vergl.  Cantor,  III,  427  bis  428),  eine  Reihe  der  noch  jetzt 
gebräuchlichen  Bezeichnungen  der  Raumlehre.  Andere 
wurden  von  Glairaut  eingeführt,  dessen  „Recherches  sur 
les  courbes  k  double  courbure"  im  Jahre  1731  erschienen 
und  bahnbrechend  wirkten.  (Vergl.  Gantor,  in,  von 
Seite  763  ab).  Monge  war  der  erste,  der  nach  Eulers 
Vorgang  die  ROhrenflächen  ausführlicher  behandelte.  Sein 
^M^moire  sur  les  developp^es'^  wurde  der  Akademie  im 
Jahre  1771  vorgelegt,  jedoch  erst  1785  in  den  Savants 
Etrangers,  X  abgedruckt.  Auch  er  schuf  dauernd  angewandte 
Benennungen,  besonders  in  seinen  „Applications  de  FAnalyse 
k  la  G6om6trie^.  Ihm  verdankt  man  z.  B.  die  Einführung 
der  oskulierenden  Kugel,  der  Punkte  einfacher  und  doppelter 
Inflexion.  Liouvilles  Ausgabe  des  Werkes  von  Monge  ent- 
hält im  Anhange  eine  Übersetzung  der  bahnbrechenden  Ar- 
beit von  G  a  u  f  s,  der  Disquisitiones  circa  superficies  curvas, 
in  der  unter  anderem  der  Begriff  des  (Gaufsschen)  Krüm- 
mungsmafses  für  Flächen  und  dessen  Charakter  als  In- 
variante bei  Biegungen  und  der  Begriff  der  sphärischen  Ab- 
bildung eingeführt  werden.  Diese  Abhandlung  ist  in  Ostwalds 
Klassikern,  deutsch  übersetzt  von  Wangerin,  erschienen.  Bei 
Tinseau,  Solution  de  quelques  probUmes  (vorgelegt  1784,  ab- 
gedruckt 1781  in  den  Sav.  Etrangers,  IX  findet  man  zuerst  die 
Oskulationsebenen  und  die  abwickelbaren  Tangentenfläehen. 


Geschichtliches  ttber  die  behandelten  Baomknrven  nnd  Flächen.     329 

Lancret  giebt  in  einem  Memoire  snr  les  conrbes  ä  donble 
Conrbore^  (yorgelgt  1802,  abgedrackt  in  den  Sav.  Etrang.) 
einige  nach  ihm  benannte  Sätze. 

Geodätische  Untersnehnngen  verdanken  wir  Ganfs, 
Joacbimsthai  (Grell.  Jonmal,  Band  16),  Bonnet  (Jonmal 
de  l'Ee.  Polyt.).  Anch  letzterer  nntersnebt  die  Deformation 
der  Flächen  durch  Biegung.  In  den  Compt.  Rend.,  Band  57, 
beschäftigt  er  sich  mit  der  Frage,  inwiefern  Eugelflächen  bei 
der  Yerbiegnng  ihre  geradlinigen  Erzeugenden  behalten 
können.  Minding  (Grell.  Journal,  Band  18)  zeigt,  dafs 
jede  Regelfläche  so  gebogen  werden  kann,  dafs  ihr  Leit- 
kegel eine  beliebige  vorgeschriebene  Form  annehmen  mufs. 
Hinsichtlich  der  geodätischen  Linien  gelang  es  erst  Jacobi, 
mit  Hilfe  der  elliptischen  Koordinaten  die  des  dreiachsigen 
Ellipsoids  genauer  zu  untersuchen,  worauf  es  auch  für  die  all- 
gemeinen Flächen  zweiten  Grades  gelang.  Die  Bestimmung 
der  Erttmmungslinien  war  schon  Dupin  gelungen,  nach 
dessen  berühmtem  Theorem  sich  drei  einander  orthogonal 
schneidende  Flächenscharen  in  solchen  schneiden. 

Neben  Gaufs  war  Jacobi  der  letzte  Mathematiker, 
der  zu  den  universellen  gerechnet  werden  kann,  der  die 
Geometrie  und  die  Analysis  in  gleicher  Weise  beherrschte. 
Schon  vorher  war  eine  Spaltung  in  lauter  Spezialisten  ein- 
getreten. Poncelet,  Ghasles,  v.  Staudt,  Steiner, 
Möbius  und  andere  arbeiteten  geometrisch,  andere  rein 
analytisch  auf  dem  besprocl^enen  Gebiete.  Die  Leistungen 
Poncelets  wurden  schon  früher  besprochen.  Chasles 
wies  z.  B.  nach,  dafs  jeder  starre  Körper  aus  jeder  be- 
liebigen Lage  in  eine  andere  durch  eme  einzige  Schraubung 
gelangen  kann.  Ihm  also  verdanken  wir  folgenden  Satz: 
Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  einer  kontinuierlichen  Folge  verschwin- 
dend kleiner  Schraubenbewegungen  um  eine  be- 
wegliche Achse,  welche  dabei  die  Erzeugungslinie 
einer  bestimmten  Regelfläche  des  absoluten 
Raumes  ist.  Auf  diesem  Satze  beruht  die  ganze  neuere 
Kinematik.  Man  vergleiche  dazu  folgende  Arbeiten  von 
Ghasles:  1)  Note  sur  les  propri^t^s  gtoerales  du  Systeme 
de  deux  eorps  semblables  entr'eux  et  placös  d'une  maniöre 
qnelconque  dans  Tespace;  et  sur  le  d^placement  fini,  on 
infiniment  petit,  d'un  eorps  solid  libre;  communiquöe  k  la 
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Soc.  Philom.  5.  F6vr.  1831.  (Bnlletin  des  seiences  math.  p. 
Förossac,  Nov.  1830.)  2)  Propri6tös  g;6oin6triqae8  relatives 
au  monyement  infiniment  petit  d'nn  corps  solide  libre  dans 
Fespaee.  Comp!  Rend.  de  TAc.  1  XYI  p.  1420—1432 
(1843).  3)  Propr.  relatives  au  d6placemeiit  fini  qaelconqae 
dans  Tespace,  d'une  üguie  de  forme  invariable,  Gompt.  rend.  51, 
5.  D6c.  1860,  10.  D6c.  1860,  52,  2.  Jan.  1861,  4.  F6vr.  1861, 
18.  März  1861).  Bei  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und 
der  Kräfte  findet  man  näheres  darüber.  Letzteres  Buch  trägt 
das  Motto:  „Gleometrica  geometrice!"  Da  von  Schrauben* 
bewegnngen  gesprochen  wurde,  war  hier  der  AnlaCs,  auf 
diesen  Teil  der  Litteratur  hinzuweisen. 

Über  Steiner,  v.  Staudt  und  Möbius  wurde  schon 
früher  berichtet. 

§  269)  Die  Theorie  der  Transformationsgruppen, 
auf  die  schon  am  Schlufs  des  vorigen  Kapitels  hingedeutet 
wurde,  ist  besonders  von  Lie  und  Felix  Klein  gefördert 
worden.  Unter  den  zahlreichen  Werken  des  ersteren  sei 
das  Werk  mit  entsprechendem  Titel  und  die  Geometrie 
der  Bertthrungstransformationen  hervorgehoben,  unter 
denen  des  letzteren  die  „Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  automorphen  Funktionen'^  Elementar  sind  diese 
Betrachtungen  nicht  gehalten,  sie  bedeuten  vielmehr  eine 
Brücke  zwischen  der  höheren  bezw.  höchsten  Analysis,  be- 
sonders der  reinen  Funktionentheorie  einerseits  und  ge- 
wissen geometrischen  Anschauungsmethoden  andererseits. 
Aber  vieles  aus  den  leichteren  Kapiteln  ist  der  elementaren 
Betrachtung  zugänglich  und  dürfte  dazu  anregen,  die  Ele- 
mente der  Raumlehre  in  der  betreffenden  Richtung  ganz 
aufserordentlich  zu  fbrdem. 

Die  vermittelnde  Stellung  dieser  beiden  Forscher  ist 
von  grundsätzlicher  Bedeutung  und  hat  aufserordentlich  an- 
regend gewirkt,  sie  hat  sogar  einen  grofsen  Arbeitsplan  er- 
möglicht, nach  dem  die  Vertreter  der  rein  arithmetischen 
und  der  mehr  geometrischen  Richtung  einheitlich  vorgehen 
können. 

In  neuerer  Zeit  nämlich  beanspruchten  die  reinen  Arith- 
metiker vielfach  für  sich  die  vornehmere  Stellung.  Die 
„nur  geometrischen^^  Beweise  wurden  abgelehnt,  da  sie 
angeblich    nur   Verwirrung     stifteten,     und    die    geometri- 
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sehen  Hil&yorstellungen,  mit  denen  doch  besonders  durch 
Riemann  der  Analysis  (An.  sitas)  ganz  nene  Gebiete  er- 
schlossen worden,  waren  in  Gefahr,  in  Mifskredit  zn  ge- 
rathen.  Schon  Steiner  wehrte  sich  in  der  Vorrede  zur 
„Systematischen  Entwickelnng^  gegen  die  Minderschätznng 
der  Creometrie.  SophnsLie,  der  aus  einer  der  ideenreichsten 
Mathematiker  zu  bezeichnen  ist,  sprach  sich  im  Vorwort  zur 
„Gksometrie  der  Berührongstransformationen^  sehr  scharf  und 
unter  Kamensnennung  gegen  jenen  einseitigen  Standpunkt 
aus,  und  auch  Felix  Klein  warnte  vor  der  ttbertriebenen 
Arithmetisierung  der  Mathematik.  Gaufs  wUrde  trotz  seines 
-d-eog  aqtd'iirjftiC^Bi  vielleicht  ähnlich  geurteilt  haben,  wenn 
man  nach  dem,  was  er  ttber  Mob  ins  ,,Barycentrischen 
Kalkül^  (den  er  nur  mit  Mifstrauen  in  die  Hand  genommen 
hatte)  an  Schumacher  geschrieben  hat,  urteilen  darf. 
Noch  wahrscheinlicher  wird  die  Vermutung  durch  seine  Be- 
sprechung von  Monges  „G^om6trie  descriptive^,  3.  Auflage, 
in  den  Göttingischen  gelehrten  Anzeigen  vom  31.  Juli  1813, 
in  der  er  nach  lobender  Anerkennung  der  Klarheit  und  der 
geschickten  Anordnung  des  Werkes  sagt,  er  müsse  „das 
Studium  desselben  als  eine  kräftige  Geistesnahrung 
empfehlen,  wodurch  unstreitig  zur  Belebung  und 
Erhaltung  des  echten,  in  der  Mathematik  der 
Neueren  sonst  manchmal  yermifsten  geometrischen 
Geistes  viel  mit  beigetragen  werden  kann.^  (Werke, 
IV,  Seite  259.)  Gaufs  selbst  also  ist  es,  der  bei  manchen 
seiner  Zeitgenossen  den  geometrischen  Geist  vermifst. 

Ein  Buch  ttber  die  Elemente  der  Stereometrie  ist 
selbstverständlich  nicht  der  Ort,  ttber  die  Berechtigung  einer 
grundsätzlichen  Spaltung  der  Mathematiker  in  Freunde  und 
Gegner  der  Arithmetisierung  zu  entscheiden.  Wohl  aber 
darf,  da  die  höhere  Analysis  der  Geometrie  gewaltig  voraus- 
geeilt ist,  der  Wunsch  ausgesprochen  werden,  auf  rein 
geometrischem  Wege  möchte  eine  selbständige, 
d.  h.  von  der  Analysis  unabhängige  Differential- 
geometrie zum  Ausbau  gebracht  werden.  Zu  gegen- 
seitiger Bekämpfung  liegt  kein  Anlafs  vor. 

§  270)  Auch  ttber  die  Frage,  ob  die  Differential- 
geometrie ganz  aufserhalb  der  Elemente  liegt,  oder  ob  ein 
Teil  von  ihr  den  Elementen  einverleibt  werden  kann,  soll 
hier    nicht    endgttltig    entschieden   werden.      Aber    schon 
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Archimedes  war  genötigt,  zur  Ermittelung  des  Ereis- 
nmfanges  Differentialgeometrie  anzuwenden,  denn  schliefslich 
arbeitet  er  doch  mit  Operationen  im  Gebiete  des  Unendlich- 
kleinen.  Hinsichtlich  der  Zahl  n  ist  also  die  Frage  seit 
zwei  Jahrtausenden  entschieden.  Dafs  aufserdem  die  Loga- 
rithmen und  die  Basis  e  der  nattlrlichen  Logarithmen  in  die 
Elemente  au&unehmen  sind,  erscheint  ebenfalls  unabweisbar. 
Schon  aus  letzterem  folgt,  dafs  die  Elemente  weit  über  Euklid 
hinausgehen  müssen.  Baltzer  bat  in  die  Elemente  mehr 
aufgenommen,  als  es  bis  dahin  Regel  war.  Aber  nach  dem, 
was  Poncelet,  Steiner,  v.  Staudt,  Möbius,  Ghasles 
und  Monge  geschaffen  haben,  und  nach  dem,  was  selbst 
die  elementarste  Technik  an  Vorkenntnissen  beanspruchen 
mufs,*)  reicht  auch  das,  was  Baltzers  Elemente  berück- 
sichtigen, nicht  mehr  aus.  Das  Gebiet  der  Elemente  mufs 
von  Jahrhundert  zu  Jahrhundert  erweitert  werden.  Die 
Methodik  mufs  darauf  hinarbeiten,  möglichst  elementare 
Wege  ausfindig  zu  machen,  auf  denen  man  zu  den  wichtigeren 
Errungenschaften  der  Wissenschaft  gelangen  kann.  Auch 
ist  es  nur  dadurch  möglich,  zu  einem  wirklichen  System  der 
Elemente  zu  gelangen,  welches  jetzt  aus  dem  einfachen 
Grunde  unmöglich  ist,  dafs  sich  überall  Lücken  und  man- 
gelnder Zusammenhang  zeigen,  wie  an  einigen  Stellen  bereits 
nachgewiesen  wurde. 

Also  auch  in  dieser  Richtung  ist  ein  grofser 
Arbeitsplan  möglich.  Statt  der  verschiedenen 
Einzeluntersuchungen  sollte  eine  der  zahlreichen 
mathematischen  Zeitschriften  für  den  betreffenden 
Lehrerstand  als  Ziel  der  Arbeit  hinstellen,  das 
Gebiet  der  Elementarmathematik  nach  Möglichkeit 
zu  erweitern. 

Der  Verfasser  hat  dies  versucht  in  seiner  „Ingenieur- 
mathematik in  elementarer  Behandlung^,  von  der 
bisher  zwei  Bände  erschienen  sind.  Der  erste  behandelt 
die  Schwerpunkte  und  statischen  Momente,  die  Trägheits- 
momente   und  Centrifngalmomente,    und    zwar    sowohl  die 


*)  Man  denke  nur  an  die  Trftgheits-  und  Centrifagalmomente 
für  ebene  Flächen  and  für  Körper.  Ohne  die  ersteren  ist  keine 
Festigkeitslehre,  ohne  die  letzteren  keine  Mechanik  möglich.  Der 
folgende  Band  soll  auch  auf  diese  Gegenstände  eingehen. 
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„Planmomente",  ^Aehsialmomente"  und  „Polarmomente"  and 
was  mit  ihnen  zusammenhängt.  Dabei  löst  er  wichtige 
Aufgaben  der  Maschinen-  und  Bautechnik  auf  einem  Wege, 
den  z.  B.  die  höheren  Maschinenbauschulen  benutzen  können. 
Der  zweite  Band  bringt  eine  elementar  gehaltene  Potential- 
theorie, die  bis  zu  den  neuesten  Forschungen  vorzudringen 
and  Lehren  von  Maxwell,  Helmholtz,  Eirchhoff 
und  anderen,  die  auf  den  verschiedensten  Gebieten  der 
Physik  liegen,  den  betreffenden  Fachschulen  zugänglich  zu 
machen  versucht.  —  Ein  dritter  Band,  die  elementare 
Lehre  von  den  ebenen  und  räumlichen  Kurven, 
soweit  sie  für  den  Ingenieur  von  Wichtigkeit  sind,  ist 
geplant.  In  23  jährigem  Fachschuldirektorat  hat  der  Ver- 
fasser seine  Methode  im  Unterrichte  erprobt.  In  den  vor- 
liegenden Elementen  der  Stereometrie  findet  der  Leser 
die  Fortsetzung  der  betreffenden  Bestrebungen. 

Aber  es  ist  zu  wtlnschen,  dafs  sich  die  gesamte  Lehrer- 
schaft der  Mathematik  zu  dem  oben  genannten  Arbeitsplane 
zusammenschliefse.  Für  das  neue  Jahrhundert  liegt  mehr 
als  genug  des  Abeitsstoffes  vor,  und  die  Aufgabe  würde 
eine  unserer  mathematischen  Vereinigungen  würdige  sein. 

Der  vierte  Band  der  Elemente  der  Stereometrie  soll 
weiteres  Material  zu  diesen  Bestrebungen  bringen. 


In  gleichem  Verlage  erschienen: 


Elenratc  der  Stereometrie 

von 

Prof.  Dr.  Gustav  Holzmüller. 


I.  Band:  Die    Lehrsätze    und   Konstruktionen.      Mit   282 
Figuren.    Preis  broschiert  M.  6. — ,  gebunden  M.  6.60. 

n.  Band:  Die  Berechnung  einfach  gestalteter  Körper.    Mit 

156  Figuren.    Preis  brosch.  M.  10. — ,  geb.  M.  10.80. 

IV.  (Scbluss-)  Band  ist  im  Erscheinen  begriffen. 

Jeder  Band  ist  einsahi  in  haben. 

Einige  Urteile  Aber  Band  I  und  II: 

ZeitSOhrlft  f.  d.  RealSOhulweaen:  Direktor  Holzmüller,  durch  die 
langjährige  Leitung  der  höheren  Gewerbeschule  zu  Hagen  i.  W.  auft 
gründlichste  mit  den  Bedurfnissen  des  Lernenden  vertraut,  hat  wirklich  für 
die  Kompendienlitteratur  ein  neues  Zeitalter  herauffuhren  helfen,  und  seine 
Bücher  sollten  in  der  Hand  keines  jüngeren  Mathematikers  fehlen.  Denn 
dieser  lerot  aus  ihnen,  was  Elementarmathematik  ist,  wie  ungemein  viele 
Schätze  sie  dem  bietet,  der  nicht  gleich  von  einem  trockenen  Schnlleitfaden 
aus  sich  der  höheren  Mathematik  zuwendet,  sondern  sich  erst  einmal  ver- 
gewissem will,  ob  man  denn  nicht  auch  ohne  Infinitesimalrechnung  zu  einer 
tieferen  Elinsicht  in  die  Dinge,  vorab  in  die  Raumgebilde,  gelangen  kann. 
Und  in  dem  vorliegenden  Falle,  in  der  Stereometrie,  kommt  noch  des 
Verf.  bekanntes  Geschick,  durch  passende  Figuren  die  Schwierigkeiten  der 
Raumvorstellung  zu  mildem,  zu  besonderer  Geltung  .  .  .  Wer  die 
didaktischen  Arbeiten  Holzmüllers  kennt,  weifs  von  vornherein,  dass  er 
nichts  Alltägliches  zu  erwarten  hat,  sondem  von  dem  Verf.  auf  neuen, 
wenig  oder  gar  nicht  betretenen  Wegen  gefuhrt  werden  wird.  Diese  Er- 
wartung trügt  denn  auch  in  keiner  Weise.  Vor  allem  nimmt  der  Autor 
den  Begriff  ,,elementar'*,  den  er  ja  in  seiner  Weise  auch  anerkennt,  in 
einem  ganz  anderen  Sinne,  als  dies  gemeiniglich  geschieht;  aus  der 
folgenden  Übersicht  wird  dies  deutlich  genug  hervorgehen.  Mancher 
Schulmann  älterer  Ordnung  wird  gegen  diese  Erweiterung  des  gewöhnlichen 


Pensimif  leine  Bedenken  haben,  von  denen  dch  anch  der  Beilchtexatatter 
nicht  ganz  frei  weiCi;  indeisen  weib  anch  jeder  Kenner  der  Holz* 
mülle riehen  Methodik,  dafs  ihr  Wesen  eben  recht  eigentlich  darin  be- 
steht, Dinge,  die  sonst  einen  ziemlich  verwickelten  Charakter  an  sich 
tragen,  mit  den  allereinfachsten  Hilfsmitteln  zn  behandeln  nnd  Rechonngen, 
die  man  für  unvermeidlich  halten  möchte,  dnrch  räumliche  Betrachtangen 
von  nnmittelbarer  Anschaulichkeit  zu  ersetzen.  Diesen  Vorzügen  wird  man 
auch  hier  wiedemm  begegnen.  Während  in  den  allermeisten  Lehrbüchern 
der  Stereometrie  das  konstruktive  Element  nur  eine  ganz  unbedeutende 
Rolle  zu  spielen  pflegt,  weil  man  die  Schüler  möglichst  rasch  zu  den  Lehr- 
sätzen über  die  Oberflächen-  und  Körperberechnung  fuhren  will,  ist  in 
diesem  Bande  den  Komplanationen  und  Kubaturen  nur  wenig  Raum  ge- 
gönnt. Der  Lernende  soll  im  Raum  heimisch  werden,  er  soll  begreifen» 
daÜB  man  im  Gebiete  der  drei  Dimensionen  ganz  ebenso  wie  in  der  £bene 
Konstruktion  ausführen  kann.  Diesen  Zweck  dürfte  der  Verf.  ausgiebigst 
erreicht  haben,  und  zumal  für  den  Selbstunterricht  wird  sich  derjenige,  der 
über  das  gewohnte  Niveau  hinauskommen  möchte,  dieses  Führers  mit 
gröCstem  Nutzen  bedienen.  (Prof.  Dr.  S.  Günther.) 

Monatshefte  für  Mathematik  nnd  Physik:  Der  vorliegende  zweite 

Band  der  Hol zmüll ersehen  Stereometrie  schliefst  sich  würdig  seinem 
Vorgänger  an  .  .  .  Die  in  grofsem  Umfange  gegebenen  geschichtlichen 
Mitteilungen  erhöhen  den  Wert  des  Werkes,  das  nach  dem  Erscheinen 
des  dritten  Bandes  wohl  einzig  in  seiner  Art  dastehen  wird,  da  die 
elementare  Stereometrie  in  so  umfassender  und  gründlicher  Weise  noch 
nie  behandelt  wurde. 

PftdagOQiacher  Jahresbericht:  .  .  .  Ein  solches  Buch  mufs  man  eben 
selbst  lesen,  und  ich  kann  dies  jedem  Mathematiker,  insbesondere  jedem 
Mathematiklehrer  einer  höheren  Schule,  nur  aufs  wärmste  anraten. 

Zeitschrift  des  Ssterr.  ingenienr-  nnd  Architekten-Vereins:  ..  .Wir 

haben  schon  gelegentlich  des  Erscheinens  des  ersten  Bandes  dieses  aus- 
gezeichneten Werkes  die  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  auf  dasselbe  ge- 
lenkt .  .  .  Der  hohe  Wert  des  vorliegenden  Baches  liegt  in  der  Fülle 
der  Anregungen,  die  es  dem  Studierenden  überall  bietet;  auch  bei  der 
Behandlung  des  einfachsten  Stoffes  weiEs  der  Verf.  Ausblicke  auf  die  An- 
wendungen, dessen  das  eben  Gelehrte  fähig  ist,  zu  eröffnen,  die  zusammen 
mit  der  klaren  und  originellen  Behandlungsweise  stets  das  regste  Interesse 
wachhalten.     Wir  erwarten  mit  Spannung  den  SchluEsband. 


Herroii  ft  ZiennMB,  Wittenberf. 


Elemente  der  Stereometrie 
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Prof«  Dr.  Gustav  HolzmüUer 

in  Hagen  i.  W. 


Vierter  Teil 

Fortsetzung  der  schwierigeren  Unter- 
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Zuordnungen  und  konforme  Abbildungen  im  Dienste  solcher 
Bestimmungen.  Nachtrag  aber  das  Katenoid,  seine  Krtbnmungs- 
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hang   mit    der    Gaufsschen    Pseudosphäre    und    der   Minimal- 
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Tonsrort. 


Der  vierte  und  letzte  Band  der  Stereometrie  beginnt 
mit  dem  Notwendigsten  über  gewisse  Momente  homogener 
Punktsysteme,  besonders  über  die  statischen,  die  Trägheits- 
und die  Centrifägahnomente.  Um  dasselbe  fQr  homogene 
kontinuierliche  Baumgebilde  zu  ermöglichen,  wird  zunächst 
die  Simpsonsche  Begel  auf  den  dritten  Grad  ausgedehnt, 
und  zwar  geschieht  dies,  wie  im  „Methodischen  Lehrbuche^', 
ohne  jeden  Gebrauch  von  Beihen.  (Bekanntlich  wird  diese 
Ausdehnung  trotz  ihrer  Einfachheit  in  zahlreichen  Lehr- 
bllchern  leider  noch  heute  der  höheren  Mathematik  über- 
lassen.) Daran  schliefst  sich  die  Entwickelung  der  soge- 
nannten Summen-  oder  Schichtenformel  in  ihrer  vollen 
Allgemeinheit  Dabei  werden  aber  nicht  nur  die  ebenen 
Querschnitte,  sondern  auch  cylindrische  und  kugelförmige 
behandelt,  was  eine  Ausdehnung  der  Berechnungen  auf 
BaumgebUde  ermöglicht,  deren  elementare  Behandlung  sonst 
aus  Gründen  anscheinender  Schwierigkeit  unterbleibt.  Schon 
in  Band  III  gelang  es,  durch  eine  gewisse  Art  von 
Zuordnung  die  Parabel  zu  rektifizieren  und  die  Fläche  des 
Drehungsparaboloids  zu  bestimmen.  Die  entsprechenden 
Ubungsbeispiele  werden  hier  weitergeführt.  Jeder  ebenen 
Kurve  werden  zwei  Flächen  derart  zugeordnet,  dafs  die 
Formel  für  die  Rektifikation  der  Kurve  übereinstimmt  mit 
den  Formeln  für  den  Inhalt  der  Flächen.  Kennt  man  das 
eine,  so  kennt  man  auch  das  andere.  Dafs  dabei  auch 
Momente  bestimmt,  Schwerpunktslagen  u.  s.  w.  untersucht 
werden,  ist  nach  obigem  selbsverständlich. 

Jetzt  folgen  stereometrische  (und  mechanische)  Deutungen 
und  Yeranschaulichungen  der  genannten  Momente  für  ebene 
Flächen  und  Kurven,  wobei  sich  besonders  für  die  Trägheits- 


IV  Vorwort. 

momente  ergiebig  dafs  sie  entweder  za  schönen  Sätzen  über 
Körperinhalte  und  Mantelflächen  führen,  oder  dafs  sie  selbst 
ans  solchen  ohne  jede  Rechnung  leicht  bestimmt  werden 
können.  Wie  nnn  die  statischen  and  Trägheitsmomente  mit 
den  Abschrägungen  bezw.  mit  den  Begrenzungen  durch  die 
Flächen  parabolischer  Cylinder  und  Drehungsparaboloide 
zusammenhängen,  so  steht  die  Fläche  des  hyperbolischen 
Paraboloids  in  entsprechender  Beziehung  zu  den  ebenso 
wichtigen  Centrifugalmomenten.  Die  beiden  Trägheits- 
ellipsen von  Poinsot  und  von  Glebsch-Gulmann  und  die 
Lemniskate  der  Trägheitsmomente,  werden  dabei  in  ein- 
facher Weise  abgeleitet.  Dies  giebt  Veranlassung,  in  ganz 
elementarer  Darstellung  auf  konforme  Abbildungen  einzu- 
gehen, welche  es  gestatten,  von  den  Körper-  oder  Flächen- 
inhalten bezw.  Kurvenlängen  der  Originalgebilde  auf  den 
Inhalt  oder  die  Momente  ihrer  Abbildungen  zu  schliefsen. 
So  ergeben  sich  die  Auflösungen  für  gewisse  Gruppen 
schwierig  erscheinender  Aufgaben  ohne  irgendwelche 
Rechnung. 

Es  handelt  sich  dabei,  wie  vorher,  nicht  etwa 
um  die  Lösung  nur  vereinzelter  Aufgaben  durch  nur 
vereinzelte  Kunstgriffe,  sondern  um  anschauliche 
Methoden  von  ganz  aufserordentlicher  Tragweite, 
die  für  ganze  Gruppen  von  Gebilden  die  betreffen- 
den Berechnungen  ersparen  und  auch  die  Lösung 
von  Aufgaben  aus  der  Theorie  des  Newtonschen 
und  logarithmischen  Potentials  ermöglichen.  Man 
lernt  gewissermafsen  Brücken  kennen,  welche  die 
verschiedensten  Gebiete  miteinander  verbinden. 

Die  Bestimmung  von  Kurvenlängen,  von  Flächen,  körper- 
lichen Inhalten  und  von  Momenten  verschiedener  Art  und 
Ordnung  für  vielfach  gestaltete  Raumgebilde  schliefst  sich 
an.  Dabei  werden  vorläufig  die  mit  den  Flächen  zweiten 
Grades  zusammenhängenden  Körper  ausgeschlossen.  Diesen 
ist  der  Übersichtlichkeit  halber  ein  besonderer  zweiter 
Abschnitt  gewidmet,  in  dem  neben  den  vollen  Körpern  auch 
die  Segmente,  Parallelschichten,  Sektoren,  Zonenpyramiden 
u.  s.  w.  nach  Inhalt,  statischen  Momenten  und  Schwerpunkts- 
lagen, Trägheitsmoment  und  Trägheitsabstand,  Gentrifugal- 
moment  u.  s.  w.  berechnet  werden.  Die  beiden  Trägheits- 
ellipsoide  kommen  ebenfalls  zur  Behandlung. 


Vorwort.  V 

Im  Schlafswort  wird  ein  Nachtrag  über  das  Eatenoid, 
die  zugehörige  Gaafssche  Pseudosphäre  und  die  zage- 
liörige  Minimal-Schraabenregelfläche  gebracht.  Es 
gelingt  nämlich,  aof  elementarem  Wege  za  zeigen,  dafs  die 
Evolvente  der  Kettenlinie  eine  gewöhnliche  TrsJitrix  ist, 
und  dafs  ihre  Normalen  in  der  Länge  mit  den  zugehörigen 
Erümmongsradien  übereinstimmen,  dafs  also  für  das  Eatenoid 
das  Gaufssche  Erümmungsmals  leicht  zu  bestimmen  und 
diese  Fläche  eine  solche  von  der  konstanten  mittleren 
Elrümmung  Null  ist.  Um  ihre  Zugehörigkeit  zu  den 
Delaunayschen  Flächen,  für  die  bekanntlich  das  letztere 
•allgemein  der  Fall  ist,  zu  beweisen,  wird  elementar  gezeigt, 
dafs  der  Brennpunktsweg  für  die  auf  der  Geraden  rollende 
Parabel  stets  eine  Eettenlinie  ist.  Dafs  femer  die  sphärische 
Abbildung  des  Eatenoids  eine  konforme  Abbildung  ist, 
ergiebt  sich  als  selbstverständlich  und  ermöglicht  eine  Zu- 
sammenstellung der  zwischen  Cylinder,  Eatenoid  und  Eugel 
l>e8tehenden  konformen  Beziehungen,  wobei  sich  z.  B.  eine 
neue  geometrische  Eonstruktion  der  Merkatorkarte  ergiebt. 

Die  in  Band  III  nachgewiesene  Abwickelbarkeit  des 
Eatenoids  auf  die  Minimalschraubenfläche  giebt  Veranlassung, 
noch  einmal  auf  die  Schraubenlinie  und  ihre  Parallel- 
projektionen einzugehen,  die  bekanntlich  auf  Sinoiden^)  und 
cyklische  Eurven  (gewöhnliche,  verlängerte  und  verkürzte 
Gykloiden)  führen.  Dadurch  wird  zwischen  der  Eettenlinie, 
Schraubenlinie,  Sinuskurve  und  Sinoide,  den  cyklischen 
Eurven  und  der  Parabel  ein  Zusammenhang  nachgewiesen^ 
4er  wohl  verdient,  eingehender  untersucht  zu  werden. 

Abgesehen  von  diesen  letzteren  Betrachtungen  liegt  der 
Schwerpunkt  des  Buches  allerdings  in  dem  Gebiete,  welches 
man  in  Frankreich  seit  Häton  de  la  Goupilliöre  als 
„G^om^trie  des  masses"  bezeichnet.  Der  Zusammenhang 
mit  dem  rein  stereometrischen  Gebiete  und  die  Fruchtbar- 
keit der  verbindenden  Ideen  und  der  zugehörigen  Methoden 
sind  aber  von  derartiger  Bedeutung,  dafs  in  unserer  auf 


*)  Das  Wort  siiina  ist  bekumtlich  nur  durch  mifsverstftndliche 
Auslassung  eines  ohne  Vokale  geschriebenen  arabischen  Wortes  in  die 
Trigonometrie  gelangt.  Daher  wird  es  gestattet  sein,  statt  der  nicht 
schön  klingenden  Zeichnung  „Sinnsoide"  die  vielfach  gebrauchte 
nSinoide"  beizubehalten,  diese  aber  auf  die  aus  der  Sinnskurre  abge- 
leiteten Enrren  xu  beschränken. 


VI  Vorwort. 

Anwendungen  hindrängenden  Zeit  eine  eingehendere  Be- 
handlung dieses  Gegenstandes  zur  Notwendigkeit  ge- 
worden ist. 

Die  aus  der  Mechanik  und  der  mathematischen  Physik 
gewählten  Beispiele  sind  ziemlich  zahlreich,  noch  weit  mehr 
aber  findet  man  in  des  Verfassers  ,,Ingenieurmathematik  in 
elementarer  Behandlung^,  von  der  demnächst  der  dritte  Band 
(bei  B.  G.  Teubner  in  Leipzig)  erscheinen  soll. 

Erschöpft  ist  mit  diesem  Werke  das  Gebiet  der  „Ele- 
mente der  Stereometrie^^  noch  nicht,  denn  eine  Reihe  von 
Resultaten  der  Forschungen  von  Steiner  und  Möbius  und 
das  aus  dem  Gebiete  der  Gleichungen  dritten  und  vierten 
Grades  vom  Verfasser  bearbeitete  Übungsmaterial  würden 
einen  ganzen  fünften  Band  anfüllen;  aber  der  mit  dem  Ver- 
lage vereinbarte  Umfang  ist  schon  derart  überschritten 
worden,  dafs  ich  mich  zum  Abschlufs  entschliefsen  mulste. 
Vielleicht  bietet  sich  später  Gelegenheit,  die  hier  aus- 
geschlossenen Gebiete  zu  behandeln. 

Blicke  ich  auf  die  Zeit  zurück,  in  der  die  „Elemente 
der  Stereometrie'^  bearbeitet  wurden,  so  kann  ich  nur  sagen, 
dals  das  Aufsuchen  elementarer  Wege,  die  zu  den  schönsten 
Gebieten  der  neueren  Raumgeometrie  hinführen,  mir  den 
gröfsten  Genufs  und  manche  freudige  Überraschung  hin- 
sichtlich der  Tragweite  der  Elementarmethoden  bereitet  hat. 
Wer  nur  mit  der  höheren  Mathematik  zu  arbeiten  gewohnt 
ist,  hat  bisweilen  die  Überzeugung,  die  Elementarmethoden 
wären  allzu  umständlich.  Ein  Besprecher  der  von  mir  be- 
arbeiteten Methoden,  der  sich  als  entschiedenen  Freund  der 
höheren  Mathematik  hinstellt,  mufs  aber  doch  in  jener 
Ansicht  erschüttert  worden  sein,  denn  er  spricht  in  der 
Zeitschrift  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure  von  der  oft 
geradezu  „verblüffenden  Einfachheit^',  mit  der  die  Resultate 
gewonnen  werden.  Ein  Professor  einer  technischen  Hoch- 
schule hat  es  nicht  verschmäht,  die  vorgeschlagene  stereo- 
metrische Veranschaulichung  der  Trägheitsmomente  ein- 
gehender zu  bearbeiten.  Auch  ein  Lehrbuch  der  Integral- 
rechnung hat  sie  unter  Nennung  der  Quelle  aufgenommen. 
Das  Amsterdamer  Technische  Wochenblatt  hat  einen  Teil 
meiner  Darstellungen  ins  HoUändische  übertragen.  Die 
Merkatorkarte  wird  noch  jetzt  sogar  in  den  nautischen 
Lehrbüchern  elementaren  Charakters  äulserst  stiefmütterlich 
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behandelt.  Herr  Professor  Laftzina  von  der  Universität 
Buenos  Aires^  der  die  beiden  ersten  Bände  meines 
,yHethodischen  Lehrbuchs"  ins  Spanische  übersetzt  hat,  fügte 
am  Schlafs  die  hier  in  Band  I  nud  II  gegebene  elementare 
Behandlnngsweise  bei  und  entnahm  den  ^^Elementen  der 
Stereometrie"  auch  einige  Figuren.  Nehme  ich  dazu  die 
Besprechungen,  die  einige  Hochschullehrer  und  sonstige 
Fachgenossen  über  die  beiden  ersten  Bände  geliefert  haben, 
so  habe  ich  AnlaCs,  mit  den  bisherigen  äufserlichen  Erfolgen 
meiner  Arbeit  recht  zufrieden  zu  sein. 

Die  Absicht  ist  durchaus  nicht,  die  höhere  Mathematik 
für  die  betreffenden  Gebiete  überflüssig  zu  machen,  sondern 
den  „höheren  Wegen"  elementare  Methoden  an  die  Seite  zu 
stellen  und  damit  dem  Gegenstande  möglichst  auch  neue 
Seiten  abzugewinnen  und  dabei  besonders  mit  Hilfe  der 
räumlichen  Anschauung  zu  arbeiten.  Ich  kann  nur  den 
Wunsch  aussprechen,  das  hier  Gegebene  möchte  recht  viele 
Leser  anregen,  die  höheren  und  feineren  Teile  der  analy- 
tis<Aen  Geometrie  des  Baumes  zu  studieren.  —  Namentlich 
für  die  jetzt  im  Aufblühen  begriffenen  höheren  Maschinen- 
bauschulen, die  nur  mit  elementaren  Hilfsmitteln  arbeiten 
sollen,  die  aber  z.  B.  aus  Gründen  der  Festigkeitslehre,  der 
Dynamik  und  der  Hydrostatik  die  Trägheitsmomente  nicht 
entbehren  können,  sind  Methoden  der  vorgeschlagenen  Art 
nutzbringend  zu  verwenden.  Auch  für  höher  strebende 
Baugewerkschulen  sind  sie  unentbehrlich,  wenn  nicht  blofs 
nach  Vorschrift  unbewiesener  Formeln  gearbeitet  werden  soll. 

Der  grofse  Umfang  des  Werkes  erklärt  sich  nur  aus 
der  grofsen  Anzahl  fertig  durchgeführter  Beispiele,  die  eine 
ganze  Sammlung  darstellen.  Anfragen  aller  Art  aus  den 
Kreisen  der  praktischen  Ingenieure  beweisen  mir,  dafs  man 
an  diesen  Beispielen  nicht  interesselos  vorübergeht,  und  es 
ist  für  mich  eine  besondere  Genugthuung,  dafs  Herr 
Dr.  Bohnert,  der  die  Stereometrie  für  die  Schubertsche 
Sammlung  bearbeitet  hat,  im  Vorwort  erklärt,  für  die  Aus- 
Wahl  der  Beispiele  seien  ihm  die  „Elemente  der  Stereometrie^' 
vorbildlich  gewesen. 

Allerdings  gehen  die  Bebpiele  der  letzteren  vielfach  in 
Gebiete  über,  die  man  bisher  vollständig  der  Hochschule 
üb^rliefs  bezw.  überlassen  mufste,  weil  man  gewisse  ein- 
fache Elementarmethoden  nicht  kannte.     Aber  darin  sollte 
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doch,  nachdem  ein  Poncelet  und  Chasles,  ein  Steiner 
nnd  Mob  in  8  die  Grenzen  der  Elementarmathematik  so  ge- 
waltig erweitert  haben,  nnr  ein  Vorzug  gefunden  werden. 
Denn  auf  der  UniTersität  lernt  der  ktlnftige  Fachlehrer  die 
Elementarmathematik  leider  gar  nicht  oder  doch  nur  in  be- 
scheidenem Mafse  kennen.  Er  wird  mehr  zum  Hochschul- 
profe88or  yorgebildet,  weniger  fttr  den  Elementarunterricht 
an  höheren  Schulen. 

Auf  besonders  ausgesprochene  Wttnsche  hin  ist  am 
Schlufs  des  vierten  Bandes  ein  alphabetisches  Sachregister 
zusammengestellt,  welches  nicht  nur  die  Orientierung  er- 
leichtert, sondern  auch  zeigt,  wie  mannigfaltig  und  umfang- 
reich der  verarbeitete  Lehrstoff  ist. 

Möge  das  Gesamtwerk  dazu  beitragen,  dafs  die  Kenntnis 
fruchtbarer  Elementarmethoden  sich  in  weiteren  Kreisen 
verbreite  und  zur  Bearbeitung  neuer  Gebiete  anrege,  die 
bisher  nur  mit  Hilfe  der  Differential-  und  Integralrechnung 
in  Angriff  genommen  werden  könnten.  Die  Fachlehrer 
aber  mögen  aus  dem  reichen  Inhalte,  besonders  aus  den 
Beispielen,  dasjenige  entnehmen,  was  sie  zur  Belebung  des 
Unterrichts  für  geeignet  halten.  Die  geschichtlichen  und 
litterarischen  Bemerkungen  aber  mögen  jeden  Leser  an- 
regen, auch  die  Originalwerke  zu  studieren,  natürlich  auch 
solche,  die  nur  mit  den  Mitteln  der  höheren  Analysis 
bearbeitet  sind.  Geschieht  dies,  dann  werden  auch  andere 
den  Versuch  machen,  zu  diesem  oder  jenem  schönen  Ge- 
biete der  Raumgeometrie  den  elementaren  Zugang  zu 
eröffnen  und  auch  Methoden  zu  ersinnen,  die  frei  von  um- 
ständlichem Bechnungsapparate  sind.  Aus  der  Anschauung 
der  Baumgebilde  heraus,  aus  ihrem  rein  geometrischen 
Charakter  lassen  sich  bisweilen  ohne  Hilfe  jeder  Art  von 
Koordinaten  —  die,  von  den  nätttrlichen  Koordinaten  abge- 
sehen, doch  immer  etwas  künstlich  Herangezogenes  bleiben 
—  die  schönsten  Beziehungen  in  einer  Einfachheit  entwickeln, 
die  auch  manchen  geschulten  Analytiker  überraschen  dürfte. 
Steiner  und  Möbius  leisteten  in  dieser  Hinsicht  Gewaltiges. 
Möchten  recht  bald  ebenbürtige  Nachfolger  erscheinen,  die  im- 
stande sind,  die  Macht  der  Elementarmathematik  in  ähnlicher 
Weise  zu  verstärken  und  ihren  Herrschaftsbereich  zu  erweitem! 

Hagen  i.  W.,  im  August  1902. 

Dr.  6.  Holzmttller. 
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a)  Homogene  Punktaysteme  und  ihre  Momente 

erster  Ordnung. 

§  1)  Homogene  Punktsysteme.  Man  denke  sich 
jeden  Pimkt  eines  räumlichen  Punktsystems  mit  der  Masse  i 
behaftet,  deren  Definition  z.  B.  im  Sinne  der  Mechanik  ge- 
schehen kann,  sei  es  nach  dem  absoluten  oder  dem  tech- 
nischen Mafssysteme,  was  hier  gleichgültig  ist.  Ein  solches 
Punktsystem   soll   als  ein  homogenes  bezeichnet  werden. 

§  2)  Statisches  Moment  des  homogenen  Punkt- 
systems. Fällt  man  von  jedem  Punkte  des  Systems  aus 
auf  eine  beliebige  Ebene  ein  Lot  e,  so  nennt  man  das 
Produkt  e.l  aus  e  und  der  Masse  i  das  statische 
Moment  M  des  Punktes  in  Bezug  auf  diese  Ebene. 
Das     gesamte     statische    Moment    des    Systems    ist    dann 

if  =  «j  -f-  «2 . .  -f-  ^n  =  ^6'  Wählt  man  als  Bezugsebenen 
die  Eoordinatenebenen,  so  hat  man  in  Bezog  auf  diese  die 
statischen  Momente 

.Holsmüller,  SUreonetria  lY.  1 
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§  3)  Schwerpunkt  des  homogenen  Punkt- 
systems. Die  Gesamtmasse  des  Punktsystems  sei  gleich 
n.i'=n.  Wo  mufs  man  sich  diese  vereinigt  denken,  um 
in  Bezug  auf  die  Eoordinatenebene  dieselben  statischen 
Momente  zu  erhalten? 

Man  hat  z.  B.  zu  setzen  n,Xg  =  ^x.  Daraus  und  aus 
den  entsprechenden  Gleichungen  findet  man  als  Koordinaten 
des  gesuchten  Punktes 

i  1 

Xg  =  ^  X  =  -^y  « j 


2) 


n  -^  n 

Zs  = Tz  = Ma-y. 


Dies  ist  also  der  Punkt  mittlerer  Entfernung  von 
den  Eoordinatenebenen  oder  der  Schwerpunkt  des  Punkt- 
systems. Schon  in  Band  I,  Seite  20  bis  22  wurde  gezeigt, 
dafs  es  sich  um  den  Punkt  mittleren  Abstandes  von 
jeder  beliebigen  Ebene  handelt,  und  dafs  man  ihn 
unabhängig  von  jeder  Ebene  finden  kann  mit  Hilfe  ge- 
wisser Teilungen  1 :  i,  2: 1,  3 : 1,  4: 1  . .  .j  die  dort  be- 
schrieben sind,  wobei  die  Punkte  auch  in  beliebiger  Reihen- 
folge aufeinander  folgen  können. 

Legt  man  die  Bezugsebene  durch  den  Schwer- 
punkt selbst,  so  ist  der  Schwerpunktsabstand  von 
ihr,  also  auch  der  mittlere  Abstand  von  ihr,  gleich 
Null,  also  ist  auch  ^x  =  Oj  ^y  =  0,  ^z=Oj  sobald 
der  Koordinatenanfang  in  den  Schwerpunkt  gelegt  wird. 

§  4)  Verschiebungssatz  für  statische  Momente. 
Verschiebt  man  z.  B.  die  y  2: -Ebene  parallel  zu  sich  selbst 
um  e^,  so  wird  in  Bezug  auf  die  neue  Ebene  das  statische 
Moment  My  g  =  My,  —  we^,  wie  leicht  zu  zeigen  ist.    Ver- 
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schiebt  man  die  drei  Koordinatenebenen  um  e^y  bezw.  e^j  e^j 
80  erhält  man 


3) 


^x^y^=^  ^xy W« 


8  9 


Der  Anfangspunkt  ist  dann  verschoben  um 

und  zwar  ist  e^  =  e  cos  a,  e^=e  cos  /?,  «g  =  ^  cos  y^  wenn 
Oj  /9,  y  die  Winkel  sind,  welche  die  Gerade  e  mit  den 
Koordinatenachsen  bildet 

Der  in  3)  liegende  Sata  soll  heifsen,  der  Verschie- 
bungssatz für  die  statischen  Momente. 

§  5)  Er  lautet  am  einfachsten,  wenn  die  Ko- 
ordinatenebenen ursprünglich  durch  den  Schwer- 
punkt gingen;  denn  dann  sind  Myg,  Mg^y  M^y  gleich  Null, 
and   es  wird  einfacher  in  Bezug  auf  die  durch  den  Punkt 


^17  ^25  H 


gelegten  Parallelebenen 


4)       M.  .  = 


ne. 


1  j 


if,x  = — ne,,  i4y  =  — n«j 


8- 


M. 


Daraus  folgt  ülA  =  — e^  u,  s.  w.  und  dadurch  wird   be- 

n 

stätigt,   dafs  fttr  solche  Verschiebungen,  wie  schon  gesagt, 

der    Schwerpunkt    der    Punkt    mittleren    Abstands 

bleibt 

§6)Drehungs- 
satzfürstatische 
Momente.  Dreht 
man  das  Koordi- 
natensystem z.  B. 
um  die  Z- Achse 
um  einen  Winkel  a, 
so  geht,  wie  leicht 
zu  zeigen ,  jeder 
Abstand  x  über  in 
den  Abstand 


]=OA-\-AD  = 
^cosa  -|-y  sina, 


Fig.  1. 
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jeder  Abstand  y  in 

ij  =  EB  —  AE  =  y  coBa  —  x  sina, 
während  z  unverändert  bleibt. 

Die  neuen  Momente  wttrden  also 

Mrit  =  2ä^  =  ^(a:  COS  a  -[- y  sin  a)  =  cosa^x  -|-  sina^y 
If,^  =  ^ij  =  ^(ycosa  —  «sina)  =  cosa^y —  sina  ^x 

oder 

Mrig  =  COS  a  Jlfy ,  -f-  sin  a  Mg^, 

5)  ^  3/,^  =  cosa  If^a; —  sina  Myg, 

Dieser  leicht  auf  die  Drehung  um  die  anderen  Achsen 
auszudehnende  Satz  soll  bezeichnet  werden  als  der 
Drehungssatz  für  die  statischen  Momente  des  Punkt- 
systems. 

Weil  diese  Momente  die  Abstände  nur  in  der  ersten 
Potenz  enthalten,  sollen  sie  als  Momente  erster  Ord- 
nung bezeichnet  werden,  weil  sie  aber  auf  Ebenen  bezogen 
werden,  als  Planmomente.  Es  handelt  sich  also  um  Plan- 
momente erster  Ordnung. 

§  7)  Homogene  Massenbelegung  yon  Linien, 
Flächen  und  Körpern.  Handelt  es  sich  um  eine  kon- 
tinuierliche Punktfolge,  d.  L  um  eine  Gerade  oder  um  eine 
Kurve,  so  ist  diese  als  homogen  zu  betrachten,  sobald  un- 
endlich kleine  Teilchen  der  Linie,  die  von  gleicher  Länge 
sind,  gleichviel  homogene  Punkte,  also  dieselbe  Masse  ent- 
halten. Dabei  ist  es  aber  bequem,  jede  Längen- 
einheit mit  der  Masse  i  zu  belegen,  so  dafs  der 
Länge  l  die  Masse  l.i  =  l  entspricht. 

Handelt  es  sich  um  eine  Fläche,  so  ist  es  bequem,  die 
Flächeneinheit  mit  der  Masse  1  zu  belegen,  so  dafs 
der  Fläche  F  die  Masse  F.  i  =  F  entspricht. 

Handelt  es  sich  um  einen  Körper,  so  ist  es 
bequem,  die  körperliche  Baumeinheit  mit  der 
Masse  1  zu  belegen,  so  dafs  dem  Inhalte  J  die 
Masse  J.1:=J  entspricht. 
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[Im  absolnten  Mafssystem  ist  die  zum  Quadratcentimeter 
gehörige   Masseneinheit    das  Grajnm.     In   der  technischen 

Mechanik  ist  die  Masse  m  =  ^,  wo  p  das  Gewicht  z.  B. 

in  Kilogrammen,  g  die  mittlere  Freifallbeschleauignng,  z.  B. 
9^81  m  bedeutet  ZweckmSXsiger  aber  ist  es,  wenn  g  =  9,81  m 
gesetzt  ist,  das  Gewicht  in  Tonnen  zu  nehmen,  wenn  g  =  98 i  cm 
gesetzt  ist,  das  Gewicht  in  Gewichtsgrammen  zu  geben.] 

Der  Begriff  des  Schwerpunktes  bleibt  dann  derselbe ;  er 
ist  fttr  das  Gebilde  der  Punkt  mittleren  Abstandes 
in  Bezug  auf  jede  beliebige  Ebene.  Das  statische 
Moment  bleibt  das  Produkt  aus  Schwerpunkts- 
abstand und  Gesamtmasse.  Beider  vorgeschlagenen 
Belegungsart  ist  also  z.  B.  in  Bezug  auf  eine  be- 
liebige Ebene  fttr  Linien,  Flächen  und  Körper  bezw. 

6)  M  =  eJ,  M  =  e,F,  M=e,J. 

[Diesen  Momenten  erster  Ordnung  gegenttber  könnte 
man  auch  Yon  Momenten  yon  der  Ordnung  0 
sprechen,  in  denen  also  nur  x^,  y^,  z^  vorkommen  würden.  Da 
aber  x^  =z  i^y^=z  i^  z^  =  i  ist,  so  handelt  es  sieh  dabei 
lediglich  um  die  Gesamtmasse,  also  bei  einem  Punktsystem 
um  n  (Anzahl  der  Punkte),  bei  einem  Liniensystem  um  /, 
bei  einem  Flächensystem  um  F,  bei  einem  Körpersystem  um «/.] 

§  8)  Das  Axialmoment  erster  Ordnung.  Man 
denke  sich  von  jedem  Punkte  des  gegebenen  Systems  aus 
auf  eine  beliebige  Achse  im  Räume  ein  Lot  r 
gefällt.  Dann  soll  fttr  jeden  mit  der  Masse  i  belegten 
Punkt  der  Ausdruck  r.i  sein  Moment  erster  Ord- 
nung in  Bezug  auf  diese  Achse  heifsen,  so  dafs  es 
sich  um  ein  Axialmoment  erster  Ordnung  handelt. 
Das  gesamte  Axialmoment  des  Systems  ist  dann 

7)  Jf„  =  r^  -f-  r,  -f-  . . .  r»  =  ^r. 

Handelt  es  sich  um  die  drei  Koordinatenachsen,  so  kann 
man  die  Momente  mit  M^  My^  Mg  bezeichnen. 

Eine  Drehung  des  Systems  um  die  Achse  ändert 
das  Axialmoment  des  Systems  nicht.  In  Bezug  auf 
die  ^Achse  ist 

8)  Mg  =  J^r  =  2V^M^ 
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Durch  Parallel -Verschiebung  der  Achse  nach  einem 
Pnnkte  mit  den  Koordinaten  e^,  e,  und  0  geht  das  Moment 
über  in 

9)  if '  =  j:V{x-e,y-^(j^-e,y, 

Der  Ansdmck 

10)  M,^  -M,  =  JJVix  -e,r-{-  (y  -e,)*  -  ^Vx^Tv^ 

giebt  den  Einflnfs   der  ParaUelTerschiebnng  an.    Der  Ver- 
schiebangssatz  ist  aber  hier  von  geringerer  Wichtigkeit. 

Von  etwas  gröfserer  Wichtigkeit  ist  der  Ansdmck 

11)  r«=!i-+^l  +  lll+^=-i2>  =  -iM., 

n  n-^^  n 

der  den  mittleren  Abstand  oder  mittleren  Radios  des 
Punktsystems  in  Bezug  auf  die  Achse  bedeutet. 

Bei  einer  Drehung  um  die  Achse  mit  der  konstanten 
Winkelgeschwindigkeit  &  ist 

12)  v^  =  r^» 

die  mittlere  Geschwindigkeit  fttr  die  Punkte  des  Systems, 
denn  jeder  Punkt  hat  die  Oeschwindigkeit  r  =  r^. 

Da  femer  jeder  Punkt  die  Centrifugalkrail  mrd'^=^rd^ 
hat,  so  handelt  es  sich  bei 

13)  k^  =  mT^»^=T^&^ 

um  die  mittlere  Gröfse  der  Gentrifugalkräfte. 

Unter  den  hierher  gehörigen  Aufgaben  ist  folgende  von 
Bedeutung:  Vier  Punkte  mögen  ein  unregelmäfsiges 
Tetraeder  bilden.  Welche  Lage  mufs  eine  der 
Richtung  nach  gegebene  Achse  haben,  damit  das 
Axialmoment  erster  Ordnung  einen  Minimalwert 
annehme? 

Für  eine  Linie,  eine  Fläche,  einen  Körper  ist  bezw. 
^A\  ^   _  ^«      ^   _  ^«      ^   _  ^« 

§  9)  Das  Polarmoment  erster  Ordnung.  Denkt 
man  sich  alle  Punkte  eines  Punktsystems  z.  B.  mit  dem  An- 
fangspunkte der  Koordinaten  (als  Pol)  verbunden,  so  giebt 
der  Ansdmck  ^ .  i  =  ^ ,  wobei  q  die  Entfernung  bedeutet, 
das  Polarmoment  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  den 
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Nüllpmikt.    Das  gesamte  Polarmoment  in  Bezug  auf  den 
Nnllpnnkt  ist  also 

15)  itf,  =  ?i+?.  +  ..?n  =  2p  =  27V^'+y«  +  ^* 

der  Ponkt  mittleren  Abstandes  von  diesem  Pole 

16)  ü^=  gi+g^  +  '+g'^^.J^ 

n  n   ' 

Verlegt  man  den  Pol  nach  dem  Punkte  mit  den  Ko- 
ordinaten x^j  y^,  z^  so  wird  das  Polarmoment  in  Bezug  auf 
den  neuen  Pol 

17)  M,  =  j;V  (or  -  *J«  +  (y  -yj«  +  (z  -  z,)* . 

und 

18)  ^  =  ^ 

wird  der  Punkt  mittleren  Abstandes  in  Bezug  auf  diesen. 

Handelt  es  sich  um  Linien,  Flächen,  Körper, 
fio  wird  bezw. 

^P  ^p  ^ 

19)  p^  =  -^,  ^^  =  -^,   ^^  =  _y.. 

Von  Bedeutung  ist  die  Frage:  Welches  ist  der  Punkt 
kleinster  Abstandssumme  für  ein  Punktsystem,  fttr 
eine  Linie,  fttr  eine  Fläche,  fttr  einen  Körper.  Man 
versuche  die  Frage  fttr  vier  Punkte  (von  derselben  Masse) 
zu  lösen,  die  ein  unregelmäfsiges  Tetraeder  bilden.  (Fttr 
das  Dreieck  handelt  es  sich  bekanntlich  um  den  Punkt,  fttr 
den  die  drei  Abstände  unter  Winkeln  von  120^  aufeinander 
folgen,  wofttr  Steiner  einen  rein  geometrischen  Beweis  ge- 
geben hat.) 

Der  mittlere  Abstand  fttr  die  Punkte  des  Kugelkörpers 

in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  ergiebt  sich  als  —  r.    Fttr 

einen  Kugelsektor  von  unendlich  kleiner  Grundfläche,   die 
als  eben  betrachtet  werden  kann,  hat  nämlich  der  Schwer- 

punkt  von  der   Grundfläche  den  Abstand  -r-,  also  von  der 
Spitze  den  Abstand  —  r.    Dies  gilt  auch  hier. 
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Schwieriger  ist  schon  die  Angabe,  den  mittleren  Ab- 
stand fttr  die  Punkte  des  homogenen  Würfels  oder  eines 
anderen  regelmäfsigen  Körpers  yom  Mittelpunkte  zn  berechnen. 

Aüch  fttr  die  Flächen  der  regelmäfsigen  Körper  lassen 
sich  solche  Fragen  aufstellen,  ebenso  fttr  ihre  Kanten- 
komplexe.   Einiges  davon  kommt  noch  zur  Sprache. 

§  10)  Ist  das  Punktsystem  ein  ebenes,  so  hat  e» 
in  Bezug  auf  jede  Ebene  des  Raumes  ein  Planmoment 
erster  Ordnung  im  obigen  Sinne.  Dieses  ist  am  ein- 
fachsten, wenn  die  Bezugsebenen  der  Ebene  des  Punkt- 
systems parallel  ist,  denn  dann  sind  alle  Abstände  e  die- 
selben, es  handelt  sich  also  um  At^  =  e.n.  Steht  die  Be- 
zugsebene senkrecht  auf  der  des  Punktsystems,  so  stimmt 
das  Planmoment  ttherein  mit  dem  Axialmoment  in  Bezog^ 
auf  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen,  d.  h.  mit  dem 
statischen  Momente  des  Systems  in  Bezug  auf  eine  in  seiner 
Ebene  liegende  Achse.  Dies  ist  ein  Sonderfall  von  dem 
Axialmomente  des  Punktsystems  in  Bezug  auf  eine 
beliebige  im  Baume  liegende  Achse.  Steht  ^ese  Achse 
senkrecht  auf  der  Ebene  des  Punktsystems,  so  ist  das  Axial- 
moment identisch  mit  dem  Polarmomente  des  Systems  in 
Bezug  auf  den  Schnittpunkt. 

ß)  Die  Momente  zweiter  Ordnung  für  homogene 

Punktsysteme. 

§  11)  Die  Planmomente  zweiter  Ordnung  in 
Bezug  auf  die  Koordinatenebenen  sind  fttr  Punkt- 
systeme, bei  denen  jeder  Punkt  mit  der  Masse  1 
belegt  gedacht  wird,  definiert  durch  folgende 
Gleichungen: 

fiV.  =  *?  +  ^  +  --.+<  =  2'^S 

In  der  Mechanik  sind  sie  die  Trägheitsmomente  in 
Bezug  auf  diese  Ebenen. 

§  12)  Trägheitsmittelpunkl  Wo  mttfste  die 
Gesamtmasse  n  konzentriert  zu  denken  sein,  damit 


2) 
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ihr  Planmoment  in  Bezug  auf  jede  dieser  Ebenen 
dasselbe  sei?  Es  mttfste  z.  B.  sein  nx\^=i ^x^  =  T^,. 
Entsprechendes  gilt  für  die  anderen  Ebenen.  Es  handelt 
sich  also  am  den  Ponkt  mit  den  Koordinaten 

- = V '?+-!+-+-•= /I^.= VT^, 

Der  Punkt  heifst  der  Trägheitsmittelpunkt  in  Bezug 
auf  die  Eoordinatenebenen. 

Fttr  homogene  Linien,  Flächen  und  Körper  ist  in 
Bezug  auf  die  yz- Ebene 

Ebenso  sind  die  y^,  und  z^^  zu  bilden. 

§  283)  Verschiebungssatz  für  die  Planmomente 
zweiter  Ordnung.  Verschiebt  man  die  YZ- Ebene  parallel 
zu  sich  selbst  um  +«,  so  wird 

=  (^1  +  **+•••  +  ^*)  +  ^  «1  (^1  +  *«  +  •••  +  ^*)  +  **  ^1 
oder 

Geht  die  ursprüngliche  Bezugsebene  (die  YZ- Ebene), 
durch  den  Schwerpunkt  des  Punktsystems,  so  ist 
Myg=0.    Dann  wird  in  Bezug  auf  die  zweite  Bezugsebene 

5)  T=Ty,-^nei 

Daraus  folgt:  Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Ebene  ist 
kleiner,  als  das  in  Bezug  auf  jede  andere  parallele 
Ebene  genommene.  Der  Unterschied  ist  durch  5) 
angegeben. 
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Ferner  wird 


-=/?=/¥+•:. 


6) 

'  '      n        '       n 

ändert  man  also  den  Flächenabstand  um  +«,  so  ändert 
sich  nicht,  wie  beim  Schwerpunkte,  der  Abstand  des  Träg- 
heitsmittelpunktes um  +e,  sondern  anders.    Folglich: 

Der  Trägheitsmittelpunkt  eines  Punktsystems 

hat   keine   konstante  Lage,    die  Lage  ist  vielmehr 

abhängig  von  der  Lage  der  Bezugsebene. 

T 
Fttr  «^  =  00  verschwindet  in  6)  —^  gegen  «?,  dann  also 

wird  «In  =  «1,  d.  h. : 

In  Bezug  auf  unendlich  weit  entfernte  Ebenen 
ist  der  Trägheitsmittelpunkt  eines  Gebildes  iden- 
tisch mit  dem  Schwerpunkte.  Je  weiter  also  die 
Ebenen  sich  von  einem  endlichen  Gebilde  entfernen^ 
um  so  näher  rückt  der  Trägheitsmittelpunkt  dem 
Schwerpunkte. 

§  14)  Auch  der  Ausdruck 

tritt  in  der  Mechanik  auf^  er  soll  aber  hier  noch  nicht  be- 
sprochen werden,  sondern  erst  bei  den  Axial-  bezw.  Polar- 
momenten zur  Sprache  kommen.  Auch  er  wird  fttr  die 
Verschiebung  e  =  oo  der  Bezugsebene  gleich  dem  Schwer- 
punktsabstande. Es  ist  ein  Analogen  zu  dem  Schwingungs- 
punkte beim  Pendel  und  hängt  zusammen  mit  dem  Angriffis- 
punkte  des  seitlichen  Wasserdrucks,  sobald  eine  ebene 
Fläche  an  Stelle  des  Punktsystems  tritt 

§  15)  Drehungssatz  für  das  Planmoment 
zweiter  Ordnung.  Dreht  man  das  Koordinatensystem 
z.  B.  um  die  ^Achse,  und  zwar  um  den  Winkel  p^,  so  wird, 
wie  in  §  6 

§  =  ÄCOsy-]-y siny,  ij  =  ycosy  —  arsiny,  ^  =  z^ 
also  §'  =  Ä*  cos'y  -(-  y*  sin*y  '\'Xymi2Y^ 

jj2  ___  y«  ßQg«  y  +  «*  sin*  y  —  «y  sin  2  y , 
^«  =  z\ 
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Man  erhält  demnach  als  Trägheitsmoment  für  das  neue 
Koordinatensystem 

r^g  =  cosv  2Jx^  +  sinv  ^y*  +  8Mi  ^  y  IJ^y  y 

Jgj  =  cos*y  ^y'  +  sin^y  JJa^  —  sin  2  y  ^a-y , 

oder 

I  ?;e  =  eosVr.  +  8inVr„  +  sin2y2'^y 

8)  1  Tg j  =  cos«  Y  T^  +  sin«  y  T  ,  -  sin  2  yj^xy 

Entsprechend  ist  es  mit  der  Drehung  des  Koordinaten- 
systems um  die  beiden  anderen  Achsen. 

Der  in  8)  liegende  Satz  soll  heifsen  der  Drehnngs- 
satz  fttr  Planmomente  zweiter  Ordnung.  Er  ist  für 
die  Statik,  Dynamik  und  Stereometrie  von  Wichtigkeit. 

Der  Ausdruck  ^-a^y  werde  vorläufig  als  das  Centri- 
fugalmoment*)  (oder  Deyiationsmoment)  C^y  in  Bezug  auf 
die  X-  und  Y-Achse  bezeichnet. 

Kennt  man  die  Trägheitsmomente  Tyg=^x* 

und  Tgx=2Jy^  ^^^  ^*8  Centrifugalmoment  Casy,  so 
kennt  man  auch  die  Trägheitsmomente  in  Be- 
zug auf  das  durch  Drehung  um  die  Z-Achse 
entstehende  Koordinatensystem.    (Vergl.  8.) 

§16)  Axialmomente  zweiter  Ordnung.  Denkt 
man  sich  von  jedem  Punkte  des  Punktsystems 
auf  eine  beliebige  Achse  Lote  r  gefällt,  so 
bezeichnet  man  den  Ausdruck 

9)  Ta=r\^rl^..^-fi  =  2.^^ 

als  das  axiale  Trägheitsmoment  des  Punkt- 
systems oder  als  das  Axialmoment  zweiter  Ord- 
nung in  Bezug  auf  diese  Achse. 


*)  Der  Gnmd  für  diese  Benennungen  wird  später  angegeben. 
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Handelt  es  sich  z.  B.  am  die  X-Achse  des  Koordinaten- 
systems, wobei  r'  =  y*-|-z*  ist,  so  ist 

—  •'■MX  ^r    *v* 

Jedes  Axialmoment  zweiter  Ordnung  ist 
also  gleich  der  Summe  von  zwei  Planmomenten, 
deren  anf  einander  senkrechte  Ebenen  sich  in 
jener  Achse  schneiden.  Durch  Drehung  des 
Punktsystems  um  die  Achse  wird  dieses  Träg- 
heitsmoment nicht  geändert  (Dies  läfst  sich  auch 
mittels  der  Addition  der  beiden  ersten  Gleichungen  8)  leicht 
nachweisen.) 

Dieser  Satz  soll  als  der  Additionssatz  für  Plan- 
momente zweiter  Ordnung  bezeichnet  werden« 

§  17)  Man  denke  sich  das  Axialmoment  fttr  den  Fall  ge- 
bildet, dafs  der  Anfang  des  Koordinatensystems  der  Schwer- 
punkt ist.    Verschiebt  man  dann  die  X-Achse  parallel  zu 

sich  selbst  um  g  =  V  e^  -|-  e^,  so  wird  das  neue  Axialmoment 

oder 

11)  Ta=n-{-ne\ 

Der  Verschiebungssatz  lautet  also  hier  ebenso, 
wie  bei  den  Planmomenten.  Der  Beweis  wird  ebenso  ge- 
ftthrt,  wie  bei  der  Verschiebung  der  Planmomente. 

§  18)  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  in 
beliebiger  Richtung  durch  den  Koordinatenanfang 
gehenden  Achse.  Die  Achse  OA  bilde  mit  den  positiven 
Richtungen  der  Koordinatenachsen  X,  Y,  Z  die  Winkel  a,  /?,  y. 
Von  einem  beliebigen  Raumpunkte  ^,  y,  z  aus  fälle  man  auf 

sie  ein  Lot  PQ  =  r^.    Der  Radius  0P=ß  =  V.r2+yJ-f  2^ 

bilde  mit  den  Koordinatenachsen  die  Winkel  a^,  ß^,  y^ ,  dann 
bildet  er  mit  der  neuen  Achse  einen  Winkel  ^,  der  sich  nach 
Band  11  §  32  bestimmt  aus 

co8§  :=  cosa  cosa^  -f-  cos/J  eosß^  -j"  ^^^y  cosy^. 
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Demnach  ist  r?=  OP«— 0(2«  =  (a?J+yJ  +  eJ)  — (ßco8§)* 
=  («J+yJ+;^i)— (g  eosaj  cofla-f-^  cos/?^  cos/? + q  cosy^  cosy)*, 
oder,  da  q  cosa^  =  ä^,  ^  cos/?,  =yi,  ^  cosy^  =  z^  ist, 

12)  rj  =  (j??  +  y?  +  «?)  —  (^1  cosa  +  y^  cos/?  +  -ff^  cosy)* 
=  a?«  (i  —  cos«a)  4-  yj  (i  —  cos  V)  +  «J  (i  —  cosV) 

—  2a^j/^  cosa  cos/?  —  2y^  Zj  cos/J  cosy  —  2zj^a^  cosy  cosa, 

oder 

rj  =  Ä*  sin*a  -f-  yj  sin*/?  -j-  arj  sin'y 

—  ^Ä^y^  cosa  cosj?  —  ^yi^i  cos/?  cosy  —  ^^i^i  cosy  cosa. 

Bildet  man  diesen  Ansdrack  für  alle  Massenpnnkte  des 
Punktsystems,  so  wird 

13)  j;r^  =  sin^a  J^x^  +  sin  •/?  J>«  +  sin  V  JJz^ 

—  2  cosa  eoBß^xy  —  2  cos/?  eosy^i/z  —  2  cosy  QOBa^zx. 
Das  neue  Trägheitsmoment  ist  also  damit  bestimmt. 

Eine  andere  Formel  erhält  man  ans  12),  wenn  man  die 
erste  Klammer  mit  (cos*a -|- cos*/? -|- cos*y)  multipliziert, 
wodurch  nichts  geändert  wird,  da  dieser  Faktor  gleich  i  ist 
Dann  wird  nach  Weghebung  der  gleichen  Posten: 

rj  =  cos*a  (y*  +  z^  +  cos«/?  (zj  +  ^)  +  cos  «y  (^J  +  yj) 
—  2  x^y^  cosa  cos/? —  2y^z^  cos/?  cosy  —  2  z^x^  cosy  cosa. 

Ffir  alle  Massenpunkte  der  Punktschar  erhält  man 

u)  j7^« = 

cos*  a^Üy^  +  0*)  +  cos*  ß^^iz^  +  ^*)  +  cos*  y^'C^*  +  y*) 

—  2  cosa  cos/?  ^«y  — 2  cos/?  cosy  ^yz  —  2  cosy  cosa  ^zx 
oder 

15)  Ta  =  cos*a  r,  +  cos*/?  Ty  +  cos*y  r, 

—  2  cosa  cos/?  Cfl.y  —  2  cos/?  cosy  Cy^i  —  2  cosy  cosa  C,«. 

Kennt  man  also  die  Trägheitsmomente  und  die 
Gentrifugalmomente  eines  Punktsystems  in  Bezug 
auf  die  Hauptachsen,  so  kann  man  das  Trägheits- 
moment   auf  jede     durch    den    Koordinatenanfang 
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gehende  Achse  leicht  berechnen;  mit  Hilfe  des  Ver- 
schiebangssatzes  also  für  jede  beliebige  Ebene. 

Diesen  Satz  kann  man  als  den  Drehungssatz  fttr 
Axialmomente  bezeichnen.  Er  kommt  am  Schlüsse  des 
Abschnittes  noch  einmal  zur  Sprache.  Vorgeschrittene  Leser 
können  schon  an  dieser  Stelle  das  dort  bebandelte  Poinsotsche 
Centralellipsoid  ableiten. 

§  19)  Der  mittlere  Trägheitsradius  für  Axial- 
momente zweiter  Ordnung  ist  in  entsprechendem  Sinne, 
wie  vorher, 

16)  »•«  =  /y . 

für  Linien,  Flächen,  Körper  also  bezw. 


l 

§  20)  Schwingungspunkt  P  eines  homogenen 
Punktsystems  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Achse. 
Man  denke  sich  vom  Schwerpunkt  S  auf  die  gewählte  Achse 
das  Lot  SA  =  e  gefällt.  Dann  bezeichnet  man  A  als 
Aufhängepunkt,  AS  als  Schwerlinie.  Auf  dieser  be- 
stimme man  einen  Punkt  P  so,  dafs 

14)  AP  =  l„  =  ^ 

ist.  Hier  soll  T«  das  Trägheitsmoment  des  Punktsystems  in 
Bezug  auf  die  Achse  sein,  M  das  statische  Moment  der  ia 
S  vereinigt  gedachten  Masse  in  Bezug  auf  die  Achse,  also 
M  =  nej  was  identisch  ist  mit  dem  statischen  Momente  des 
Punktsystems  in  Bezug  auf  die  durch  A  gelegte  Normal- 
ebene zu  der  Schwerlinie  S  A.  Den  so  bestimmten  Punkt  P 
bezeichnet  man  als  den  Schwingungspunkt  des  Systems 
in  Bezug  auf  die  Achse,  la  als  die  entsprechende 
reduzierte  Pendellänge.  Ist  T  das  Trägheitsmoment  in 
Bezug  auf  die  parallel  durch  den  Schwerpunkt  gelegte 
Achse,  so  hat  man  auch  die  Gleichung 

15)  l,  =  T±^. 

ne 
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(Dafs   es   sich  um  die  reduzierte  Fendellänge  handelt, 
wird  in  der  Mechanik  elementar  gezeigt.) 

§   21)     Yertanschnng    von    Schwingungs-    und 
Anfhängepnnkt  (Reversionspendel). 

Vertauscht  man  A  und  P,  so  wird  jetzt  die  reduzierte 
Pendellänge 


£  = 


n"«"  ne' 


ne  e 

oder 

ifi\  1*  T-{-ne^  j 

16)  /;  = ! =  —  Z^. 

ne 

Vertauscht  man  also  Aufhänge-  und  Schwin- 
gungspunkt, so  bleibt  die  reduzierte  Pendel- 
länge dieselbe. 

Die  Wichtigkeit  dieses  Satzes  für  die  Pendellehre  der 
Mechanik  und  die  Lehre  vom  freien  Stofse  ist  bekannt. 
Besonders  für  ebene  Punktsysteme,  deren  Ebene  durch  die 
Schwingungsachse  geht  oder  senkrecht  auf  dieser  steht,  er- 
geben sich  einfache  Übungsbeispiele. 

§  22)  Das  Polarmoment  zweiter  Ordnung 
eines  Punktsystems  in  Bezug  auf  einen  be- 
liebigen Pol.  Sind  die  q  die  Abstände  vom  Pol,  so 
handelt  es  sich  um 

17)  r,  =  ^?  +  pI  +  ...  +  ?n  =  j;?*. 

Ist  der  Pol  zugleich  Anfangspunkt  der  Koordinaten,   so  ist 

18)  r,  =  2'(^' +y*  +  ^')  =  Ty  +  ^-  +  ^-v 
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Folglich  gilt  der  Satz: 

Das  Polarmoment  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf 
einen  Punkt  ist  gleich  der  Summe  dreier  Plan- 
momente zweiter  Ordnung,  deren  Bezugsebenen 
durch  den  Punkt  gehen  und  zu  einander  normal 
sind,  oder  auch  gleich  der  halben  Summe  dreier 
Axialmomente  zweiter  Ordnung,  deren  Achsen  durch 
den  Punkt  gehen  und  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Liegt  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  im  Schwer- 
punkte und  verschiebt  man  ihn  um  6  :=  V^«f  -f-  4  -h  ^ }  ^ 
erhält  man  in  derselben  Weise,  wie  oben 

19)  r;=rp  +  ne«. 

Fttr  den  Schwerpunkt  hat  man  also  das  kleinste 
der  Polarmomente  zweiter  Ordnung. 

§  23)  Der  Badius  mittleren  Abstandsquadrates  in 
Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  bestimmt  sich  als 

20)  ^  _i/5r. 


-=r 


n 
fttr  Linien,  Flächen  und  Körper,  also  bezw.  durch 


V 


Fttr  den  Fall  des  ebenen  Punktsystems  f  tthre  der  Leser 
selbst  die  Betrachtungen  aus,  die  oben  hinsichtlich  des 
Schwerpunktes  und  der  statischen  Momente  ausgeführt 
wurden. 

§  24)  Um  solche  Untersuchungen  soll  es  sich  im 
laufenden  Abschnitte  besonders  handeln.  Jedoch  sollen  auch 
Momente  dritter  und  höherer  Ordnung  als  Plan- 
momente, Axialmomente  und  Polarmomente  eingeführt 
werden,  und  zwar  soll  bei  der  p***  Ordnung  die  Zahl  p 
einen  beliebigen  reellen  Wert  annehmen  können,  so  dafs  es 
sich  auch  um  negative,  um  gebrochene,  um  irrationale 
Ordnungen  handeln  kann.  Auch  die  entsprechenden  Centri- 
fiigalmomente  sind  näher  zu  untersuchen. 

Die  Bedeutung  der  Resultate  liegt,  wie  schon  angedeutet, 
in    der    Mechanik,    wie   schon   der   Schwerpunkt,    die 


Die  Momente  2.  Ordnnng  fOr  homogene  Punktsysteme.        17 

Btatischen  Momente,  die  Punkte  mittlerer  Ge- 
schwindigkeit und  mittlerer  Oröfse  der  Gentrifugal- 
kraft  zeigten,  ebenso  die  Gentrifugalmomente  und  die 
Trägheitsmomente.      Mit    diesen    hängt    zusammen    die 

kinetische  Energie  J?=m  — -}-  T—  bewegter  Massen, 

die  Beschleunigung  der  Drehung  und  Fortbewegung 
Yon  Massen,  die  unter  Achsenlagerung  von  schiefen  Ebenen 
lierabrollen  oder  mit  Hilfe  der  Abwickelung  von  einem 
Faden  sich  senken  oder  durch  irgend  welche  Triebkraft  auf 
der  Ebene  rollend  vorwärts  getrieben  werden.  Insbesondere 
sei  auch  der  Theorie  des  Schwungrades  in  Verbindung 
mit   der   Eurbelbewegung   gedacht      Sodann    geht    die 


=./r 


Schwingungsformel  t  =  7C  y  —  des  mathematischen 

1    9 

•\r~T~  T 

Pendels  tlber  in  t=^7t  ]/  — ^,  weil  1^  =  ^  die  reduzierte 

^    gm  M 

Pendellänge  war.  Schon  oben  war  der  Theorie  des  Re- 
yersionspendels  gedacht.  Damit  hängt  zusammen  die 
Theorie  des  ezcentrischen  Stofses  und  der  freien 
Drehungsachse  des  gestofsenen  Körpers  im  Anfange  der 
Bewegung,  die  Lehre  vom  ballistischen  Pendel  und  der 
schwingenden  Hammerwerke,  die  Lehre  vom  Stofs- 
mittelpunkte  u.  s.  w. 

Die  Lehre  von  den  Schwerpunkten  und  Trägheits- 
momenten ebener  Flächen  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Theorie 
der  Biegungsfestigkeit,  der  Strebfestigkeit  und  der 
Drehungsfestigkeit  entsprechender  Querschnitte  und  end- 
lich auch  für  die  Lehre  vom  seitUcheq  Wasserdruck. 

Bisweilen  werden  diese  Lehren  als  barjcentrische 
Methoden  bezeichnet.  Dieser  Name  ist  aber  zu  eng,  und 
deshalb  ist  es  besser,  von  einer  Lehre  von  den  Massen - 
momenten  oder  überhaupt  von  einer  Geometrie  der 
Massen  zu  reden.  Denn  auch  die  Lehre  vom  Newton- 
schen  Potential,  vom  logarithmischen  Potential,  von 
der  Gravitation,  vom  Magnetismus  und  der  statischen 
Elektrizität,  die  Lehre  von  den  stationären  Strö- 
mungen der  Wärme,  der  Elektrizität,  der  Fltlssig- 
keiten  finden  hier  ihre  Förderung,  wie  noch  andere  Lehren 
der  mathematischen  Physik. 

HolsmftUer,  Stereometrie  IV.  2 
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Wie  aber  schon  die  Gnldinschen  Regeln,  die  Betrach- 
traohtnngen  ttber  abgeschrägte  Körper,  die  Untersachnngen 
ttber  Drehnngsgebilde  nnd  Schraubenfläohen  zeigten,  hat  aach 
die  Stereometrie  von  den  angedenteten  Betrachtungen 
weiteren  Ausbau  zu  erwarten.  In  erster  Linie  wird  es  sich 
dabei  um  die  Inhalte  von  Säulen  und  ihrer  Mantelflächen 
handeln,  die  bei  beliebiger  Grundfläche  durch  para- 
bolische Cylinder  von  beliebig  hoher  Ordnung  oder 
durch  Drehungsparaboloide  von  beliebig  hoher 
Ordnung  oder  durch  Flächen  abgeschnitten  werden, 
die  durch  Affinität  mit  den  letzteren  zusammen- 
hängen. Auch  Flächenbetrachtungen  sonstiger  Art  und 
Rektifikationen  von  Kurven  kommen  dabei  zur  Geltung. 

Mit  solchen  elementaren  Untersuchungen  beschäftigt  sich 
schon  die  Ingenieurmathematik  des  Verfassers  in  mehr  tech- 
nischer Hinsicht  Auch  hier  sollen  technische  Beispiele  heran- 
gezogen werden,  besonders  aber  wird  die  stereometrische 
Ausbeutung  hervorgehoben  werden.  Diese  Bemerkungen 
mögen  über  die  Absichten  des  vorliegenden  Abschnitts  auf- 
klären.   Geschichtliches  soll  später  mitgeteilt  werden. 

y)  Ausdehnung  der  Sohiohtenformel  und  der  Simpsonsohen 
Regel  auf  Körper,  deren  Quersohnittsformel  vom  dritten 
Grade  ist,  mit  Hilfe  der  Momenten-  und  Sohwerpunktslelire. 

§  25)  Um  die  Simpsonsche  Regel,  die  für  eine  grolse 
Reihe  von  Körpern  schon  im  zweiten  Bande  in  der  Form 

als  richtig  nachgewiesen  war,  bei  den  nachfolgenden  Übungen 
benutzen  können,  soll  sie  hier  von  einem  anderen  Gesichts- 
punkte aus  betrachtet  werden  und  dabei  zu  weitergehender 
Geltung  gelangen. 

Figur  2  stelle  einen  Rechteckskörper  AB  CD  vor, 
dessen  Tiefe  =  i  sei,  so  dafs  sein  Inhalt  J=a.h.  i  =ah 
ist.  Man  berechne  das  statische  Moment  der  Querschnitts- 
fläche EF  in  Bezug  auf  die  Grundfläche.    Es  ist 

M=a.i,f/  =  aj/, 
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wo  y  die  Höhe  AE  bedeutet.    Man  denke  sich  unter  Zn- 
gnmdelegang  der  Längeneinheit  eine  Gerade  von  der  Länge 


D 


a 


l^z=xay  gezeiehnet  und 
nach  Art  der  Methode 
Ton  Cavalieri  in  der- 
selben Hohe  an  eine 
Gerade  -4. 1?,  (z.  B. 
an  eine  Senkrechte) 
angetragen.  Dies  ge- 
schehe an  jeder  SteUe. 
Dadurch  entsteht  ein 

Dreieckskörper 
Aj^  Cj  2?j  von  der  Tiefe 

i  und  vom  Inhalt  Jj  =  {ah,  1)—  =  —— 


— ^ 


ah 


Flg.  2. 

.    Dieser  veranschau- 


licht das  statische  Moment  des  ersten  Körpers  in  Bezug  auf 
die  Grundfläche.    Sein  Inhalt  hätte  sich  auch  mit  Hilfe  des 

Schwerpunktes  &  als  (aA.  i)-— ergeben. 


§  26)  Jetzt  bilde  man  für  jeden  Querschnitt  E^  F.  des 
neuen  Körpers  das  statische  Moment  in  Bezug  auf  die 
Grundfläche.  Man 
findet  E^F^.y  = 
{ay)y  =  ay\  Fttr 
jedes  y  denke  man 
sich  eine  Gerade 
von  der  Länge 
l=ay^  konstruiert 
und  in  derselben 
Höhe  an  die  Ge- 
rade A^  2>g  an- 
gesetzt Macht 
man  dies  ttberall, 
so  entsteht  ein  parabolisch  begrenzter  Gylinder  von  der 
Tiefe  i  und  von  einem  Inhalte,  der  nach  Band  H  Seite  311 
der  dritte  Teil  des  zugehörigen  Rechteckskörpers  A^B^C^D^ 
ist,  so  dafs 


rif .  8. 


J^=-j{ah\l)h 


ah^ 


2* 
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ist.    Dieser  Körper  stellt  zugleich  das  statische  Moment  des 

Dreieckskörpers  in  Bezog  anf  die  Grandfläche   dar.    Man 

hätte  daher  den  Inhalt  auch  mit  Hilfe  des  Schwerpunktes 

S^   und  seine  Höhe  S^G^   finden  können.    Die  letztere  ist 

2 
nämlich  —  A,  das  statische  Moment  in  Bezug  auf  die  Grund- 

fläche  also  (y*)(«^-0  =  ^- 

[Damit  ist  zugleich  das  Trägheitsmoment  des 
ersten  Rechteckskörpers  in  Bezug  auf  die  Grund- 
fläche gefunden,  denn  jedes  seiner  Baumelemente  ist  mit 
y^  multipliziert  worden.    Sieht  man  dabei  von  der  Tiefe  1 

des  Körpers  ab,  so  hat  man  in  ^  zugleich  das  axiale 

Trägheitsmoment  des  Rechtecks  in  Bezug  auf 
seine  Grundlinie  gefunden.  Verlegt  man  die  horizontale 
Achse  nach  dem  Schwerpunkte  hin,    so   wird  das  Moment 

nach  dem  Verschiebungssatze  um  n(  —  )    verkleinert,  wo  n 

die  Summe  der  Punkte  angiebt.  Da  aber  beim  Rechteck 
alle  Punkte  (Flächenelemente)  den  Flächeninhalt  darstellen, 
so   handelt   es   sich   um   eine  Verkleinerung  vom  Betrage 

^**  VT  •    X     ^**  <**'  «**       T^«  1 

Nun  ist  — r --  =  --r-.  Dieses  also 


(.»,(A)  = 
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ist  das  Trägheitsmoment  des  Rechtecks  ABCD 
in  Bezug  auf  seine  horizontale  Schwerpunkts- 
achse.] 

§  27)  In  Figur  4  ist  für  jeden  Querschnitt  E^F^  oder 
at/*  des  parabolischen  Gylinders  das  statische  Moment  in  Bezug 
auf  die  Grundfläche  gleich  (ay^y  =  ay^.  Denkt  man  sich 
in  den  entsprechenden  Höhen  die  zugehörigen  Geraden  von 
der  Länge  ay^  an  A^D^  angetragen,  so  entsteht  bei  der 
angenommenen  Tiefe  i  ein  Körper,  der  von  einer  Kurve 
begrenzt  wird,  die  als  Parabel  dritter  Ordnung  bezeichnet 
werden  soll  und  der  das  statische  Moment  des  parabolischen 
Körpers  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Grundfläche 
darstellt.  Nach  Band  I  liegt  aber  der  Schwerpunkt  des 
letzteren  in  gleicher  Höhe  mit  dem  der  dort  gezeichneten 
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F^amide,  d.  h.  in  der  Höhe  —  A.    Folglich  ist  das  statische 


Moment  gleich  ("t^/VT"/^^ 


aA* 


Der    Inhalt    des 


znletzt  gezeichneten  Körpers  ist  also  der  vierte 
Teil  von  dem  des  zugehörigen  Bechteckskörpers. 
Darin  liegt  der  erste  Fortschritt  gegen  die  früheren  Unter- 
sachnngen. 


Flg.  4. 

§  28)  [Damit  ist  zugleich  das  Trägheitsmoment 
des  Dreieckskörpers  A^B^C^  in  Bezug  auf  die  Grund- 
fläche gefunden,  denn  jedes  seiner  Baumelemente  ist  mit  y^ 
multipliziert  worden.  Sieht  man  von  der  Tiefe  i  ab,  so  hat 

man  in  —^  das  axiale  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  in 

Bezug  auf  die  gezeichnete  Grundachse.    Will  man  es  für 
die  horizontale   Schwerpunktsachse  haben,   so  hat  man  zu 


verkleinern  um 


/2Ay 


wo  n  die  Summe  der  Punkte  be- 

aA» 


deutet.  Diese  entspricht  aber  beim  Dreieck  der  Fläche 

aA«/2A-  « 


die  Verkleinerung  hat  also  den  Betrag 


Nun  ist 


(t) 


2  ' 
2ah^ 


aA*        2aA*       aA* 
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Bezeichnet  man  aber  die  Grundlinie  ah  des  Dreiecks, 
wie   es   in  der  Begel   geschieht,  mit  6,  so  ist  das  Trag- 
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heitsmoment  des  Dreiecks  in  Bezog  aaf  die  düreh 
den  Schwerpankt  gelegte  Parallele  zur  Grundlinie 
durch 

36 

gegeben. 

Zugleich  ist  das  Moment  dritter  Ordnung  des 
Becbteckskörpers  AB  CD  in  Bezug  auf  die  Grundfl&che 
gefunden,  und  so  erkennt  man,  dats  man  mit  Momenten 
höherer  Ordnung  fortfahren  kann,  so  weit  man  will.  Dies 
soll  aber  erst  später  geschehen,  wo  gewisse  Reihen  in  die 
Betrachtung  eintreten.] 

§  29)  Da  die  behandelten  Momente  nur  abhängig  sind 
von  der  Entfernung  der  obersten  Grenzfläche  von  der  Grund- 
fläche, so  bleiben  sie  ungeändert  bei  beliebigen  Ver- 
schiebungen und  Drehungen  in  den  entsprechenden 
Parallelebenen  zur  Grundfläche.  Man  kann  also 
zunächst  jeden  Querschnitt  beliebig  in  seiner 
Horizontalebene  verschieben  und  drehen.  Zweitens 
kann  man  ihn  zu  einer  beliebigen  ebenen  Fläche 
desselben  Inhalts  umgestalten,  ohne  dafs  die  be- 
handelten Momente  sich  ändern.  Der  Rechteckskörper 
kann  also  z.  B.  umgestaltet  werden  in  ein  schräges  Parallel- 
flach desselben  Querschnitts,  oder  in  ein  beliebiges  n-seitiges 
Prisma  desselben  horizontalen  Querschnitts,  oder  in  einen 
senkrechten  oder  schrägen  Gylinder,  wobei  die  Grundfläche 
ein  Kreis,  eine  Ellipse  u.  s.  w.  sein  kann,  wenn  nur  der 
Flächeninhalt  des  Horizontalschnittes  derselbe  bleibt  Die 
Gestalt  der  Querschnitte  darf  sich  sogar  von  unten  nach 
oben  kontinuierlich  oder  diskontinuierlich  ändern,  dabei  darf 
sich  jeder. beliebig  in  seiner  Ebene  drehen.  (Vergl.  Figur  120 
des  ersten  Bandes.)  Alle  diese  Körper  sollen,  weil  der  Quer- 
schnitt die  konstante  Fläche  g  =  a  oder  q=zay^  hat,  als 
Körper  von  der  Ordnung  Null  bezeichnet  werden. 

Entsprechendes  gilt  vom  Querschnitt  des  Dreieckskörpers, 
der  von  der  Form  3  =  ay  ist.  Die  hierher  gehörigen 
Körper  sollen  als  Körper  von  der  Ordnung  1  bezeiclmet 
werden. 

Entsprechend  fuhrt  der  parabolisch  bewegte  Körper  mit 
dem  Querschnitt  q  =  ay*  zu  Körpern  von  der  Ordnung  2, 
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Dnd  der  von  der  kubischen  Parabel  begrenzte  zn  Körpern 
von  der  Ordnung  3. 

§  30)  Denkt  man  sich  jetzt  die  am  einfachsten  ge- 
stalteten Körper  (von  der  Tiefe  i)  dieser  vier  Ordnungen 
zu  einem  zusammengelegt,  so  erhält  man  nach  Obigem 
folgendes. 


dh^ 


Ist  der  Querschnitt  in  jeder  Höhe  y  von  der 
Form  j  =  a-j-6y-j-(jy*-j-dy*,  so  ist  der  Inhalt  durch 
folgenden  Ausdruck  gegeben: 


1) 


J=aA+6  — +  c  — H — 


Denkt  man  sich  nur  die  drei  ersten  Körper  zu- 
sammengelegi,  ist  also  der  Querschnitt  von  der 
Form  q  =  a-\-by-\-cy\  so  ist  das  statische  Moment 
in  Bezug  auf  die  Grundfläche  von  der  Form 


2) 


Jf  = 


aA«    ,    JA«    ,    cA* 


2 


Denkt  man  sich  nur  die  beiden  ersten  Körper 
zusammengesetzt,  ist  also  der  Querschnitt  von  der 
Form  q  =  a-\-by,  so  ist  das  Trägheitsmoment  in 
Bezug  auf  die  Grundfläche  von  der  Form 


3) 


rr      ah«  ,   JA* 

■*  =—r-r—r- 
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Fflr  den  ersten  Körper  allein  ist  das  Planmoment 
dritter  Ordnung  von  der  Form 

Da  diese  Formeln  gewissermaben  durch  Berechnung^ 
unendlich  dtinner  Horizontalschichten  und  ihre  Summierungp 
entstanden  sind,  werden  sie  yieüach  als  Summenformeln 
bezeichnet,  zweckmäfriger  aber  dürfte,  besonders  fflr  die 
Verallgemeinerungen,  der  Name  Schichtenformel  sein, 
die  Methode  der  Berechnung  kann  man  als  die  Methode 
der  unendlich  dflnnen  Schichten  bezeichnen.  Wichtig^ 
ist  die  Bemerkung,  dafs  die  untersuchten  Momente 
bei  allen  Cayalierischen  Umgestaltungen  der  be- 
sprochenen Art  invariant  sind. 

§  31)  Hierher  gehörige  Körper  sind  die  Prismen 
und  Cylinder,  die  Kegel  und  Kegelstumpfe,  die 
Pyramiden  und  Pyramidenstumpfe,  die  sämtlichen 
Prismatoide  und  was  nach  Band  H  mit  ihnen  zusammen- 
hängt, also  Kugel,  Kugelschicht,  Kugelkalotte, 
Ellipsoid,  Ellipsoidschicht,  Ellipsoidkalotte,  Schicht 
des  einfachen  Hyperboloids,  Schicht  und  Kalotte 
des  zweifachen  Hyperboloids,  Schicht  und  Kalotte 
des  Paraboloids,  Schicht  des  vom  hyperbolischen 
Paraboloid  begrenzten  Halbtetraeders,  und  zwar  sind 
bei  den  genannten  von  Flächen  zweiten  Grades  begrenzten 
Körpern  nicht  nur  die  Drehungskörper,  sondern  auch  die 
allgemeinsten  Körper  dieser  Art  gemeint,  also  die 
dreiachsigen. 

Dafs  diese  sämtlich  hierher  gehören,  wird  sich  auch  im 
nächsten  Abschnitt  zeigen,  in  dem  die  Simpsonsche  Regel 
nur  als  eine  andere  Schreibweise  der  Schichtenformel  1) 
auftreten  wird.  Ihre  Geltung  für  die  genannten  Körper  war 
aber  schon  in  Band  H  nachgewiesen.  Femer  gehören  hier- 
her sämtliche  Körper  des  Heinzeschen  Systems  (vergl. 
Band  H),  denen  sich  aber  noch  beliebig  viele  andere 
Gestalten  beifflgen  lassen,  die  von  Heinze  ttber- 
sehen  sind. 

Man  denke  sich  z.  B.  einen  Körper,  dessen  Querschnitte 
inhaltsgleiche   Rechtecke   sind,   derart  z.  B.,   dab    die   der 
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2-Adise  parallelen  Seiten  durch  die  Gleichung  x  =  k]/^j 
die  der  ^Achse  parallelen  durch  die  Gleichung  z  =  k^i/-'J^ 
bestimmt  sind,  so  dafs  der  Querschnitt  q  =  kk^f/Pt/^p=kk^ 
ist,  dann  hat  man  einen  Körper  von  der  Ordnung  Kuli. 
Die  Mittellinie  der  Becktecke  kann  dabei  eine  Gerade  sein. 

Sind  die  einen  Bechtecksseiten  durch  a  =  kyP-^\  die 
anderen  durch  z  =  k^y^9  bestimmt,  so  hat  man  die  Quer- 
Bchnittsformel 

also  einen  Körper  yon  der  Ordnung  1.    Ebenso  ist  es  mit 

q  =  kyv^ 2  .  \y-i^  =  kk^y^, 
q  =  jfeyP  +  »  .  k^y-3?  ==  kk^y^. 

Alle  diese  Formen  gehören  den  hier  behandelten  Körpern 
an.  Statt  der  Bechtecksflächen  kann  man  aber  z.  B.  auch 
die  den  Bechtecken  einbeschriebenen  Hauptellipsen  nehmen, 
auch  kann  man  statt  der  Bechtecke  schiefwinklige  Parallelo- 
gramme nehmen  u.  s.  w.  Da  hier  p  wegfällt,  kann  es 
jeden  beliebigen  reellen  Wert  annehmen.  Darin  liegt 
eine  ganz  aufserordentliche  Erweiterung  des  Geltungsbereichs. 

§  32)  Femer  gehören  hierher  zahlreiche  Drehungs- 
körper.   Fttr  die  vom  Profile 

^  =  V«  +  *y  +  cy*  +  ^* 

ist  der  Querschnitt 

q  =  nx^  =  TT  (a  -{-  fty  +  cy*  -j-  dy^), 

8 

Den  Profilen  «  =  i  Yy  (Parabel),  y  =  *  Vy^  =  ky'^  (semi- 
kubische Parabel),  ä  =  a  Vy-^-  h  V^y*,  entsprechen  der  Beihe 
nach  die  Querschnitte 

q  =  nk^y^  q  =  nk^y^^  q  =  n  [ay  +  2aby^  -j-  b^y% 

die  ebenfaUs  hierher  gehören. 

§  33)  Sonstige  abgeleitete  Körper.  Prismen  und 
Drehungskörper  lassen  sich,  wie  schon  gesagt,  durch 
Cavalierische  Verschiebung  und  Drehung  beliebig  umwandeln, 
ohne  aus  dem  obigen  Bereiche  herauszutreten.  Dies  kann 
ganz  willkürlich,   aber  auch   gesetzmäfsig  geschehen. 
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Man  kann  z.  B.  die  geradlinige  Mittellinie  in  eine  Scbraaben- 
linie  yerwandeln  und  dabei  zugleich  einen  von  Sohranben- 
iSächen  begrenzten  Körper  erhalten.  Die  Mittellinie  des 
senkrechten  Kreiskegels  oder  der  Pyramide  kann  man  in 
eine  Engelloxodrome  yerwandeln  nnd  so  loxodromisehe  Ge- 
winde erhalten.  Die  Mittellinie  des  Drehiingshyperboloids 
kann  man  in  eine  Schranbenlinie,  in  eine  hyperboloidische 
Loxodrome  u.  s.  w.  verwandehi.  Enrz,  jeder  Drehungskörper 
kann  in  mannigfacher  Weise  umgewandelt  werden,  ebenso 
die  durch  die  Qaerschnittsgleichnngen 

q  =  kt/9 .  k^y^9  =  Jck^  ,  q  =  ky^-^ i ,  i^y- p  =  k\y , 

q  =  iyP+«  .  k^y-P  =  kk^y%     q  =  *j^+  » .  k^y-P  =  kk^y* 

charakterisierenden  EOrper  rechtwinkfigen  Querschnittes  und 
die  ihnen  verwandten. 

Die  Zahl  der  so  zu  behandelnden  Eörperformen  ist 
also  als  unendlich  grofs  zu  betrachten.  Für  alle  läfst 
sich  der  Inhalt,  fttr  die  im  Querschnitte  bis  zum 
zweiten  Grade  reichenden  das  statische  Moment  in 
Bezug  auf  die  Grundfläche,  fttr  die  im  Querschnitt 
bis  zum  ersten  Grade  reichenden  auch  das  Träg- 
heitsmoment fttr  die  Grundfläche  berechnen.  Aus 
dem  statischen  Momente  und  dem  Inhalte  ergiebt  sich 

M 

die  Schwerpunktshöhe  durch  die  Gleichung  hg  =  —=- 

aus  dem  Trägheitsmomente  und  dem  Inhalte  die 
Höhe  des  Trägheitsmittelpunktes  oder  der  Träg- 
heitsabstand durch  die  Formel  y^=  y  —j-  , 

Auch  die  letztgenannten  Formeln  sind  invariant  fttr 
die  betreffenden  Umgestaltungen. 

§  34)  Der  Zusammenhang  mit  der  Simpson- 
schen  Regel  liegt  nun  fttr  die  Inhaltsformeln  in 
folgendem: 

1)  Fttr  Querschnitte  (vom  Grade  Null)  q  =  a  giebt  die 
Simpsonsche  Regel 

A(i74.0  +  4Jf)=A(a  +  a  +  4a)  =  ah 
den  richtigen  Inhalt. 
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2)  Dasselbe  gut  fOr  Qnersehnitte  (vom  Orade  l)q  =  by. 
Die  Begel  führt  nämlioh  auf 

denn  dies  ist  ebenso  der  richtige  Inhalt 

3)  Dasselbe  gilt  vom  Querschnitte  (vom  Grade  2) 
q  =  cy^j  denn  es  wird 

4)  Dasselbe  vom  Querschnitte  (vom  Grade  3)  q  =  dy^j  da 

i.(£;+o+4if)=A[o+dÄ«+4d(Ay]=^. 

ebenÜEdls  der  richtige  Inhalt  ist 

5)  Legt  man  nun  diese  vier  Querschnitte  zusammen, 
ist  also 

j  =  a  +  6A  +  cA«  +  dÄ», 
so  giebt  nach  dem  Gavalierischen  Prinzip  auch  hier 

den  richtigen  Inhalt  Häufig  ist  aber  die  Schichtenformel  der 
Simpsonschen  vorzuziehen,  besonders  da,  wo  es  sich  bei  der 
Querschnittsformel  nur  um  ein  Glied  oder  um  zwei  Glieder, 
bei  der  Simpsonschen  Begel  aber  nur  um  alle  drei  Quei^ 
schnitte  handelt 

§  35)  Aber  auch  für  die  statischen  Moment- 
formeln ist  die  Simpsonsche  Segel  ftlr  Querschnitte 
bis  zum  zweiten  Grade  brauchbar.  Bezeichnet  man  also 
das  Moment  für  den  untersten,  obersten  und  mittleren 
Querschnitt  mit  M^^  Mq  und  M^^  so  giebt  dann 

das  richtige  statische  Moment  in  Bezug  auf  die 
Grundfläche. 
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Ist  endlich  der  Querschnitt  höchstens  vom  ersten  Grade, 
so  ist  auch 

das  richtige  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Grundfläche.  Die  Beweise  liegen  in  den  obigen 
Betrachtangen  und  brauchen  nicht  besonders  wiederholt  zu 
werden.  Auch  Schwerpunktshöhen  und  die  Höhen  der  Mittel- 
punkte der  Planmomente  höherer  Ordnung  können  so  be- 
stimmt werden. 

Es  sei  bemerkt,  dafs  es  gelungen  ist,  bis  zu  diesem 
Punkte  jede  Benutzung  unendlicher  Reihen  zu  vermeiden. 
Solche  soUen  erst  jetzt  herangezogen  werden,  um  eine 
wichtige  Veriallgemeinerung  zu  ermöglichen,  obwohl  die 
meisten  der  zu  besprechenden  Beispiele  nur  auf  die  bis- 
herigen Untersuchungen  begründet  werden  sollen. 

S)  Ausdehnung  der  Schiehtenformeln  auf  Parabeln 
pter  Ordnung  und  auf  die  entsprechenden  Körper  und 

ihre  Momente. 

§  36)  In  einigen  Lehrbüchern  der  Elementarmathematik 
wird  bewiesen,   dafs  f ttr  ganzes  positives  p  und  für  n  =  oo 

i^  +  2^  +  3^  +  ...  +  n^^      1 

ist  Andere  weisen  nach,  dafs  diese  Formel  auch  für  ge- 
brochene und  irrationale  p  gilt,  auch  für  negative  p>— i. 
(Die  Beweise  findet  man  z.  B.  in  Band  lU  des  methodischen 
Lehrbuchs  des  Verfassers  und  im  Teil  I  seiner  Ingenieur- 
mathematik. Auch  in  Schloemilchs  algebraischer  Analysis 
wird  die  Formel  elementar  bewiesen.) 

Ist  x  =  kf/p  eine  Parabel  p**'  Ordnung  (;>>>  —  i),  so 
läfst  sich  der  Inhalt  nach  obiger  Formel  leicht  berechnen. 
Teilt  man   die  Höhe   ^i>   (in  Figur  6)   in  n  gleiche  Teile 

— ,  so  haben  die  in  der  Figur  angedeuteten  Rechtecke  der 

Beihe  nach  den  Inhalt 

n        \^  /        ^V**/        ^     \  ^  /  ^     \  ^   / 
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die  Inhaltssumme  fttr  sämtliche  Rechtecke  ist  also 


Macht  man  n  unendlich  grofs,  so 
fallen  erstens  die  störenden  Treppen- 
räume weg  (jeder  ist  anendlich  klein 
zweiter  Ordnung,  die  Anzahl  nur  erster 
Ordnung),  zweitens  nimmt  der  Bruch 
den  in  1)  dargestellten  Wert  an.  Es 
wird  also  die  Fläche  ACD 


X-ÄÄ^ 


2) 


F  =  k 


FIf  .  6. 


d.  h.   die    Parabel   p**'  Ordnung    ^ 
schneidet  vom  Rechteck  ABCD 
den  (p  +  i)*«  Teil  ab. 

Das  statische  Moment  und  das  Trägheitsmoment 
in  Bezug  auf  die  Grundfläche,  die  Schwerpunkts- 
höhe und  der  Trägheitsabstand  werden  ebenso 


2 


8) 


4) 


5) 


6) 


M=h 


T=k 


Ä,= 


p  +  2' 


y* 


=  |/^ 


±1 

p-^3 


.9 


=*/ 


p-[-3 


Unsere  Betrachtung  soll  sich  nur  auf  den  ersten 
Quadranten  beziehen.  Die  übrigen  bieten  nichts  Neues 
und  ihre  Behandlung  kann  dem  Leser  überlassen  bleiben. 

§  37)  Daraus  folgt  im  Sinne  der  obigen  Betrachtungen 
folgender  für  ;>>  —  1  (bezw.  für  p  >  —  2  und  p  >  —  ^) 
auch  auf  beliebige  reelle  p  ausdehnbare  Satz : 
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Ist    der    Qnersehnitt   q   eines    Körpers    za   be- 
rechnen nach  der  Formel 

1)  j  =  a  +  6y  +  cy*  +  dy«  +  . . .  +  k^j 

so  ist  sein  Inhalt  bis  znr  Höhe  h  gegeben  durch 

2)  J=aA  +  — -  +  — — !-•••  + 


sein   statisches  Moment   in  Bezng   auf  die  Grund- 
fläche durch 

3)      ^  =  ^  +  ^  +  ^  +  ---+7ijrr' 

sein  Trägheitsmoment  in  Bezng  anf  dieselbe  Fläche 
dnreh 

und    ebenso   sind   die   höheren   Momente   leicht  zu 
berechnen. 

Die  Schwerpunktshöhe  ergiebt  sich  durch 
5)  lu  =  ^=     '  '    ^-^P  +  2 


J  aÄ_      ^  ,    feA^-^^    ' 


was   sich   noch   durch  A  kurzen  läfst,   ohne  dadurch  tiber- 
sichtlicher zu  werden. 

Der     Mittelpunkt     des    Planmoments     zweiter 
Ordnung  hat  die  Höhenlage 


^-n-Vt 
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§  38)  pafe  die  Simpsoneohe  Kegel  hier  nieht  mehr 
Iwaucbbar  ist,  ergebt  sich  aas  folgendem :  Ftlr  p  =  4, 
d.  h.  fOr  X  =  ty*  wtlrde  sie  geben 

wahrend  es  heifeen  nrafste  —  «i*=— ;  ftlrp  =  5  giebt  sie 

während  es  heifsen  möfste  — /A*  =  /— n.  s.  w.  Sie  kano 
daher  weiterhin  nicht  einmal  als  Annähernngaformel  benutzt 
werden.   Der  Fehlerfaktor  -^  f^  .    ,  +  -r- — jl  wachst  mit 

nmehmendem  p  achlierHlich  auf  —  an.] 

§  39)  Form  der  Para- 
beln p*"  Ordnung  im  ersten 
Quadranten,  a)  lat  p^O, 
so  steigen  die  Parabeln 
X  =  kt/'  im  ersten  Quad- 
ranten  aufwärts.     Die  von 

der  Ordnung  p  =  2  und  p=^-^ 

sind  gewöhnliche  Parabebi,  die 
von  der  Ordnung  p  =  3  und 

p  ^  —  sind  kubische  Parabeln. 

Zwischen    1  und    2   und 

zwischen  1  und  ~  liegen  die  n»  t.      "" 

Parabeln  mit  p^-^  und  p=^—j  welche  semikabische 
Parabeln  sind,  n.  s.  w. 

Ist  p)>  i,  so  ist  die  Parabel  nach  unten  konkav,  ist 
O'Cp'Cl,    so   ist   die  Parabel   nach   unten  konvex.    Die 
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Diagonale  ist  von  der  Form  a  =  k.yK  [bt  k=  1^  so  hat 
die  (Gerade  die  Neigang  45^ ^  und  dann  sind  innerhalb  des 
Quadrates  die  Parabeln  paarweise  symmetriseh  gegen  die 
Diagonale.]  Jede  der  in  das  Rechteck  einbeschriebenen 
Parabeln  schneidet  von  diesem  den  (p  -f~  ^)^  ^^^^  ^' 
Demnach  ist  die  Fläche 

Der  zwischen  den  Horizontalen  in  der  HOhe  y,  nnd  y^ 
liegende  Teil  der  schraffierten  Fläche  (bezw.  der  Inhalt  des 
Körpers  von  Tiefe  1)  ist 

Entsprechend  ist  das  statische  Moment  in  Bezug  anf  die 
Grundlinie  AB 

das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  dieselbe  Orundfläche 

Endlich  ist  die  Schwerpunktshöhe  fttr  diese  Horizontal- 
streifen 

Vt 

Vi 

der  Trägbeitsabstand 


6)      Ä,= 


p-\-i     y,'+»  —  yf +' 
p  +  ^  *  y?+'— yf+* 


Vi 
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§  40)    Liegt  Tp  zwischen  0   und  ~i,  80   senken 
sich    die    Paiabeln    hSherer    Ordnnng    x  =:  ity    im 

ersten  Quadranten.    FUr  die  FUche  F  bleibt  die  Fonnel 

bestehen,  aber  die  schraffierte  Fläche  nmfatst  das  Rechteck 
and  den  nach  rechts  bis  ins  Unendliche  reichenden  schraffierten 


Bereich.    Der  Inhalt  ist  trotzdem  endlich.    Ebenso  gelten 
die  FormeUi  fttr  M,  T,  fttr  diesen  Bereich. 

Vi       Vi 

(Ftlr  die  GraTitationsknrve  x^ky  ^  ist  z.  B. 


-',+'    Q' 


d.  h.    das    Doppelte    des    gezeichneten    Rechtecks.      Aus 
y  =  —i  erkennt  man  den  Znsaromenhang  mit  dem  Newton- 


IlMllUi.  StaniBili 
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sehen  Gesetz.  Es  ist  zweokmäfsiger,  von  dieser  Formel 
auszugehen.) 

§  41)  Fttr  den  Orenzfall  p  =  — i  handelt  es  sich 
um  die  gleichseitige  Hyperbel  x  =  ki/-^.  Für  diesen 
Fall  hört  die  Gültigkeit  der  Formel  f ür  n  =  oo 

JP  +  2P  4- . . .  ny  _     i 
^Fm  ~p-\-i 

anf.  (Auch  gilt  diese  nicht  mehr  fttr  p  <[  —  i,  denn  linka 
würde  dabei  positives,  rechts  negatives  stehen.)  Fttr  diesen 
Fall  ist,  wie  schon  mehrfach  gezeigt  wnrde, 

Vt  fft 

also  ist  F=kUgy^j    dagegen    wttrde  F  unendlich    groüs 

1  0 

00 

werden.    Ebenso  ist  F  unendlich  grols. 

Vt 

Die  Formeln 
und 


bleiben  hier  noch  in  Geltung.  (Die  Formel  fttr  M  gilt  so* 
gar  etwas  weiter,  für  p  >  —  2 ,  die  Formel  fttr  T  gjäi  fttr 
P>-3.) 

§  42)  Fttr  p<^  —  i  verlaufen  die  sich  senkenden 
Kurven  in  dem  Räume  zwischen  der  Parabel  von  der  Ord- 
nung —  i  und  der  durch  C  gelegten  Horizontalen.  Dabei 
ist  jetzt  der  ttber  CD  liegende  bis  ins  Unendliche  sich 
ertreckende  Bereich  durch 

F  =  —k^-— 

berechnet.  Da  hier  p  -\-  i  negativ  ist,  mufste  vor  k  ein 
negatives  Zeichen  gesetzt  werden,  damit  Positives  entstand. 
Ebenso  ist  fttr  die  von  y^  bis  y,  reichende  Fläche  jetzt 


^=-^K+'-yt+']i 


Ausdehnung  der  Sobiohtenfonneln  nnf  Parabeln  f>^'  Ordnnng  etc.     3g 

pH 

Ißt  p  <^  —  2,  ao  ist 

Ist  p  <  —  3 ,  eo  folgt 

IMe  elemeDtaien  Beweise 
ftti  diese  plaDtmetriBcheD 
Dinge    sind    z.  B.    in    dem 

methodiscliei]  Lehrboelie 
Band  III  nnd  der  logenienr- 
mathematik  Band  I  des  Yer- 
£ae8erB  gegeben. 

Der  Ansdetinong  der 
Formeln  aof  höhere  Mo- 
mente steht  nichts  im  Wege. 
Das  Nähere  wird  sich  dnrch 
die  Beispiele  ergeben.  — 
Damit  sind  auch  die 
Körper  p**'  Ordnang 
ftlr  jedes  reelle  p  in 
dieser  Hinsicht  erledigt, 
sowohl  fUr  positives  als  ^  ß 

anch  für  negatives,  für  n^. ». 

ganzes  nnd  gebrochenes, 

d.h.  für  rationales,  aber,  wie  eine  leichte  Grenz- 
betracbtnng  zeigt,  anch  für  irrationales  p.  Auf  die 
Berechnnng  der  Seitenflächen  ist  aber  diese  Methode  nicht 
ohne  Weiteres  cmwendbar. 

[Dafs  es  sich  hier  um  die  Umgebung  von  Integrationen 

von  der  Form  / (c -|- i j/'- -f- cy»^ -f- -\-l:yfk)dy  handelt, 

bezw.  am  Beweise  für  die  betreffenden  Integralformeln, 
ist  selbstverständlich.] 
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Flf.  10. 


e)  Aasdehnitng  der 
Sohiohtanfomielaafkreis- 
förmige  Sobiohten  und 
ihre  Anwendung  auf  die 
Folarmomente  der  Folar- 
parabeln  höherer  Ord- 
nung. 

§  43)  Während  bei  den 
Parabeln  höherer  Ordnung 
die  Flächen  mit  Hilfe  hori- 
zontaler Geraden  behandelt 
wurden,  geechieht  dies  bei 
den  hier  zn  besprechenden 
Kiuren  mit  Hilfe  kon- 
zentrischer Kreisbogen. 
Der  einfachste  Fall  ist  der 
der  Formel  q  =  br^  ent- 
sprechende, der  Ordnung 
wegen  soll  aber  mit  dem 
Falle  q  =  a  begonnen 
werden. 

Man  denke  sich  mit  den 
Badien  i,  y,  —,  ^  '" 

u.  s.  w.  um  einen  Pol  P 
Ejreisbogen  tou  gleicher 
Länge  ä  geschlagen,  die 
bei  einer  Geraden  PA^ 
beginnen.  Ist  der  erste 
Centriwinkel  gleich  a,  so 
werden  die  folgenden  gleich 
2aj  3a^  4a j  6a,  n.  s.w. 
Die  Endpunkte  bilden  eine 
Kurve,  die  als  Polar- 
parabel (oder  Spiral- 
parabel) von  der  Ord- 
nang  Null  bezeichnet 
werde.  Durch  Einschaltung 
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zahlreicher  Bogen  and  dnrch  Fortsetzung  nach  aafsen  und  innen 
kann  sie  mit  beliebiger  Genauigkeit  konstmiert  werden.  Jeder 
schmale  Parallelstreif,  besser  konzentrische  Streif^  ist  von  der 

Fläche  — .2,  wenn  ^j-  seine  sehr  kleine  Breite  ist.    Folg- 


n 


n 


lieh  ist  die  Fläche  von  r=0  bis  r  =  n 


0 

Ton  r  =  r^  bis  r=^r^  dagegen 

F=a{T^—T,). 

7t 

In    der   Figur  10   sind   die   Centriwinkel  27r,   tt,  — , 

7t       7t       fC        7t  . 

§  44)  Um  die   Polarparabel   von  der  Ordnung  i  zu 

i     i     i 
erhalten,    schlage    man    mit   den   Radien  i,  "ö"?  "F»  T"'  •  *  * 


Flg.  11. 


i  i  i 

Kreisbogen  von  der  Länge  6,  6  — ,  6  — ,  6  — , .  . .  so   dafs 

zum  Radius  r^  der  Bogen  h  r^  gehört.  Dann  gehört  zu  allen 
Bogen  derselbe   Centriwinkel  /?  =  6.     Es  handelt  sich  also 
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am   die   gerade   Linie   PB^   als   Polarparabel   you   der 
Ordnung  i.    Die  Fläche  von  0  bis  r^  wird. 

F=  — -^ ,  allgemeiner  jP=  —  (r*  —  r\). 

(Fttr  den  ganzen  Ejreis  ist  b  =  27t.) 

§  45)  Bei  der  Polarparabel  mit  Ereisqnerschnitt  q  =  er* 

1    1 
schlage  man  mit  den  Radien  i,  —,—,.. .  Bogen  von  der  Gröfse 


Fig.  12. 

Dies  giebt  die  Polarparabel  von  der  Ordnung  2, 
die  anch  als  Archimedische  Spirale  bekannt  ist. 
Auch  sie  kann  bis  r  =  0  und  bis  r  =  oo  fortgesetzt  werden. 

y    Y    Y 

Die  Centriwinkel  der  Kreisbogen  sind  hier  y  =  c,  "^>  -y?  "7" 
n.  s.  w.  Für  die  Fläche  erhält  man  nach  der  Schichtenformel 

0  «^  ,.j  J 
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§  46)  So  kann  man  fortfahren.  Bis  zur  Ordnung  3 
bat  man  Reihenbetrachtnngen  nicht  nötig.  Bis  dahin  kann 
man  auch  die  Simpsonsche  Formel  anwenden.    Dabei  ist 

wobei  z.  B.  beim  dritten  Orade 

q^  =  drlj  qo  =  drl,  gm  =  ^\2^^^ 

ist 

§  47)  Demnach  lassen  sich  auch  die  Spiral-  oder 
Polarparabeln  gemischter  Ordnnng   vom   Querschnitt 

qz=  a-^br -\-  er* -|" ^^* 
nach  der  Formel 

rj  2  8  3 

bezw. 

berechnen,  oder  auch  nach  der  obigen  Simpsonschen  Formel. 

§  48)  Mit  Hilfe  der  bei  der  Schichtenformel  ange- 
wandten Reihen  ist  aber  auch  ftlr  jedes  p  >>  —  1  die  Fläche 
der  Polarparabel  p^  Ordnnng,  d.  h.  vom  Querschnitt 
qz=kr'  zu  berechnen  als 


F=k 


§  49)   Für  den  GrenzMl  p  —  —l  ist  der  Qaenchnitt 
YOD  der  Form 

die  Fläche  von  r=  i  aus  gerechnet  wird 

F=kyr^, 

1 
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TOD  r^  bis  r,  gereehnet 


f=*''K^> 


Dagegen  wfirde  F=qo  werden. 


• 


§  50)  Für  ;?  <  —  i  gelten  die  Formeln 

Für  p^O    sind    die    Polarparabeln    steigende,, 
d.  h.  q  wächst  mit  r^. 

Fttr  p  =  0  sind   die  Polarparabeln  weder  stei- 
gend noch  fallend,  d.  h.  q  ist  konstant. 

Fttr  p<ZO  sind  die  Polarparabeln  fallende,  d.  h. 
q  nimmt  ab,  wenn  r  wächst. 

§  51)   Die   Polarmomente  fttr  die   Polarparabel 
p^*'  Ordnung  sind  der  Reihe  nach 

fttrj[>>  —  2,    M^  =  k  — 


fttrp>-5,  T,  =  A-ip, 

u.  s.  w.  Was  bei  p  =  —2  fttr  M^ ,  bei  jp  =  —3  fttr  T,, 
eintritt,  stelle  man  ebenso  fest,  wie  bei  den  gewöhnlichen 
Parabeln  n*«'  Ordnung,  ebenso  was  f ttr  p  <  —  2  bei  i/p , 
f ttr  /)  <  —  5  bei  Tp  geschieht.  Die  Analogie  ist  eine  toU- 
kommene. 

§  52)    Fttr   die  Spirale  q  =  kr»  ist  der  zu  r^  gehörige 

Kreisbogen  Arrf  =  ri^,  und  daraus  folgt  allgemein 

*  =  Jfey  =  itr*-i,    es  ist  also  r==|/Z~~==(^V=^. 
Der  Querschnitt  q^^kr»  ist  also,  durch  ^  ausgedrttckt 


p 

^       p         -1     p 

p-1 

__^-l_JP-l^-l 

A' 


—  1 
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Jede  Polarparabel  q  =  kf*  läfst  sich  also  auch  betrachten 

p 

als  eine  Polarparabel  g  =  i^  ^  ~~  \  so  dafs  z.  B. 


p—i'^  p  —  i 

ist      Setzt    man    — ^—^  ^Pu     8o    ist    die    Berechnang 

ebenso   bequem,    wie    vorher.    Man    kann    aber    von    den 
Formeln  mit  &  ganz  absehen. 

§    53)    Ist    der    kreisförmige     Querschnitt 
durch 

1)  j  =  a  -f  fer  +  er«  -|-  dr«  +  . . .  -f-  Ari» 

gegeben,   so   ist   die   Fläche    der  Polarparabel 
gemischter  Ordnung 

""  r  r^  r^  r*  t*+^ 

2)  i.=  a-  +  6-  +  ._+d^  +  ...  +  A 


p  +  i' 


das  Polarmoment  erster  Ordnung  in  Bezug  auf 
P  ist 

^  r*  r*  r*  rP-^^ 


das   polare   Trägheitsmoment   in   Bezug   auf  P 
wird 

Hier  bedeutet  femer 

Jlf, 

5)  r.  =  -V 

u 

den    mittleren    Abstand    der    Flächenpunkte     vom 
Punkte  P, 
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6)  r,=  | 

den  tnittlereD  TrägheitsradiuB  in  Bezug  &uf  P, 

den  Abstand  des  Schwingangspanktes  tod  P,   sobald 
P  Anfhängepnnkt  der  in  ihrer  Ebene  pendelnden  Fläche  ist. 

§  54)  Die  Einführung:  der  obigen  konzentrisoben  Schichten 
ist  nicht  ganz  so  wichtig,  wie  die  der  Parallelschichten,  aber  es 


»I.  18. 

lassen  sich  doch  sehr  viele  Probleme  dadurch  der  elementaren 
LOsong  zogänglicb  machen,  die  anch  praktischen  Wert  haben. 
Stereometriscbe  Inhaltsberechnnngen  a.  dergl.  sind  dunit 
zonächst   nnr   ftlr  Körper   von   der  Tiefe  1  gegeben.     Wie 
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über  bei  den  Parabeln  p**'  Ordnung  die  Drehung, 
Verschiebung  und  Umformung  der  Querschnitte  in 
den  Parallelschichten  den  Inhalt  und  die  unter- 
suchten Momente  nicht  beeinflussen,  können  auch 
hier  innerhalb  der  Kreiscylinderflächen  Drehun- 
gen, Verschiebungen  und  Umformungen  stattfinden, 
die  auf  Inhalt  und  Polarmomente  einflufslos  bleiben, 
sobald  nur  die  Flächeninhalte  nicht  geändert  werden. 

Dadurch  lassen  sich  unzählige  neue  Gebilde  fttr  die 
Stereometrie  herstellen,  die  der  einfachsten  Behandlung  fähig 
sind.  Von  praktischem  Werte  aber  scheint  dies  im  all- 
gemeinen nicht  zu  sein. 

Selbstverständlich  sind  bei  den  Drehungen  und  Ver- 
schiebungen die  cylindrischen  Schichten  als  biegsam  auf- 
zufassen, Dehnungen  aber  dtlrfen  nicht  stattfinden. 

Angenommen,  in  Figur  13)  sei  AB  CD  cylindrisch, 
also  in  die  Ebene  abgewickelt  ein  Rechteck,  so  läfst  sich 
in  dieses  die  sogenannte  Hauptellipse  einzeicbnen,  deren 
Inhalt  sich  zu  dem  des  Rechtecks  verhält  wie  n :  4.  Macht 
man  dies  in  aUen  unendlich  dttnnen  cylindrischen  Schichten, 

TZ 

80  entsteht  ein  neuer  Körper,  dessen  Inhalt  —  des  ge- 
zeichneten ist,  dessen  Polarmoment  erster  Ordnung  in  Bezug 
auf  die  Achse  PQ  ebenfalls  —  vom  Polarmoment  erster 
Ordnung  des  ursprünglichen  Körpers  ist,  dessen  Trägheits- 

7t 

moment  in  Bezug  auf  P  Q  ebenfalls  —  vom  Trägheitsmoment 
des  ersten  Körpers  ist,  u.  s.  w. 

Man  versuche  sich  z.  B.  auch  den  Körper  vorzustellen, 
der  entsteht,  wenn  jedes  der  cylindrischen  Rechtecke  in  der 
zugehörigen  cylindrischen  Fläche  um  einen  Winkel  gedreht 
¥nlrd,  der  z.  B.  proportional  dem  Radius  r  ist.  Dann  würde 
man  das  Analogen  fttr  ein  gewisses  Schraubengewinde 
erhalten.  J,  M^  und  T,  wttrden  für  den  neuen  Körper  un- 
verändert die  alten  Werte  haben. 

In  diesem  Sinne  läfst  sich  allerdings  mit  Hilfe  der 
cylindrischen    konzentrischen    Schichten    dieselbe    Mannig- 
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faltigkeit   erreichen,   wie   mit   den   parallelen  Sehichten  der 
Parabeln  höherer  Ordnnng:. 

DaroQ  aber  kann  hier  abgesehen  werden. 

rj)  Die  Komenta  der  aiu  Parabeln  und  Folarpaxabeln 
hSherer  Ordnnng  entetahenden  Drebongskörper. 

§  55)  Die  in  Figur  14)  dai^etellte  Parabel  p*"  Ord- 
nong  x^kj/r  drehe  sich  tun  die  Achse  PQ.  Der  dadurch 
entstehende  KOrper  kann  als  Para- 
boloid  j)*"  Ordnnng  bezeichnet  werden, 
gehört  aber  hinsichtlich  der  Qaer- 
schnitteformel 

zu  den  KOrpero  von  der  Ordnung  '2  p, 
was  hier  festgehalten  werden  moTs. 
[Die    Drehong    am    PA    giebt ,    da 

t     ~  /  i  \*^ 

V  ^  -i-  j:*"  ist,  das  Paraboloid  1—1 

Ordnung,    welches  aber  unter  deneo 
j.    „  der  obigen  Paraboloide  sich  hereits  be- 

findet, so  dafs  man  nichts  llenes  hat] 
Das  Polarmomeot  erster  Ordnung  der  Er^sfläche  mit 
Radius  X  =  ky  ist  für  den  Mittelpunkt  von  der  Form 

das    Polannomeut    zweiter    Ordnong    (polares    Tifigfaeits- 
moment)  ist 


Das  Moment  erster  Ordnung  der  Kreisfläche  in  Besog 
auf  die  GnudflSche  P^  ist 

das  TiUgheitsmoment  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene  ist 
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§  56)  Hit  Hilfe  der  Schichtenformel  erhält  man  daraus 
für  den  von  y  =  0  bis  y  ^  y^  gerechneten  EOrper  folgendes : 

Vi  f/^P+l 

9       «71 


1)  J=7tk      ^  ^      ^ 

ist  f  ür  2  p  +  i  >  Ö  der  Inhalt  des  Körpers. 

2)  Ma=^k^    ^ 


0"         3         3p  ^1 

ist  für  3p'\-  1^0  das  Moment  erster  Ordnung  des  Körpers 
in  Bezug  auf  die  Achse  PQ. 


Vi 


n  „    yt»+^ 


ist  f  tlr  4  p  -|-  i  >>  0  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in 
Bezug  auf  die  Achse  PQ. 

Vi  v^P  +  Ä 

4)  M  =  7tk^    ^' 


0  ^P  +  ^ 

ist  f  tlr  2  j>  -|-  ^  ^  ^   ^^  statische  Moment  des  Körpers  in 
Bezug  auf  die  Grundebene  FA. 

5)  T=7tk*   ^' 


0  ^P  +  «5r 

ist  für  2p-{'  3^  0   das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in 
Bezug  auf  die  Grundebene  PA. 

§  57)   Daraus  folgt  Schwerpunktshöhe  des  Körpers 

Vi 

t/ 

0 

mittlerer  Trägheitsabstand 
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Mittlerer  Abstand  der  Körperpmikte  yon  der  Achse  PQ 

Vi 

-~    ».    ~  3      3p-\-l  ^i~  5    5/)  +  i    »• 

t/ 

0 

Mittlerer  Trägheitsabstand  des  Körpers  in  Bezug  auf  die 
Achse  PQ 


Vi 

Z 

Jt  0 


a 


^P  +  ^..«n_    ^      ^J>  +  ^ 


0 

Diese  vier  Formeln  gelten  für  die  Fälle,  wo 
der  Nenner  gröfser  als  Nnll  ist 

§  57)  Der  Leser  lege  sich  selbst  znrecht,  was  in  den 
angedeuteten  Grenzfällen  geschieht,  die  auf  den  nattlrlichen 
Logarithmus  führen,  und  was  endlich  in  den  Fällen  fest- 
zusetzen ist,  für  die  p  noch  kleiner  ist.  Man  hat  nur  nach 
den  früher  gegebenen  Methoden  zu  verfahren. 

Ebenso  versuche  man  die  Formeln  für  den  Fall  auf- 
zustellen, dafs  es  sich  um  Parabeln  gemischter  Ordnung 
handelt,  z.  B.  um 

Die  Anwendbarkeit  der  Simpsonschen  Begel  ist 
dieselbe  wie  vorher. 

§  59)  Nach  diesen  Methoden  kann  man  auch  Drehungs- 
körper behandeln,  die  durch  Polarparabeln  höherer 
Ordnung  PA  begrenzt  sind,  wobei  an  Stelle  der  gerad- 
linigen Parallelschichten  des  Hauptschnittes  die  von  kon- 
zentrischen Kreisen  gebildeten  treten,  die  in  §  54  be- 
handelt wurden.  Bei  der  Umdrehung  um  die  gewählte 
Achse  PQ  gehen  die  Kreisschichten  in  Kugelschichten  ttber, 
so  dafs  an  Stelle  der  cylindrischen  Schichten  der  Figur  12) 
jetzt  Kugelkalotten  entstehen.  (Hierher  gehört  als  be- 
sonderer Fall  der  Kugelsektor,  bei  dem  PA  eine  gerade 
Linie  ist.)      Man   kann  nicht  nur  neben   dem  Inhalte   die 
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Momente  in  Bezng  auf  die  Aehae  PQ  bereclmen,  Bondem 
aaclt  in  Bezng  auf  den  Punkt  P  nnd  anf  jede  der  durch 
P  gelegten  Normalen  zu  PQ.  Ist  die  Umdrehung  um  PQ  eine 
UDTOllstäDdige,  BO  kann  man  mit  den  Eugelsohichten  gewisse 
Cavalierieehe  Verschiebungeii  auf  den  entapreehenden  Eugel- 
äächen  Tornehmen,  ohne  daEs  in  Bezug  auf  die  Achse  PQ 
sich  die  Momente  ändern.  Solche  Vereohiebungen  Bind  aach 
möglich,  ohne  dafa  sich  irgend  etwas  in  Bezug  auf  eine  der 
zu  PQ  aenkrechten  durch  P  gehenden  Achsen  ändert 


Diese  MSglicbkeiten  werden  nur  angedeutet,  die  Trag- 
weite der  Methode  festzulegen,  denn  von  besonderer  Be- 
dentnog  sind  die  m  entstehenden  Gebilde  nicht.  Dabei 
kann  ea  sich  um  sphärische  Dreiecke,  Vielecke,  Oberhaupt 
um  sphärische  Flächen  handeln. 

Eine  wichtigere  Ausdehnung  der  Scbicbtenformel  soll 
aber  im  folgenden  Abschnitt  besprochen  werden. 

S)  Aofldeluiang  der  Sobiobtenformel  aof  die  Bereobnong 
der  LAnge  und  der  Momente  für  ebene  Eurren  und  der 
Tische  und  der  Momente  fQr  die  mit  jenen  snsammen- 
Ixftngenden  Oberflächen. 
§  60)  Die  hier  einzuschlagende  Methode  ist  schon  bei 
der    Flächenberechnnng    für    das    Drehnngsparaboloid    an- 
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gewandt  worden.     Sie   soll   zunächst  ftlr  die  Parabel  p^' 
Ordnung  erläutert  werden,  die  durch  die  Gleichung 


Y 

3 

^.-v!" 

A 

y- 

y 

^ 

/ 

^ 

. 

-y' 

/ 

l^ri 

-A/y 

/ 

// 

0 

c 

» 
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gegeben  sei,  wobei  p  zunächst  eine  ganze  positiye  Zahl  sein 
BoU.  Man  denke  sieh,  nm  das  die  Abstände  y  betreffende 
zn   behandehi,   die  Achse   der  Y  bis  zur  Höhe  OB  =  y^  in 

n  gleiche  Teile  d  =  ^  eingeteilt  nnd  durch  die  Teilpunkte 

horizontalen  Parallele  gelegt,  durch  welche  die  Kurve  OA  ia 
kleine  fast  geradlinige  Teilchen  a  zerlegt  wird,  die  von  ein- 
ander verschieden  sind.  Kennt  man  die  Neigung  ß  der 
Kurventangente  in  irgend  einem  Punkte  P  gegen  die  positive 

G  1 

Bichtnng  der  Y-Achse,  so  ist  dort  auch  -i-  = r  bekannt. 

°  '  0       cos/? 

Selbstverstöndlich  ist^^a  =  «  die  Länge  des  Bogens  OA 
{ftlr  die  Grenze  n  =  oo). 

Man  denke  sich  nun  auf  der  XY-Ebene  in.  den  Kurven- 
punkten Lote  von  der  Länge  i  errichtet ;  was  eine  zur  Kurve 
gehörige  cylindrische  Fläche  giebt.  Dann  hat  jeder  Streifen/ 
dieser  Fläche  den  Inhalt  a.  1  :=a.  Dieses  kleine  „Recht- 
eck" ist  gleich  einem  andern  von  der  Grundlinie  d  =  ^. 
Ist  dessen  Höhe  gleich  §,  so  bestimmt  sie  sich  aus  ^d  =  a.l 
als  f  =  — 'j—  =  -T- .    Dieses  |  denke  man  sich  mittels  der 

o  0 

Proportion  ^:  l  =  a:d  konstruiert,  und  in  der  entsprechendea 
Höhe  y  als  Horizontale  an  die  Y-Achse  angetragen.  Über 
dem  entsprechenden  d  hat  man  dann  ein  kleines  Rechteck 
vom  Inhalte  d  §  zu  konstruieren,  dessen  Inhalt  also  mit  dem 
des  in  gleicher  Höhe  liegenden  cylindrischen  Streifens  um 

so  genauer  übereinstimmt,  je  kleiner  d=  —  genommen  ist. 

Denkt  man  sich  dies  an  allen  Stellen  durchgeführt,  so 
erhält  man  eine  neue  Kurve,  deren  von  0  bis  y^  gerechnete 
Fläche  durch  die  Gleichung 

F=2^ö.^=J^a.i  oder  J'=dJ7§=^'a 

0  0 

gegeben  ist.  Der  Flächeninhalt  der  neuen  Kurve 
wird  also  durch  dieselbe  Zahl  bezw.  Formel  dar- 
gestellt, wie  die  Bogenlänge  der  gegebenen  Kurve. 

Holsmftller,   Stereometrie  IV.  4 
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Damit  ist  der  ersten  Kurve  eine  von  einer  zweiten  begrenzte 
Fläche  zugeordnet,  deren  Berechnung  mit  der  Kurve  innig 
zusammenhängt 

§   61)     Die   Oleichnng  der  neuen  Kurve  ist  zu- 
nächst nur  in  der  Form  f  ==  -^  =  — .  <f  =  — -  gegeben. 

Es  fragt  sich,  ob  -j-  durch  y  in  geschlossener  Form  aus- 
gedrückt werden  kann^  Dies  kann  folgendermafsen  ge- 
schehen. In  dem  kleinen  Dreiecke  bei  P  ist,  wenn  man 
die  zugehörigen  Koordinaten  mit  y  und  y^  bezw.  mit  x 
und  x^  bezeichnet  (wobei  x  =  \p^  a?j  =  yP  ist), 

tan/?  =  -ir  =  — ^ =  — = . 

ö      y%—y       y%—y 

Da  p  als  ganze  positive  Zahl  angenommen  ist,  geht  die 
Division  auf,  und  man  erhält 

Ist  nun  d  =  —  unendlich  klein,  so  kann  der  ebenfEÜlB 

n 

unendlich  klein  werdende  Unterschied  y,  —  y  gegen  die  end- 
lichen Längen  y^  und  y  vernachlässigt  werden,  d.  h.  man 
hat  für  die  Grenze  y^  =  y  zu  setzen  und  erhält  für  die 
Parabel  x  =  'kf» 

1)  -l  =  tan/J  =  ;>yi»-i. 

6  i 

Nun  war  aber —  =  cosÄ  und  da  cor fi=   ,  — 

«^  /i  +  tanV 

ist,  so  folgt 

Die  Gleichung  der  neuen  Kurve  ist  also 

2)  I  =  Vi  +  (j>!/'-y. 
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Also:  Zu  jeder  Parabel  höherer  Ordnung  von 
der    Gleichung   x  =  y^  (p   ganz   und  positiv)   gehört 

eine  Kurve  von  der  Gleichung  ^^zYi  -\-{pyP  -^)*, 
deren  Fläche  von  0  bis  y^  gerechnet  durch  dieselbe 
Formel  oder  Zahl  ausgedrückt  wird,  wie  die  Länge 
der  ersten  Kurve  von  der  Höhe  y=ö  bis  y  =  y^^ 

Kennt  man  also  die  Länge  der  ersten  Kurve,  so  kennt 
man  auch  die  Fläche  der  zweiten,  kennt  man  umgekehrt  die 
Fläche  der  zweiten,  so  kennt  man  die  Länge  der  ersten. 
Die  Aufgaben  der  Rektifikation  und  der  Quadratur 
lassen  sich  also  auf  dieselbe  Aufgabe  zurtlckftthren. 

Handelt  es  sich  um  die  Gleichung 


x  =  kf/P, 


iP  —  iiP 


yy — y^ 
80  wird  i9nß  =  k ,  und  für  die  Grenze  y^='y 

tan/?=ApyP-"^ 
also 

Die  Gleichung  der  zugeordneten  Kurve  wird  also 

§  62)  Die  Fläche,  die  durch  Drehung  der  para- 
bolischen Kurve  OA  um  die  X-Achse  entsteht,  ist 
durch  dieselbe  Formel  auszudrücken,  wie  der  In- 
halt des  durch  Drehung  der  schraffierten  Fläche 
der  zweiten  Kurve  entstehenden  DrehungskOrpers. 
Nach  Guldin  ist  daher  der  Schwerpunkt  der  parabo« 
lischen  Kurve  ebenso  weit  von  der  X-Achse  ent- 
fernt, wie  der  der  Fläche  der  zweiten  Kurve.  Dazu 
vergleiche  man  Band  HI  §§  90  bis  93,  wo  der  Fall  /)  =  2 
behandelt  wurde.  Auch  cUe  verschiedenen  Momente  der 
Kurve  in  Bezug  auf  die  X-Achse  und  die  ihrer  besprochenen 
Drehungsfläche  stimmen  mit  denen  der  Fläche  formal  überein. 

§  63)  Die  Berechnungen  von  Kurvenlängen  mit  Hilfe 
der  Schichtenformel  sind  im  allgemeinen  so  umständlich,  dafs 
die  Aufgaben   besser   der   höheren  Mathematik   überlassen 

4* 
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bleiben.    Die  Schwierigkeiten   liegen   darin,   dafs  hier  der 
Auedrnck 

im   allgemeinen   fttr   den   Eonyergenzbereich   in   bino- 
mischer Reihe  zn  entwickeln  ist.    Dies  ftlhrt  aof 

+  2^1:1.3  (py^-^)'-  2*.'i:l'l4  (/'y''-y+-- 

Die  Fläche  der  zweiten  Karve  wird  also  nach 
der  Schichtenformel  (innerhalb  des  Eonvergenz- 
bereichs) 

^    0       ^^~2.1^    2p  — i       2\1.2^    4p  — 3 
.  i-^  y«i>-^  i.3.5  yBp-7 

Durch  dieselbe  Formel  wird  die  Länge  i  der  paraboli- 
schen Kurve  ausgedrtlckt.  Die  Summiening  solcher  Reihen 
ist  das  Umständliche  bei  der  Sache. 

§  64)  Für  den  Sonderfall  p  =  2  wird 

Die  Fläche   der   zweiten  Kurve   wird  also  dargestellt 
durch  die  Reihe 


1.3  !/l  1.3.5  y? 

"'"2».i.2.5         7         2*.i,2.5.4        9~t"**- 
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Und  diese  Reihe  mufs  für  den  Eonvergenzbereich  gleich 

Bein,  wozu  Band  in  §§  90  big  93  verglichen  werde. 

Dasselbe  fiesultat  gilt  ftlr  die  Länge  der  Parabel 

x  =  y^  oder  y  =  x^.    In   der  Schlufgformel   kann  natürlich 
Vi  durch  das  zugehörige  a^  ersetzt  werden. 

§  65)  Darch  Drehung  um  die  X-Achse  entsteht 
ans  der  Fläche  der  zweiten  Kurve  ein  Drehungskörper, 
dessen  cylindrische  Schichten  von  der  Gröfse 

5)  q  =  2ny%  =  27ty  Vi  +  (pyP-i)« 

oder 

oder 

+  ^^743pV'-  — .] 

sind.    Nach  der  Schichtenformel  fttr  Drehungsgebilde  wird 
also  der  Inhalt 


2p        2^,1.2^    4p— 2 


6p -4 


6)    J  =  2n[^  +  -r 

"^  2». 1.2. 3^    6p  — 4      '•} 

Durch    dieselbe    Reihe    wird    die    Fläche   des 
Drehnngskörpers  der  Parabel  x  =  y'  dargestellt. 

§  66)  Fttr  den  Sonderfall  p  =  2  wird  daraas 
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Nach  Band  III  §§  90  bis  93  wird  aber  der  Inhalt  auch 
dargestellt  durch 

In  binomischer  Reihe  entyrickelt  giebt  dies  in  der  That 

oder    da    1   sich  weghebt   and   dann   3.2'^  herausgesetzt 
werden  kann, 

L2^2     4        2\1. 2   6~^  2^1.2.3     8  '\ 

und  dies  stimmt  wirklich  mit  der  obigen  Reihe  ttberein. 

Durch  die  Reihe  war  nicht  nur  der  Inhalt  des 
zweiten  Drehungskörpers,  sondern  auch  die  Fläche 
des  Paraboloids  dargestellt. 

§  67)  Die  Schwerpunktshöhe  y^  für  die  Parabel 
höherer  Ordnung  x  =  yv  und  für  die  ihr  zugeordnete 
Fläche  ist  nun  nach  Guldin 


7)  y.= 


Vi 

J 

0 


Vi 

2itF 

1 


wo  rechts  für  J  und  F  die  Reihensummen  einzusetzen  sind. 
Für  den  Fall  j?  =  2  ist  der  Wert  von  y,  schon  in  Bd.  EU 
§§  90  bis  93  dargestellt  worden. 

§  68)  Es  steht  nun  nichts  im  Wege,  auch  die  höheren 
Momente  in  Bezug  auf  die  X-Achse  durch  Reihen  dar- 
zustellen, denn  man  hätte  nur  die  Reihen  für  ^  mit 
y^,  y^,  y^, . . .  zu  multiplizieren  und  dann  die  Schichtenformel 
anzuwenden.  Dabei  zeigt  sich,  dafs  die  Multiplikation  mit 
geraden  Potenzen  von  y  auf  schwieriger  zu  summierende 
Reihen  führt,   die   mit   ungeraden  Potenzen  auf  leichter  zu 
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summierende.  Aber  für  allgemeines  p  hänfen  sich  die 
Schwierigkeiten.  Deshalb  soll  als  Beispiel  nur  der 
Fall  p  =  2  behandelt  werden. 

Der  entsprechende  Drehnngskörper  der  Fläche  der 
zweiten  Kurve  kann  behandelt  werden  als  Unterschied  eines 
Cylinders  und  eines  Drehungshyperboloids,  ebenso  das 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  X-Achse  als 
Unterschied  zweier  Trägheitsmomente.  Im  Abstände  §  giebt 
das   entsprechende  y   der  Hyperbel    einen   Kreis   mit   dem 

Trägheitsmomente  — |— ,  oder,  da  jetzt  ?  =  Vi  +  ^y*  ^uid 

— Y  ist,  mit  dem  Trägheitsmomente 

«=f(?-4)'=^B*-»5'+']- 

Durch  die  Schichtenformel  erhält  man 

Dies  ist  abzuziehen  vom  Momente  des  Cylinders,    d.  h.  von 

Das  Trägheitsmoment  der  zugeordneten  Fläche  in 
Bezug  auf  die  X-Achse  ist  also 


8)  T=^[m\-20t,  +  8l 


0        4S0 
oder 

^  *)         ^  =  W  [^^  VT+4yl'-  20  ViT^'+  «]• 

Letzteres    ist    zugleich    das    Trägheitsmoment   der 
Fläche    des  Drehungsparaboloids   x  =  y*  in  Bezug 
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auf  die  Drehungsaehse  X,  welches  jetzt  auch  geschrieben 
werden  kann 

§  69)    Die  entsprechende  Reihenberechnnng  würde  ge* 
geben  haben 

cylindrische  Schicht  des  Drehnngs- 

körpers  =  27ryVi  +  (2y)«  =  27ty^, 

Trägheitsmoment  der  Schicht  =  27ty^^  oder 

10)       q  =  2^y«  [i  +  -^  i2yy  -  i^r^  i^V)' 
oder 

Die  Schichtenmethode  giebt  also 


10  4        9       K  „it 


"•"a^.i.a.a       iö       2*.i.2.3.4       12^'"}' 

Die  Snmme  dieser  Beihe  mnÜB  also  nach  8*)  sein 

^=  w[^^  >^M=^  -  20/7+^ + 8] , 


480 

was  allerdings  mit  elementaren  Hil&mitteln  der  Arithmetik 
(ohne  vorherige  Kenntnis  des  Resultates)  schwer  zu  zeigen 
sein  wllrde,  von  8*)  ans  aber  durch  fieihenentwickelnng 
bestätigt  werden  kann. 

Diesem  Beispiel  lassen  sich   noch  andere  anschlielsen. 
Dem  Leser    sei   es   überlassen,    durch  Halbierung   die   zu- 
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gehörigen  Planmomente  festzustellen  und  aach  die  durch  Um* 
drehung  der  parabolischen  Kurve  in  Bezng  auf  die  Y-Achse 
entstehende  Fläche  nnd  ihre  Momente  za  untersuchen,  wobei 

es   sich   um  Schichten   q  =  27t x  -=-  =  27ry*g,  q  =  27ty^^ , 

q  =  2n:y^^  u.  s.  w.  handelt,  die  auch  sonstige  Bedeutung 
haben. 

§  70)  Noch  eine  zweite  Fläche  läfst  sich  der  para- 

bolischen  Kurve  a?  =  yP  oder  y  =  a?*,  wie  sie  jetzt  ge- 
sehrieben werden  soll,  zuordnen.  Für  den  Fall  p  =  2  wurde 
schon  darauf  aufmerksam  gemacht. 

Während  vorher  tan  ß  mafsgebend  für  die  Neigung  der 
Tangente  war,  handelt  es  sich  jetzt  um 

1             i               1               i  1    7~^^, 

tana==T — 3= — z — 7  =  — - — r  = r  =  —  ^       •) 

px  *         px      * 

Demnach  wird  jetzt 

i  1  d' 

11)  cosa  = 


Vi  +tan«a 


^^Mpl 


wobei  d'  =  ^-  ist. 

n 


Jetzt  denke  man  sich  an  den  entsprechenden  Stellen 
der  X-Achse  Lote 


-r-y'Ar'-')' 


*)  Setzt  man  —  =  9,  so  erh&lt  man  fttr  die  Tangentenneigong  a 
der  Parabel  y^x^  die  Formel  tana^ax^^S  so  dafB  diese  Formel 
auch  fOr  gebrochene  Exponenten  q  von  der  Form  —  nachgewiesen  ist. 
Sie  kann  aber  auch  fttr  beliebige  reelle  q  bewiesen  werden,  wie  die 
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errichtet,  die  also  eine  Fläche  von  der  Gleichung 

12)  ri 


=^-(r'-') 


geben,  dann  ist  die  Fläche  der  nenen  Kurve 
(zwischen  dieser  und  der  X-Achse)  von  0  bis  x^ 
gleich  der  schon  in  Reihenform  berechneten  Länge 

der  Parabel  höherer  Ordnung  y  =  Ä'*  von  0  bis  x^, 
multipliziert  mit  1. 

Y 


-X 


Flg.  17. 


Ftlr  />  =  2  war  die  Kurve  bereits   untersucht  und  der 
Flächeninhalt  berechnet  worden.    (Bd.  m  §  94.) 

Kennt   man  den  Abstand  x^  des  Parabelschwerpunktes 
von  der  Y-Achse,  so  hat  man  zugleich  den  der  Fläche. 

Hatte  die  Kurve  die  Gleichung 


1^ 

V 


x  =  kyi^   oder   y  =  ^-|-jp  =-^, 


so  wird 


tan  a  =  izm  = 


taujtf       kpt/»-^ 


*Kt)'"'    *-' 


1  1  7-1 
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Die  zugeordnete  Enrve  also  wird 


V 


§  71)  Ist  die  Gleichung  einer  Kurve  ganz  all- 
gemein x  =  f{i/)  oder  y=if^(x\  und  kennt  man  ftlr  jede 
Höhe  y  oder  fljr  jede  Abscisse  x  die  Neigungswinkel  ß^  aus- 
gedrückt durch  y  bezw.  ausgedrückt  durch  x^  so  kann  man 
der  Kurve  ebenfalls  zwei  Flächen  zuordnen,  mit  denen  ent- 
sprechend zu  verfahren  ist,  wie  vorher.    Die  Gleichung  der 

i 

einen  Grenzkurve  ist  der  Ausdruck  für  f  = -,  die  der 

cos/J' 

andern  der  Ausdruck  für  q  =^ . 

cosa 

Jeder  beliebigen  Kurve  lassen  sich  also  zwei 
solche  Flächen  zuordnen.  Kann  man  die  letzteren 
nach  der  Methode  der  Schichtenformel  behandeln, 
so  gelten  die  Resultate  auch  für  die  Kurve. 

Die  hier  behandelte  Methode  für  Kurven  hat 
also  denselben  Geltungsbereich,  wie  die  Schichten- 
formel, auch  für  den  Fall  unendlicher  Reihen,  die 
allerdings  konvergent  sein  müssen. 

§  72)  Will  man  über  den  Konvergenzbereich  der 
Reihen  hinausgehen,  so  wandle  man  die  Kurvengleichung 
dadurch  um,  dafs  man  z.  B.  die  Grenzlinie  der  Konvergenz 
(sei  sie  x^=a  oder  y  =  b)  zur  Achse  eines  neuen  Koor- 
dinatensystems macht.  Die  Entwickelung  des  neuen  Aus- 
drucks des  der  neuen  Gleichung  x  =  f^{y)  bezw.  y=f^{x) 
entsprechenden  §  oder  rj  in  Reihenform  giebt  dann  einen 
neuen  Konvergenzbereich.  Die  neue  Reihe  heifst  die  Fort- 
setzung der  Funktion  über  die  erste  Konvergenzgrenze  hinaus. 

§  73)  Die  Umkehrung  der  Methode  macht  kon- 
struktiv keine  Schwierigkeit.  Geht  man  z.  B.  bei  gegebener 
Fläche  §  =/(y)  von  der  Einteilung  der  y  Achse  in  kleine 

Teile  ö=  —  aus,  so  verwandle  man  jedes  Rechteck  <Jf  in 
n 

ein  Rechteck  a.l.     Die   einzelnen  a  trage  man  dann  auf- 
einander folgend    (von   einem  beliebigen   Punkte    der  ent- 
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sprechenden  Ordinate  ausgehend)  so  in  die  Streifen  ein, 
dafs  ein  zusammenhängender  Knrvenzng  entsteht.  Man  kann 
z.  B.  wie  in  Rgor  15  mit  dem  Punkte  0  beginnen.  Dagegen 
ist  die  Berechnung  im  allgemeinen  nicht  ganz  leicht. 

y 


§  74)  Beispiel  der  Geraden  — =  tan  a=a  = 


X 


Aus   tan  a  =  a  folgt   cos  a  = 

Y] 


folgt  cos/?  = 


cot/f 
aus    tan  /9  =  — 


a 


V 


Die  beiden  zugeordneten 
Flächen  sind  also  begrenzt 
durch  die  geraden  Linien 


=v 


und 


'?  =  VT+ 


SO  dafs  es  sich  tttr  die 
Strecke  von  o  bis  y^  um 
das  Rechteck 


y.y 


t+ 


r2' 


v-yi 


fUr  die  Strecke  von  o  bis 
x^  um  das  Rechteck 

handelt.  Diese  Inhalte 
stimmen  mit  der  ent- 
sprechenden Länge  der 
Geraden  ttberein. 

Fttr  das  erste  dieser 
Rechtecke  ist  das  Moment 
erster,  zweiter,  dritter  u.  s.  w.  Ordnung  in  Bezug  auf  die 
X-Achse  beziehungsweise 


.V 


i'^^TTJ, 


t\g.  18. 


4/ 


i-\- 


,s   ' 


3 


V 


i  + 


a 


2    » 


4 


V 


i  + 


,2    J  •  •  • 
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Der  Schwerpunkt  des  Rechtecks  liegt  in  der  Höhe  ^,  der 

mittlere  Trägheitsabstand  ist  y  il.=y^,  der  Schwingongs- 

2 
ponkt    in  Bezug    auf   die  X-Achse    hat    die    Höhe  —  y^ . 

Alle  diese  Werte  gelten  auch  von  der  Geraden  OA 
in  Bezug  auf  die  X-Achse.  Für  den  durch  Drehung  um 
die  Achse  X  auf  dem  Rechteck  entstehenden  Ereiscylinder 

ist  der  Inhalt  gleich  ^'|/  i  +  -^  =  Tt^y  1  +  ^,  das 
Moment  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  diese  Achse  gleich 

— —-^  y  1  -] — § ,  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  diese 

Achse  y  i-\ — ^=^—-y  i -| — ^,  das  Planmoment 

zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  einen  Hauptschnitt  durch  die 

X-Achse  gleich  —T~y  ^  ~\ — «•    Dieselben  Ausdrücke 

gelten  fttr  die  Fläche  des  aus  der  Geraden  durch 
Drehung  um  die  X-Achse  entstehenden  Kegels  in 
Bezug  auf  die  X-Achse. 

Die  entsprechende  Behandlung  des  anderen  Bechtecks 
in  Bezug  auf  die  F-Achse  wird  ebenso  durchgeführt,  bezieht 
sich  ai^  die  andere  Kegelfläche,  bietet  aber  sonst  nichts 
Neues. 

§75)  Beispiel  der  Kreislinie  ar*-|-y*=i  und 
der  zugeordneten  Flächen.  Die  Betrachtung  soll  auf 
den  ersten  Quadranten  beschränkt  werden,  das  Wort  ELreis- 
linie   soll  also  stets  den  Viertelkreis  bedeuten.    Fttr  jeden 

Punkt  der  Kreislinie  ist  tan  a  ^=  —  tan  y  = ,  also 


cosa  = 


M-  =  YT^^' 
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Die  Gleichong  der  Grenzkiure  f ttr  die  zweite  zagehörige 
Fläche  i8t  also 


Fiff.  19. 


Ans  der  zweiten  Schreibart  erkennt  man,  dafs  die 
Ordinaten  der  neuen  Enrve  die  Reciproken  der 
Ordinaten  des  Kreises  sind,  also  mittels  der  Proportion 
t/:  1  =  1  :rj  leicht  konstruiert  werden  können. 
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[Fttr   die   erste   zugeordnete   Fläche   ergiebt   sich   ans 

tan/9=  — -^  ebenso  cos /9  =  —===-  = -^  =  VT^^^, 

i 
als  Grenzknrye  ebenso  |  =   ,  ,    was    nichts    Neues 

giebt] 

Fttr  die  Ejreislinie  (im  ersten  Quadranten)  kennt  man 

*  =  *•       jt  it 

die  Länge    /    ==— r  =  — ,  den  Schwerpunktsabstand  von 

2t        2 
der  Y-Achse  ^,  =  —  =  — ,  das  statische  Moment  in  Bezug 

2t      TtT 

auf  die  Y-Achse  My  =  Xtl  =  —  ,  — -  =  r^=  i.   Da  ferner 

•^  7t       2 

der  Ereisquadrant  in   Bezug  auf  0  das  polare  Trägheits- 

7t  ,  7t     ^  7t 

-—r .  r"  =  -—r^  =  -— 
2  2  2 

M  Mm     T  ~  'i  Mm 

zug  auf  die  Y-Achse   T«  =  — -r—  =  —r- .  Der  mittlere  Träg- 

heitsabstand  des  Quadranten  der  Kreislinie  von  der  Y-Achse 
ist  also 


moment  -r-r .  r"  =  -— r*  =— -  hat,  so  ist  das  axiale  in  Be- 


7tr^         7t 


Y^-n=n- 


Der  entsprechende  Schwingungsmittelpunkt  hat  den  Abstand 

TtT^ 


Ty  4      Ttr 7t 

Die  Drehung  um  die  Y-Achse  giebt  eine  Halbkugelfläche^ 
die  im  Vergleich  mit  einem  umbeschriebenen  Gylinder  mit 
horizontalem  Grundkreis  zu  betrachten  ist.  [Jede  Kugelzone 
DEFG   ist   dabei   gleichflächig    mit    der   entsprechenden 
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Hätte  es  sich  um  den  Kreis  ^*  -|-  y'  =  r'  gehandelt,  so 
hätte  man  erhalten 


eosa 


Die     Gleichung     der    Kurve     wäre    also    geworden 
i 
ij  = =-  und  dies  mufs  von  x  =  0  bis  ä  =  r 


v^'-(Ty 


auf  die  Fläche  -r-  r  führen,  weil  dies  der  Länge  der  Kreis- 
linie  entspricht    AIo  mofs 

sein.] 

§  76)  Nun  lassen  sich  aber  auch  Bogen  der  Kreis- 
linie mit  beliebigem  Gentriwinkel  behandeln.  So  ist 
z.  B.  da«  polare  Trägheitsmoment  eines  £[reisbogens  mit  dem 
Gentriwinkel  2y^  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  0  {t  =  ± 
als  Badius  vorausgesetzt) 

also,  wenn  die  X-Achse  Symmetrieachse  des  Bogens  ist, 


yO 

Die  Bogenlänge  2  it  ^  ^.,  der  Schwerpunktsabstand  jt«^ 

das  statische  Moment  My  u.  s.  w.  ist  ebenfalls  nach  den 
froheren  Untersuchungen  bekannt.  Alles  also  gilt  f ttr  daa 
„Segment^  P^  Q^  (-f-  oo)  ( —  oo)  der  zugeordneten  Fläche. 

Da  femer  die  durch  Drehung  des  Kreisbogens  um  die 
Y-Achse  entstehende  Zone  bezüglich  der  Momente  u.  s.  w. 
keine  Schwierigkeiten  macht,  so  ist  das  entsprechende  für 
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den  DrehongskOrper   des  Seg- 
meote  der  zngeonlDeten  Fläche 
ebetifaUs  leicht  za  erledigen. 
Setzt  msD  abei 


y  =  arcsiD  y  =  «ccos  x 


=  8rcoot- 


Cr-" 


Die  Reihen -EntnickelmigeD 
geben  also  auf  geometrischem 
Wege  Summen,  die  mit  den  ge- 
nannten Funktionen  zusammen- 
hSngen.  Vergleiche  Band  IQ 
Seite  160  des  methodischen 
LehrbncliB  des  Ver&ssers,  wo 
die  Reihen  fOr  n,  arcsin  y 
nnd  arccoB  y  in  dieser  Weise 
geometrisch  abgeleitet  werden.    A~-^ 

Das  vorliegende  Beispiel 
ist  also  ein  besonders  in- 
Btraktires,  da  es  auch  für 
die   Reihenlefaie    auf    bequeme 

Weise    wichtige    Resultate 
giebt.*) 

§  77)  Beispiel  der  Kettenlinie  «  = 


.e+e 


-l)and  der  beiden  ihr  zngeordneten 


*)  AnftlytiBch  betntchtat  huidelt  es  sieh  bei  dieser  Methode 
li&nfiger  um  die  Integnttion  irrktioiiftler  Funktionell  mit  QiudrAt- 
wumlo  ma  Audracken  zTdten  und,  wie  nch  zeigen  wird,  anch 
höheren  Qradea. 
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Nach  §  122  hat  die  Tangente  dieser  Kettenlinie  (im 
Punkte  «i^i)  gegen  die  F- Achse  eine  Neignng  ß^  die  sich 
durch 

cos/?  =  —  = 


X.  »i 


— »i 


bestimmt.  Die  Gleichung 
der  Grenzlinie  ftlr  die 
zugeordnete  Fläche 
also 


ist 


s= 


y        — y 
2 


JT  d.  h.  die  Eettenlinie  selbst 
Demnach  mufs  die  Formel 
fttr  die  Länge  AB  der 
Eettenlinie  mit  der  für 
die  Fläche  OABD  über- 
einstimmen. In  der  That 
war  im  §  125  des  dritten 
Bandes  gezeigt,*)  da(s 


Vi 


Z  =  /rf  — i  = 


und  ebenso 


e 


2 


F  =  Vai  —  l  = 


—Vi 

€ 


ng.  82. 


ist   Der  Schwerpunktsabstand 
y«    ftlr    Fläche    und    Kurye 

mttssen  also  ebenfalls  übereinstimmen.    Dort  war  gezeigt, 

daG9  fttr  die  Fläche 


y» 


i  Vi         — »iV  /  l^i  .      — l^v 


»1  -Vi 

e  — e 


*)  Die  X  und  y  der  dortigen  Formeln  müssen  mit  einander  ver- 
tauscht  werden. 
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ist  Dies  gilt  also  zugleich  f  ttr  die  Kurve,  wie  dort  bereits 
angedeutet  war.  Demnach  ist  auch  die  Formel  2  ny^  F  fttr 
die  durch  Umdrehung  der  Fläche  OABD  um  die  X-Achse 
entstehenden  Körper  Übereinstimmend  mit  der  Mantelfläche 
2 7t t/s. l  des  durch  Umdrehung  der  Kettenlinie  um  die 
X-Achse  entstehenden  Gebildes. 

Fttr   die  Grenzlinie   der   zweiten   zugeordneten   Kurve 
folgt  aus 

cos  a  =  Vl  —  cos»  ß  ^  y  1——^  =  — Va??  — i 
die  Gleichung 

X 


XI        x^ 


Vx^  —  i 

Die  Fläche  fttr  die  neue  Kurve,  von  « =  i  bis  x  =  x^  ge- 
rechnet, ist  ebenfalls  gleich  1/a?^  —  i ,  was  der  Kurvenlänge 

Aß  =  Va?J  —  1  entspricht.  Der  Schwerpunktsabstand  der 
neuen  Fläche  ist  gleich  dem  der  Kettenlinie,  der  als 

_x^  /^pTj  -j- f^  (^^  ^ /^-j) 

'~  2yx[  —  i 

bestimmt  worden  war.  Die  Umdrehungsfläche  der  Ketten- 
linie, das  Katenoid,  giebt  zugleich  die  Formel  fttr  den  Um- 
drehungskörper der  Fläche  (um  die  Y-Achse).  Auch  jene 
Mantelfläche  war  dort  als 


bestimmt  worden. 


X 


Entwickelt   man    ij  =  ■    und   j^  ^=  Vx^ —  1 

als  binomische  Reihen,  und  wendet  man  auf  diese  die 
Methode  der  Schichten  an,  so  geben  die  geAmdenen  Resul- 
tate die  Summierung  der  neuen  Reihen.  Auch  die  Reihen  fttr 


V  -V 

2        "^^"^772"^  i. 2. 3. 4'^  i. 2, 3. 4, 6'^"^ 


^  = L =  i-^-—- 


»  Ä*  .  Ä* 
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und 


— » 

e 


X 


=  -  + 
1  ~ 


X' 


'^  i.2.3.4.5  '^'" 


2  1    '     1.2.3 

lassen  hier  ein&che  Verwendungen  zu. 

Die   weitere   ADsftthmng   des   Gegenstandes   sei   dem 
Leser  überlassen.    In  ähnlicher  Weise  führt  bei  der  loga- 

^  -  "■/      \    ^ 

rithmischen  Linie  ;r  =  «  die  Methode  aaf  f  =:  y  ^ 


i+« 


nnd  1} 


=/'+i. 


§    78)     Beispiel    der    gleichseitigen    Hyperbel 
i 
y  =  — .     Für  den  Pnnkt  x^^y^  der  Knrve  ist 


X 


also 


cosa 


tana  =  —  tany  =  — , 


_       '^1       ^ 


X. 


1 


2 


die  eine  zugeordnete  KorFO  erhält  also  die  Gleichung 

Die  andere  zn- 
geordnete  Konre 
giebt  nichts  Nenes. 
Man  yersnche  auf 
Gmnd  der  fflr 
diese  Hyperbel 
bekannten  Resul- 
tate solche  f tlr  die 
zugeordneten 
Flächen  abzu- 
leiten. (Die  Beihen- 
entwickelung  und 
die  Anwendung  der  Schichtenmethode  führt  auf  neue  Seihen, 
die  in  d«r  Analysis  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale 
hinausläuft.  Deshalb  wird  hier  auf  ausf  tlhrUche  Besprechung 
yendchtei 
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§  79)  Beispiel  der  Hyperbel  -^  — |j-=i.      Die 
Gleichung    der  Tangente   wird,    wie   leicht   zu   zeigen   ist, 

—T-  —  ^Tr-  =  ^  oder  y  =  -^x , 

a«  b^  ^       y^  a«  y^  ' 

«0  dafs  ^  Ä*^i 

tana=         * 


«V. ' 


allgemein  also 


oosa  = 


die  Gleichung  der  einen  zugeordneten  Kurve  also 

^  a«(a-' — a*) 

wird.  Jetzt  ist  i;  in  binomischer  Reihe  zu  entvdckeln  u.  s.  w. 

§  80)  Für  die  Ellipse  -i  +  -tj  =  i  wird  die  Tangenten- 

gleichung  ebenso  — ^  +  ^^  =  U  oder  y  = ^-^  x , 

ö'        *'  yi       «'yi 

also  tano^ 5—^,  aUgemein  also 


cosa 


aV^* — a' 


/a*  +  x»(ft«— a«)  ' 
SO  dafs  die  Gleichung  der  zugeordneten  Kurve  wird 

'^   —      a«(^'  — «•)      ' 
Wiederum  ist  17  in  binomscher  Reihe  zu  entwickeln.| 

Die  Lösung  der  drei  letzten  Angaben  gehört  der 
höheren  Mathematik  an,  da  sie  auf  elliptische  Integrale  f  tthrt 

§  81)  Bemerkungen.  Die  hier  behandelte  Methode 
scheint  zuerst  von  Hnygens  angedeutet  zu  sein.  Wenigstens 
hat  dieser  die  Rektifizierung  der  Parabel  mit  der  Quadrierung 
einer  Hyperbel  in  Verbindung  gebracht    Bekanntlich  ver- 
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hielt  er  sich  ablehnend  gegen  die  ihm  von  Leibniz  brieflich 
mitgeteilten  Methoden  der  Differential-  mid  Integralrechnung. 
Aber  gerade  hier  hätte  sich  ihm  der  Gedanke  anfdrängeo 
sollen,  dafs  die  Notwendigkeit  gewisser  Beihensummierungen, 
die  geschlossen  nicht  durchgeführt  werden  konnten,  auf 
einen  Ausbau  der  Analysis  hindrängen  mufste.  Grerade  der 
Umstand,  dafs  die  gewonnenen  Ausdrücke  mehrfacher 
Deutung  fähig  waren,  erstens  als  Kurve,  zweitens  als 
Fläche,  dafs  sie  auch  für  die  Mechanik  nutzbringend  ge- 
deutet werden  konnten,  hätte  ihn  zur  Überzeugung  darüber 
bringen  sollen,  dafs  die  Sprache  der  Analysis  die  allgemeinere 
war.  Dafs  femer  die  hier  stets  auftretende  Neigung  der 
Tangente  und  die  Schlufskoordinate  der  Kurve  nichts  anderes 
waren,  als  Deutungen  des  Differentialquotienten,  konnte  ihm 
ebenfalls  nicht  verborgen  bleiben.  Jener  Briefwechsel  spielte 
sich  allerdings  in  den  letzten  Lebensjahren  des  grofsen 
Holländers  ab.  Vielleicht  würde  er  bei  längerer  Lebens- 
dauer die  Fortschritte  der  neuen  Sprache  der  höheren 
Analysis  verfolgt  und  den  Versuch  gemacht  haben,  der 
Differentialrechnung  eine  wirkliche  Differentialgeometrie 
im  oben  besprochenen  Sinne  gegenüberzustellen,  die  auf  die 
Zeichensprache  der  ersteren  verzichtet,  etwa  so,  wie  es  bei 
der  algebraischen  Analysis  der  Fall  ist.  Die  letztere  wurde 
allerdings  erst  durch  Euler  zu  einiger  Vollkommenheit 
gebracht,  der  erstens  die  Beihenlehre  und  zweitens  die  Be- 
handlung des  Imaginären  ganz  aufserordentlich  förderte  und 
die  Periodizität  und  Vieldeutigkeit  der  Exponentialfunktion 
bezw.  des  Logarithmus  erkannte,  und  damit  die  Theorie  der 
doppeltperiodischen  Funktionen  und  der  doppelt  vieldeutigen 
Integrale  ermöglichte.  Huygens  würde  also  sehr  bald  auf 
damals  unüberwindliche  Schwierigkeiten  gestofsen  sein. 

Eine  Anzahl  von  Beihensummierungen,  die  vor  der  all- 
gemeinen Einführung  der  Differential-  und  Integralrechnung 
ausgeführt  wurden,  verdankt  man  übrigens,  wie  es  scheint, 
nicht  arithmetischen,  sondern  geometrischen  Methoden.  Man 
fand  z.  B.  gewisse  Flächeninhalte,  leitete  daraus  geometrisch 
andere  ab,  drehte  oder  verschob  auch  das  Koordinaten- 
system. So  erhielt  man  Beihen  von  anderer  Oestalt,  deren 
Summe  man  schon  vorher  kannte.  Die  Angelegenheit  ist 
also  immerhin  von  historischem  Interesse. 

Die  höhere  Analysis  hat  im  vergangenen  Jahrhundert 
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eine  gro&e  Zahl  der  yorliegenden  Schwierigkeiten  Über- 
wunden nnd  die  Geometrie  der  Ebene,  des  dreidimensionalen 
Banmes  nnd  der  n-dimensionalen  Bänme,  ebenso  die 
Mechanik  der  letzteren  dadurch  in  ungeahnter  Weise 
gefördert.  Der  Geometrie  ist  es  bisher  nicht  gelungen,  es 
ihr  gleich  zu  thun,  obwohl  z.  B.  Steiner  nnd  Lie  bedeutende 
Yorstöfse  in  Gebiete  gemacht  haben,  die  von  der  Analysis 
noch  nicht  in  Angriff  genommen  waren.  Ob  es  der  Geometrie 
möglich  sein  wird,  die  Analysis  wieder  einzuholen,  läfst  sich 
schwer  entscheiden.  Die  Unmöglichkeit  ist  sicher  bisher 
noch  nicht  nachgewiesen  worden. 

i)   Stereometrisohe   und   mechanisohe  Veransohanliohung 

der  statisohen  Momiente,  der  Trägheitsmomente  und  der 

Centriftigalmomente    und    der   Folarmomente    für    ebene 

Flächen  und  ebene  Kuryen  nebst  Anwendungen. 

§  82)  In  der  Ebene  des  Bechtecks  AB  CD  sei  eine  be- 
liebige Fläche  F  gegeben.  Über  dieser  denke  man  sich  einen 
senkrechten  Cylinder,  der  durch  eine  unter  46^  geneigte  und 


Fiff.  24. 


durch  AB  gehende  Ebene  abgeschrägt  wird.  An  dem  so 
gestalteten  Cylinder  lassen  sich  die  oben  genannten  Momente 
bequem  yeranschaulichen  und  deuten. 

Über  jedem  kleinen  Flächenteilchen  /  steht  nämlich  ein 
Cylinder  von   einer  Höhe  x,  die  wegen   des  Winkels  45^ 
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gleich  dem  Abstände  des  Flächenteilchens  von  der  Achse 
A  B  ist.  Folglich  ist  der  Inhalt  des  kleinen  Cylinders  /•  x 
zugleich  das  statische  Moment  seiner  Gnindfläche  in  Bezug 
auf  die  Achse  AD.  Dies  gilt  auch  von  der  Summe  aller 
Cylinder  und  Flächenteilchen.    Folglich: 

Der  Inhalt  des  abgeschrägten  Gylinders  ist 
gleich  dem  statischen  Momente  seiner  Grundfläche 
in  Bezug  auf  die  Achse  AD. 

Nach  Band  n,  §  111  ist  aber  der  Inhalt  des  ab- 
geschrägten Cylinders  J=F .h,  =  F .x^  wo  A,  =  «,  die 
Höhe  des  Cylinders  ttber  dem  Schwerpunkte  der  Fläche  isl 
Bezeichnet  man  also  das  statische  Moment  der  Fläche  F 
in  Bezug  auf  die  Achse  AD  (Y-Achse)  mit  ify,  so  ist 

My   =    JzZ=    FXgj 

der  Schwerpunktsabstand  der  Fläche  also 

_  J  _K 

Ebenso  ist  für  die  Achse  A  B  der  Schwerpunktsabstand 
zu  berechnen  aus  der  Formel 

als 

y«  —  p  —  jp  > 

dabei  ist  J^  der  Inhalt  des  von  A  B  aus  in  entsprechender 
Weise  abgeschrägten  Cylinders,  Mx  =  Ji  das  statische 
Moment  der  Fläche  in  Bezug  auf  die  X-Achse  AB. 

Geht  die  Achse  AD  durch  die  Fläche  F^  so  ist  der 
untere  Teil  des  Cylinders  als  negativ  aufzufassen.  Creht 
A  D  durch  den  Flächenschwerpunkt,  so  werden  Mom^it  und 
Cylinderinhalt  gleich  Null. 

§88)  Das  statische  Moment  des  abgeschräg- 
ten Cylinders  in  Bezug  auf  die  Achse  AD  ist 
gleich  dem  Trägheitsmomente  der  Grundfläche 
in  Bezug  auf  dieselbe  Achse. 

Jede  kleine  Säule  hat  nämlich  den  Inhalt  fxy  ihr 
statisches  Moment  in  Bezug  auf  die  F-Achse  ist  also  gleich 
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f.a.x  =  fa^j  d.  h.  gleich  dem  Trägheitsmoment  des  Flächen- 
teilchens  /  in  Bezug  auf  die  Achse  A  D.  Dehnt  man  dies 
über  die  Summe  der  Flächenteilchen  aus,  so  hat  man  den 
behaupteten  Satz. 

Wird  die  Fläche  von  AD  geschnitten,  so  ist  für  den 
unteren  Teil  des  Cylinders  zwar  jeder  Inhalt  fa  als  negativ 
aufiEUÜBSsen,  aber  auch  jeder  Abstand  Xj  so  dafs  jedes  fa^ 
positiv  bleibt. 

Der  abgeschrägte  Cylinder  hat  einen  Schwerpunkt.  Die 
durch  diesen  gelegte  Senkrechte  soll  die  Schwerpunktsachse 
heüjBen.  Ist  a^  deren  Abstand  von  AD,  so  ist  XoJ=  Ty, 
wenn  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  F  in  Bezug  auf  die 
Y-Achse  AD  mit  Ty  bezeichnet  wird,  denn  ^^J  ist  das 
statische  Moment  des  Gylinders.  Daraus  folgt  als  Abstand 
der  Schwerpunktsachse  des  abgeschrägten 
Gylinders  von  der  Schnittlinie  der  Schräg- 
fläche und  der  Grundfläche 

Ty        Ty        Trägheitsmoment, 


My       statisches  Moment. 


In  dem  Abstände  a^  liegen  die  Punkte,  welche  für  die 
um  die  F-Achse  schwingende  (pendelnde)  Fläche  F  ak 
Schwingungspunkte  zu  betrachten  sind. 

T        T 
[Ebenso  findet  man  y'o  =  -y-  =  "xr^    ^^   Abstand    der 

Schwingungspunkte  derselben  Fläche  in  Bezug  auf  ABy 
wenn  man  sich  den  Cylinder  durch  die  durch  AB  gehende 
Schrägfläche  von  45^  Neigung  abgeschrägt  denkt] 

§  84)  Fttr  die  Schwerpunktsachse  des  ersten  abge- 
schrägten Gylinders  war  oben  der  eine  Abstand  x^,  bestimmt 
worden.  Um  sie  yoUständig  zu  bestimmen,  braucht  man 
noch  den  Abstand  der  Achse  von  einer  beliebig  liegenden 
X-Achse,  z.  B.  von  A  B.  Bezeichnet  man  diesen  Abstand 
mit  ya  7  so  ist  er  zu  bestimmen  aus 

yaJ=M;,. 
Denmach  ist 
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wo  eben  Jf^  das  statische  Moment  des  Cylinders  auf  die 
X-Achse  ist.  Nun  hat  aber  jede  kleine  Säole  den  Inhalt 
fx  und  von  der  X-Achse  einen  Abstand  y.  Das  Moment 
der  Sänle  ist  also  gleich  (/«)  y=zfxy  nnd  didier  M'^=^fxy 
d.  h.  gleich  dem  Centrifiigabnoment  der  Fläche  in  Bezog 
auf  beide  Achsen,  welches  mit  C^y  vi  bezeichnen  ist 

Der  Abstand  der  Schwerpnnktsachse  des  ab- 
geschrägten Cylinders  der  Figar  24  ist  also 

Cxy CentrifugalniomentBy 

My         statisches  Moment^  ' 

wobei  X  andy  die  Achsen  bedeuten,  auf  welche  die 
Momente  za  beziehen  sind. 

Der  Schwerpunkt  des  Cylinders  liegt  also  anf 
der  durch  Xa  und  y^  bestimmten  Achse,  und  zwar  in 
halber  Höhe  der  letzteren. 

Letzteres  ist  der  Fall,  weil  jedes  der  Säulchen  seinen 
Schwerpunkt  in  einer  Ebene  hat,  welche  die  Höhen  sämt- 
licher kleinen  Säulchen  halbiert. 

Für  manche  Fälle  ist  ya  leicht  zu  bestimmen,  dann 
kann  man  die  Formel  benutzen,  das  Centrifugalmoment^y  zu 
bestimmen  durch  die  Gleichung 

Centrifngalmomentxy  =  ya  •  stat.  Momenty 
oder 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  das  Rechteck  A  B  CD  der 
Figur  24  mit  den  Seiten  x  und  y,  so  hat  der  Dachkörper 

X  XV 

den  Inhalt  J=zxy  .  —  =  — ^ ,  seine  Schwerpunktsachse  aber 
hat  von  der  X-Achse  den  Abstand  y^  =  -|- .    Das  statische 

X    1/ 

Moment  der  Fläche  ist  My^=—^^  also  ist 

Bemerkung.  Nach  Cavalieri  gilt  die  Be- 
stimmung der  Schwerpunktsachse  des  abge- 
schrägten Cylinders   oder  Prismas  auch  dann^ 
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wenn  der  Neigungswinkel  der  Abschrägnngs- 
fläche  ein  anderer  als  45^  ist,  denn  die  Ver- 
längerung allerHöhen  in  demselben  Verhältnis 
ändert  die  Lage  der  Schwerpunktsachse  nicht. 

Damit  ist  fttr  das  Gentrifugalmoment  einer 
ebenen  Fläche  in  Bezug  auf  zwei  auf  einander 
senkrechte  Achsen  ihrer  Ebene  erstens  eine 
bequeme  mechanische  Deutung,  zweitens  ein 
wichtiges  Anwendungsbeispiel  gefunden. 

Diesem  läfst  sich  sofort  ein  zweites  anschliefsen. 

§  85)  Aufgabe.  Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
fttr  den  Sektor  eines  Guldinschen  Drehungs- 
kOrpers  von  beliebigem  Profil? 

Auflösung.  Man  denke  sich  die  obige  Fläche  F  um 
A^Dj^  drehend  und  so  den  Guldinschen  Körper  erzeugend. 
Figur  25  stellt  dies  fttr  dessen  Hälfte  im  Aufidb  und  Grund- 
lifs  dar.  Im  Aufrifs  erkennt  man,  dafs  jeder  kleine  Sektor 
PQQ^Pj^    als    abgeschrägter   Cylinder   betrachtet   werden 
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kann,  dessen  Schwerpunkt  Sg  anf  einer  „Achse^  liegt,   die 

T 
von  M  die  Entfemnng  r„  =  -^  hat,   wo  die  beiden  Mo- 

mente  die  der  Profilfläche  in  Bezug  auf  die  durch  M  dar- 
gestellte Achse  AI>  sind.    Folglich: 

Die   Schwerpunkte    der    kleinen    Sektoren 

eines  Gnldinschen  Drehnngskörpers  liegen  anf 

T 
einem  Kreise  KBK^  vom  Radius  r„==^r^. 

(Sie  liegen  also  nicht  auf  dem  Gnldinschen  Kreise 
SCS^j  wie  in  einigen  Lehrbttchem  irrttimlich  angenommen 
wird.)  Dadurch  ist  zunächst  fflr  die  Schwerpunktslage  nur 
ein  (^linder  bestimmt. 

Im  Grundrifs  ist  jetzt  der  Abstand  der  Ebene  dieser 
Schwerpunkte  von  einer  willkttrlich  gewählten  Ebene  A^  D^ 
zu  suchen.  Jedes  Flächenteilchen  /  bildet  einen  Sing  vom 
Inhalte  27t fx^  wenn  x  sein  Abstand  von  der  Drehungsachse 
ist  Das  statische  Moment  dieses  Ringes  in  Bezug  auf  die 
Ebene  ^2>  ist  also  gegeben  durch  27t fxy^  wenn  der  Ab- 
stand mit  y  bezeichnet  wird.  Fflr  den  ganzen  Körper  be- 
stimmt sich  also  der  Schwerpunktsabstand  y«,  mit  Hilfe  der 
Formel  ya,J=^M  als 

_  M  _^7t^fxy_C., 


'"'  J  27t  My  My' 

Folglich:  Der  Schwerpunkt  eines  Gnldin- 
schen Drehungskörpers  hat  von  einer  beliebig 
gewählten  Parallelebene  (zu  den  Drehnngs- 
ebenen  seiner  Punkte)  den  Abstand 

Cxy Gentrifugalmoment 

r 

y 


3/»        statisches  Moment  ' 


wobei  die  Momente  die  der  gedrehten  Fläche 
(des  Profils)  in  Bezug  auf  die  Drehungsachse 
und  den  Schnitt  der  Fläche  mit  der  gewählten 
Ebene  bezogen  sind. 

[Im  allgemeinen  liegt  der  Schwerpunkt  also  nicht  in 
der  Ebene  des  durch  die  Bewegung  des  Flächenschwerpunktes 
entstehenden    Guldiuschen    Drehungskreises    SCS^.      Anf 
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Seite  71  der  Ingenieurmathematik  des  Verfassers  wird  ge- 
zeigt, dafs,  wenn  die  rotierende  Fläche  eine  zor  Drehungs- 
achise  parallele  Symmetrieachse  besitzt,  ein  Ansgleich  derart 
stattfindet,  dafs  der  Schwerpunkt  in  die  Ebene  des  Gnldin- 
sehen  Drehongskreises  fällt] 

Damit  ist  fttr  die  Lage  des  Schwerpunktes  eine  Kreis« 
linie  anf  dem  oben  gefundenen  Gylinder  bestimmt.  Der 
Schwerpunkt  des  Körpers  ist  nun  identisch 
mit  dem  des  Bogens  der  so  bestimmten  Kreis- 
linie. 

Fttr  den  Halbkreis  z.  B.  hat  er  von  der  Drehungsachse 

2r 
den  Abstand  e  =  — ^.    Fttr   den   allgemeinen   Sektor   ist 

der  Abstand 

Tnh        h  2 


s  a  a 

Hier  bedeutet  h  die  Sehne  des  Kreisbogens,  i  seine 
Länge,  a  den  zum  Gentriwinkel  a  gehörigen  Bogen  des 
Einheitskreises. 

Damit  ist  die  Aufgabe  Tollständig  gelöst. 

§  86)  Aus  der  Gleichung  Cxy=^fjs2/=^fyai  geht 
hervor,  dafs  man  x  und  y  vertauschen  kann,  ohne 
dafs  das  Gentrifugalmoment  sich  ändert.  Denkt 
man  sich  also  den  ttber  F  stehenden  Gylinder  durch  eine 
Schrägfläche,  die  unter  43^  Neigung  durch  AB  geht,  ab- 
geschrägt, so  hat  der  neue  Gylinder  in  Bezug  auf  A  D  das« 
selbe  statische  Moment,  wie  der  alte  in  Bezug  auf  AB. 
Demnach  ist 

Fttr  den  ersten  hatte  die  Schwerpunktsachse  die 
Abstände 

^a=  jyp,  y^  =  'jj^i  ^^  ^®^  zweiten  ^a  =  -^j  y^'^'M' 

§  87)  Entsprechendes  fttr  die  Umrandung 
der  Fläche  F.    Man  hat  nur  nötig,  you  der  Umrandung 
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u  der  Fläche  kleine  Bogenelemente  s  zu  betraehten  (statt 
der  frttheren  /),  nm  folgende  Sätze  zu  erhalte^: 

Die  Mantelfläche  des  unter  45^  abgeschrägten 
Cylinders  ist  gleich  dem  statischen  Momente  My 
seiner  Grundlinie  in  Bezug  auf  die  Abschrägungs- 
achse AD.     Der  Schwerpunktsabstand  der  Grund- 

M 

linie   von  AD  ist   bestimmt   durch  Xg  =  — —.     Das 

u 

statische  Moment  der  Mantelfläche  in  Bezug  auf 
AD  ist  gleich  dem  Trägheitsmomente  Ty  der  Grund- 
linie in  Bezug  auf  AD^  das  statische  Moment  der- 
selben Mantelfläche  in  Bezug  auf  AB  ist  gleich 
dem  Centrifugalmomente  C^y  der  Grundlinie  für  die 
beiden  Achsen.  Die  Schwerpunktsachse  des  ab- 
geschrägten     Cylindermantels     hat     you     beiden 

T  C 

Achsen  die  Entfernungen  «^  =  --^,  y^=:-^. 

Für  den  zweiten  Cylindermantel  stelle  man  die  Formeln 
selbst  auf. 

Alle  Bemerkungen  über  die  Schwingungs- 
punkte, reduzierten  Pendellängen,  über  die  freien 
Drehungsachsen,  über  den  Trägheitsradius  u.  s.  w. 
bleiben  bestehen. 

Auch  die  Aufgabe  über  den  Schwerpunkt  der 
Guldinschen  Drehungsfläche  ist  in  derselben  Weise, 
wie  vorher,  zu  lösen. 

§  88)  Deutung  des  Namens  Gentrifugalmoment 
an  einer  Gentrifugal-Betrachtung. 

Man  denke  sich  eine  homogene  Fläche  F,  die  sieh 
um  eine  Achse  AD  dreht.  Ist  &  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Drehung,  so  erhält  jedes  Teilchen  /  eine  Centrifhgal* 
kraft  /^^^     Die  gesamte  Gentrifugalkraft  ist  also  gleich 

d.  h.  ebenso  grofs,  als  ob  die  Masse  im  Schwer- 
punkte vereinigt  wäre.  Der  Angriffspunkt  der  C^itri- 
fugalkraft  ist  aber  nicht<  etwa  der  Schwerpunkt  der  FlächCy 
sondern    ein    anderer.      Die    an    gleiehen    Fiächenteilchen 
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wirkenden  Kräfte  sind  nämlich  proportional  den  Abständen 
Yon  der  Drehungsachse,  ebenso,  wie  die  Höhe  des  oben 
betrachteten  Cylinders.  Die  Sehwerpunktsachse  des  letzteren, 
bezw.  ihr  Fafspunkt  giebt  den  Angriffspunkt  an.  Dieser  ist 
also,  wenn  eine  beliebige  Gmndebene  AB  angenommen  wird, 
gegeben  durch  die  Abstände 


3L 


D 


vif.  26. 


Angenommen,  die  Achse  A  D 
wäre  bei  A  in  einer  Yertiefdng 
angestellt,  so  würde  das  Gen  tri - 
fngalmoment,  welches  sie  nm- 
«tttrzen  will,  von  der  Grobe 

«ein.  Dieses  Moment  ist  also 
proportional  dem  oben  be- 
handelten Gentrifngal- 
moment.  Da  es  sich  nm  ein 
Bestreben  handelt,  aus  der  Kreis- 
bahn abzuweichen,  so  trägt  das 
Moment  auch  den  Kamen  De- 
yiationsmoment.  —  An  den  Gentrifugalkräften  untersucht 
man  am  bequemsten,  ob  Gleichgewicht  herrscht,  oder  ob 
z.  B.  Kräftepaare  auftreten,  deren  Moment  eben  das  Gentri- 
ftigalmoment  ist. 

§  89)  Eine  andere  Yeranschaulichung  des 
axialen  Trägheitsmomentes  ebener  Umrandungen. 
Man  denke  sich  wiederum  eine  Grundebene  AB  CD  und  in 
ihr  eine  Fläche  jP,  deren  Trägheitsmoment  in  Bezug  aui 
die  Achse  AD  untersucht  werden  soll.  Zur  Yeranschau- 
lichung denke  man  sich  über  der  Fläche  einen  Gylinder 
stehend,  und  zwar  über  jedem  Flächenteilchen  einen  solchen 
von  der  Höhe  ^*,  wobei  x  der  Abstand  von  AD  sein 
soll.  Der  Gylinder  wird  dann  abgeschrägt  durch  eine 
parabolisch  -  cylindrische  Fläche,  die  durch  die  Gleichung 
zz=x^  dargestellt  wird. 

Der  Inhalt  des  parabolisch  begrenzten 
Cylinders  ist  gleich  dem  Trägheitsmomente  Ty 

Holsmftllar,  StoreomatrU  IT.  6 
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seiner  Grundfläche  in  Bezug  auf  die  Achse 
AD;  seine  Mantelfläche  ist  gleich  dem  ent- 
sprechenden Trägheitsmomente  ihrer  Grund- 
linie. Die  mittlere  Höhe  des  Cylinders  ergiebt 

T 
sich   aas   htF=J=Ty   als   ht  =  -^   und    befindet 


F 


sich  im  Abstai|de  x^  =  Vfh=  y  -^.  Entsprechen- 


des gilt  für  den  Mantel,  fttr  den  Ai  = 


TL 


u 


ist 


Flff.  27. 

Das  statische  Moment  dieses  Körpers  in  Bezug  auf  AD 

und  AB  vTttrde  auf  die  Momente  höherer  Ordnung  ^fx^ 

und    ^fx^y    führen,    die    ebenso,    wie   die    früher    be- 
sprochenen untersucht  werden  können. 

§  90)  Stereometrische  Veranschaulichung 
des  Gentrifugalmoments  für  ebene  Flächen 
und  ihre  Umrandungen. 

Man  denke  sich  ein  horizontales  Quadrat  AB  CD  von 
der  Seite  i  und  über  CD  ein  senkrecht  stehendes  Dreieck 
DCE  von  der  Seite  CE:=  1  errichtet.  Dann  verbinde  man 
B  mit  £,  so  dafs  ein  windschiefes  Viereck  AB  ED  ent- 
steht, durch  welches  ein  hyperbolisches  Paraboloid  bestimmt 
wird.  Die  beiden  Scharen  von  Geraden  dieser  Fläche  erhält 
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man,  indem  man  die  gegenüberliegenden  Seiten  in  eine 
gleiche  Anzahl  kleiner  Teile  einteilt  nnd  die  entsprechenden 
Teilpunkte  mit  einander  verbindet.  Es  fragt  sich  nnn,  wie 
grofs  das  Lot  z  in  einem  Punkte  G  (oder  Flächenteilchen  /) 
der  Grundfläche  ist,  der  die  Abstände  FG  =  x  und  JG=y 
haben  möge.  Man  lege  durch  G  eine  senkrechte  Ebene 
parallel  za  AD^  was  ein  Dreieck  JKL  giebt.  In  diesem  ist 
KL  =  Xj  aber  G  H  bestimmt  sich  aus  y\i^=^z\x^  so  dafs 


Fig.  28. 

;8r  =  ;cyi8t*)  (Gleichung  eines  hyperbolischen  Paraboloids.) 
Denkt  man  sich  die  Fläche  durch  die  Geraden  bis  ins  Un- 
endliche fortgesetzt,  so  ergiebt  sich  für  eine  ebene  Fläche  F, 
die  in  die  Grundebene  gelegt  ist,  dafs  der  über  ihr 
stehende  Gylinder  durch  das  hyperbolische  Para- 
boloid    so   begrenzt   wird,    dafs   sein  Inhalt   gleich 

2^f^y^  sein  Mantel  gleich^^^y  ist.  DurchJCylinder 
und  Mantel  sind  also  die  Centrifugalmomente  der 
Grundfläche  F  und  ihrer  Umrandung  in  Bezug  auf 
die  Achsen  AB  und  AD  dargestellt. 

*)  In  der  Figur  ist  Q-K  irrtümlich  mit  y  bezeichnet.    Es  muTs 
heifsen  %, 

6* 
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Handelt  es  sich  um  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  «^  nndy,, 
fiK>  ist  die  Linie  1/  E'  natürlich  nicht  mehr  unter  45^  geneigt, 
ebensowenig  die  Gerade  B^E^.  Das  Gentrifogalmoment  des 
Rechtecks  bestünmt  sich  dann  folgendermafsen :    Die  Hohe 

KL  wird  im  Verhältnis  von  i:y^  vergröfsert,  also  wird 

t 

JK^ij=4?  .y^,  das  Dreieck  JK^L^  also  gleich  xy^ .  -^=-|-i. 

Dies  ist  der  Qaerschnitt  ttber  JK  in  der  Entfemimg  x,  maa 
hat  also  die  Qaersohnittsfonnel 


?«  = 


Vi 


X. 


nach  der  Schichtenformel  ist  demnach  der  Inhalt  des  Körpers 
von  a;  =  ö  bis  «  von  der  G-röfse 


% 

j= 

0 


2    2 


Also  von  0  bis  ^^  ist  J= 


*'y? 


^V! 


Dies   war   in   der 


That  das  Centrifngalmoment  des  Rechtecks  mit  den  Seiten  r^ 
nnd  y^  in  Bezng  anf  zwei  zosammenstofsende  Seiten.  YgL  §  84. 

§  91)  Stereometrische  Veransehanlichang  nnd 
verschiedene  Deutangen  des  Polarmomentes  erster 
Ordnung  fttr  ebene  Flächen  und  ihre  Umrandungen. 

Man  denke  sich  einen 
Ereiskegel ,  dessen  Leit- 
linien die  Neigung  46^ 
haben,   mit   der    Spitze  P 

auf  horizontaler  Ebene 
stehend,  so  dafs  seine 
Achse  senkrecht  ist.  Er- 
richtet man  dann  in  eintoi 
beliebigen  Punkte  auf  der 
Grundebene  ein  Lot,  welches 
bis  zur  Eegelfläche  reicht, 
so  erhält  dieses  die  Länge 
z  =  r,   wo  z  der  Abstand 


des    Punktes    von    P   ist 
^'  2*-  [ä;  =  r  ist  also  die  Gleichung 
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des  Kegels,  den  man  sich  naeh  oben  bis  ins  Unendliohe 
verlängert  zu  denken  hat  Über  jedem  kleinen  Flllehen- 
teilchen  /  der  Gnmdebene  denke  man  sich  wie  früher 
dnrch  solche  Lote  einen  Gylinder  errichtet,  dann  ist  dessen 
Inhalt  J  =^fT.    Der  über  einer  beliebig  gestalteten  Fläche 

errichtete  Cjrlinder  aber  erhält  den  Inhalt  J  =^^fr  =  M^ 
d.  h.  einen  Inhalt,  der  gleich  dem  Polarmoment 
erster  Ordnung  der  Fläche  in  Bezug  auf  den  Punkt 
P  ist.  Der  Gylindermantel  stellt  das  Polarmoment 
für  die  Umrandung  der  Fläche  dar. 

Ist   z.  B.   die  Fläche  P  ein  Quadrat  von  der  Seite  2, 
und  wird  das  Polarmoment  für  dessen  Mittelpunkt  gesucht, 


Flg.  80. 


80   giebt   der  Kegel  das  in  Figur  80  dargestellte  Gebilde, 

welches  einem  Rechteekskörper  von  der  Höhe  V2  einbe- 
schrieben ist  und  auf  der  Seitenfläche  hyperbolische  Be- 
grenzung zeigt.  Der  Inhalt  des  Aufsenkörpers  zum  Kegel 
ist  gleich  dem  Polarmoment  der  Grundfläche  in  Bezug  auf 
P,  die  Summe  der  Fläche  der  Aufsenwände,  aus  denen 
hyperbolische  Stücke  auszuschneiden  sind,  giebt  das  Polar- 
moment der  Umrandung  des  Quadrates.  Die  Hyperbeln  sind 
gleichseitige,  weil  die  nach  ihren  unendlich  fernen  Punkten 
gehenden  Geraden  die  Neigung  45^  haben.     Bei  der  Be- 
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rechnnng  der  letzteren  Momente  spielt  also  der  Flächeninhalt 
des  Segments  der  gleichseitigen  Hyperbel  eine  Bolle.  Dies 
gilt  von  den  Polamomenten  jeder  beliebigen  Parabel. 

J        M' 

Die  mittlere  Höhe  des  Cylinders  A,»  =  -=-==— r^ 

stellt  stets  den  mittleren  Abstand  der  Flächen- 
teilchen der  Grundfläche  vom  Punkte  P  dar,  die 
des  Mantels  den  mittleren  Abstand  der  Kand- 
punkte  von  P. 

Dreht  sich  also  die  Fläche  F  oder  ihre  Umrandung  mit 
konstanter  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Achse  PQ,  so  dafs 
jedes  Teilchen  die  wirkliche  Geschwindigkeit  r^  hat,  so 
giebt  Am  zugleich  den  Abstand  der  Punkte  an,  welche  die 
mittlere  Geschwindigkeit  haben,  und  wo  die  mittlere 
Gentrifugalkraft  mr^*  herrscht.  Diese  Entfernung 
soll  heifsen  der  Radius  des  Polarmomentes  erster 
Ordnung. 

Besonders  einfach  sind  diese  Momente  fttr  die  zu  P 
konzentrischen  Kreise  und  die  Polarparabeln  (Spiralen)  mit 
dem  Gentrum  P.  Schon  die  regelmäfsigen  Vielecke  machen 
sogar  in  Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  ziemlich  viel  Rechnung 
nötig,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. - 

§  92)  Stereometrische  Veranschaulichung  des 
polaren  Trägheitsmomentes  ebener  Flächen  und  ihrer 
Umrandung.    Statt  des  Kegels  denke  man  sich  jetzt  als 

begrenzende  Fläche  das 
Drehungsparaboloid  z  =  r*. 
Bei  ihm  giebt  jedes  Flächen- 
teilchen  /  einen  Cylinder- 
inhalt  /r*,  jede  grOCsere 
Fläche   F   einen    Cylinder 

Inhalt  ^fr\    Also: 

Der  über  einer  Fläche 
stehende,  durch  das 
Paraboloid  begrenzte 
Gylinder  hat  einen  In- 
halt, der  gleich  dem 
Trägheits-Momente  T^ 
seiner  Grundfläche  in 
jig,  ,1.  Bezug  auf  den  Punkt  P 
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ist.  Seine  Mantelfläche  ist  gleich  dem  Polar- 
momente  zweiter  Ordnnng  der  Umrandung  in  Bezng 
«nf  P. 

Die   mittlere   Höhe    des   Cylinders   bestimmt   sich   als 

T  i/^r 

h^  =  -^.     Sie   befindet   sich   im   Abstände   r«»=  ^  -^^ 

und  giebt  die  Stellen  mittleren  Trägheitsmomentes  an. 
r^  heilst  der  Radius  des  Trägheitsmomentes.  Ent- 
sprechendes gilt  vom  GylindermanteL 

Denkt  man  sich  jede  Flächeneinheit  von  F  mit  der  Masse 
i  belegt  und  dreht  sich  die  Fläche  F  um  die  Achse  P  Q,  so 

hat  jedes  Flächenteilchen  die  Bewegungsenergie  /r* — ,  die 

ganze  Fläche  also    -r-  yfr'^  =  -—  2^ ,  so  dafs  die  Energie 

proportional  dem  Trägheitsmomente  ist  Die  Wichtigkeit 
des  Begriffs  ftlr  die  Dynamik  liegt  auf  der  Hand.  Wird 
eine  beliebig  gestaltete  Scheibe  durch  eine  am  gegebenen 
Hebelarm  wirkende  Triebkraft  in  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  versetzt,  so  ist  die  Winkelbesehleunigung  von  der 
Oröfse 

fr Moment  der  Triebkraft. 

'^~~^~      Trägheitsmoment 
Schwingt  die  Scheibe  als  Pendel  in  ihrer  Ebene  um  den 

Punkt P,  so  ist  die  Schwingungsdauer  i=^it\  ^ ,  wo  if  jetzt 
das  statische  Moment  in  Bezug  auf  den  Drehungspunkt  bedeutet. 

r 

Die  reduzierte  Pendellänge  also  ist  gegeben  durch  l^-^- 

Auch  der  Mittelpunkt  des  Stolses  Hegt  in  der  Entfernung 

T 

-jr|.  Für  ihn  ist  die  Drehungsachse  beim  Stofse  eine  frei- 
willige Achse,  die  also  keine  Erschütterung  erhält.  Die  aus- 
gedehnteste Anwendung  findet  das  polare  Trägheitsmoment 
in  der  Lehre  von  der  Torsionsfestigkeit. 

§  93)    Bemerkung.    Alle  diese  stereometrisehen  Yer- 
anschaulichungen  geben  brauchbare  Übungsaufgaben  für  die 
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darstellende  Geometrie,  und  zwar  handelt  es  sich  am 
Dnrchdringangen  senkrechter  Cylinder  und  Prismen 
von  beliebiger  Grundfläche  mit  den  begrenzenden 
Homentflächen,  also  mit  der  um  45^  geneigten 
Ebene,  dem  parabolischen  Cylinder,  dem  Kegel 
mit  Neigung  4ö^  der  Geraden,  des  Drehungspara- 
boloids,  wobei  man  auch  noch  zu  Momenten  höherer 
Ordnung  übergehen  kann. 

Die  nachstehenden  Berechnungen  von  Momenten  für 
gegebene  ebene  Flächen  und  Kurven  geben  also  zugleich 
Berechnungen  fttr  die  damit  zusammenhängenden 
stereometrischen  Gebilde  und  eine  ganze  Reihe  von 
Sätzen  ttber  diese  Gebilde.  Jede  genau  konstruierte 
Figur  dieser  Art,  sei  sie  in  schräger  oder  senkrechter 
Parallelprojektion  dargestellt,  fördert  den  Schttler  zugleich 
hinsichtUoh  des  korrekten  Zeichnens,  der  rilumlichen  An- 
schauung und  auch  der  Vorstellung  mechanischer  Begriffe. 
Ober  die  genannten  Anwendungen,  besonders  solche  tech- 
nischer Art  giebt  des  Verfassers  Ingenieur-Mathematik 
Band  I  zahlreiche  Beispiele. 

Die  oben  abgeleiteten  Verschiebungssätze  71  =  T-^-e^F 
und  Tp=  Tp  +  «*F  (fttr  Flächen)  bezw.  7;  =  r+  «•«  und 
T,  =  rp+ «««  (für  Bogen)  geben  für  Cylinder  und  Cylmdei^ 

mäntel,  die  in  der  besprochenen  Weise  parabolisch  begrenzt 
sind,  leicht  auszusprechende  stereometrische  Sätze,  von  denen 
namentlich  der  für  Tp  angedeutete  von  überraschender  Ein- 
fachheit ist.  Dabei  sind  T  und  Tp  die  für  eine  Schwer- 
punktsachse bezw.  den  Schwerpunkt  geltenden  Momente. 
Auch  der  Satz  Tp  =  T^  -f-  7y  läfst  eine  einfache  Deutung 
stereometrischer  Art  zu. 

x)  Beispiele  yon  Momenten  ebener  Flftohen  und  Kurven, 
nebst  Bfttsen  über  die  Poinaotsohen  und  Clebsoh-Calmami- 
sohen   TrägheitseUipsen    und   über   die  Lemniakate   des 

Centrifügalmomente. 

a)  Statische  Momente  und  Schwerpunkte  ebener 
Flächen  und  ihrer  Umrandung. 

§  94)  Hinsichtlich  der  Schwerpunkte  sind  schon  in 
Band  n  und  Band  lU  zahlreiche  Beispiele  durchgeführt, 
durch   die  zugleich   die   statischen  Momente  in  Bezug  auf 


\ 
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irgend  welche  Achsen  der  Ebene  erledigt  sind.  Abgesehen 
von  den  Flächen  und  Kurven  mit  mehreren  Symmetrie« 
achsen,  bei  denen  der  Schwerpunkt  Mittelpunkt  ist,  handelt 
es  sich  z.  B.  um  das  Dreieck  und  dessen  Umrandung,  um 
das  Viereck  und  seine  Umrandung,  um  den  Kreissektor 
und  den  zugehörigen  Kreisbogen,  auch  um  dessen  gesamte 
Umrandung,  um  den  Kreisabschnitt  und  seine  Umrandung. 
Bei  den  Abschnitten  und  Sektoren  der  Ellipsen, 
Hyperbeln  und  Parabeln  aber  handelt  es  sich  nur  um 
die  Flächen,  nicht  um  die  Bogen.  In  Band  1  geschah  es 
in  dem  Kapitel  über  Gylinder  und  Prismen,  besonders  auch 
abgeschrägte  Gylinder  und  Prismen,  in  Band  in  bei  den 
Untersuchungen  tlber  die  Guldinsche  Inhaltsformel  und 
Flächenformel. 

§  96)  Gelegentlich  der  Schichtenformel  und  der  Er- 
weiterung der  Simpsonschen  Kegel  wurden  auch  die  Momente 
fttr  die  Flächen  der  Parabeln  höherer  Ordnung  er- 
ledigt. Der  Vollständigkeit  halber  mufs  aber  einiges  bei- 
gefügt werden,  wobei  die  Parabel  zweiter  Ordnung  ^  =  Äry* 
als  Beispiel  dienen  soll,  die  sich  auch  in  der  Form 


-V|=(t)^ 


schreiben  läfst,  also  in  Be- 
zug  auf  die    andere   Achse     Y 

von  der  — *•'    Ordnung   ist. 

Die    Fläche    ACD    ergab    d 


Vi  ifi 

0  *^ 


»1  ^4 


M 


also    die    Sehwerpunktshöhe 

3 


Vv 


Fttr    dieselbe    Fläche   führt 
aber  die  Gleichung 


JC.'^ifJ^ 


=Yi 


auf  senkrechte 


Flg.  82. 
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Qaerschnitte  von  der  Form  q^^zy  —  [a^^  — «^J,  wobei 

a^  als  konstant,  a  als  veränderlich  zu  betrachten  ist     Man 
erhält  also  für  die  Fläche 


F 

0 


=Vi 


X, 


2     ^-i 


a 


3_ 
7 


-nv-u^^ 


^        ix. 


3     i. 


fttr  das  statische  Moment  in  Bezug  auf  AD  also 


»1 


Vi 


x^ 


1^2 

2 


x^ 


2 


Demnach    wird    der 
Y-Achse 


Schwerpnnktsabstand    ron    der 


Jf„ 


X, 


5 

i 

-.* 

10 

1 

A» 

■ 

8 

i 

*.* 

3      L 

Nach  derselben  Methode  sind  die  Trägheitsmomeate 
und  Trägheitsabstände  in  Bezug  aaf  beide  Achsen  zu  be- 
handeln, wovon  jetzt  nicht  die  Rede  sein  soll 

§   96)    Die   Fläche  ABC  kann    ebenfalls   nach    den 


Schichtenformeln    q  =  iyj  —  iy*    bezw.    q^  =  -^ x      be- 
handelt  werden.    Da  aber  die  Fläche  hier  das  Doppelle  von 
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der  vorigen  ist,  läfst  sich  auch  die  Yerlängening  von  SM 

um  die  Hälfte  anwenden,  was  S^  giebt.    Letzteres  f tllirt  auf 

3  3 

-^  y^  nnd  -=-  ^t  als  SchwerpnnktsabstSnde  yon  der  F-Achse 

und   X-Achse.     Die   Sohichtenformel    fuhrt    anf   dieselben 
Werte,  denn 


3 
4 


also  wird  jetzt 


-jky. 


8 


nnd  üf- =--=rÄ^    führt  anf  F  =  -—.^^  =  —  -—:xJ^ 

^'     VT  VT     ^        ^  VT    '  ' 


6 

T  » 


VT      ^        5  VT    '   ' 


2 

also  wird  jetzt 


^    I 


§  97)  Nach  diesem  Vorgange  kann  man  z.  B.  folgende 
Tabelle  f tlr  die  Parabeln  y  =  ky^  anfttellen : 


*)  M  ist  der  Uittelpnnkt  dM  Bechtedu  ABCD. 
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In  jeder  Horizontalreihe  erkennt  man  bei  dieser  Schreib- 
weise ein  Fortschreiten  der  Zahlen  in  den  Zählern  bezw. 
Nennern  nach  arithmetischer  Reihe,  so  dafs  z.  B.  die  letzte 

5  6  7 

Seihe  weitergeht  mit— —  a?,  -irr-a?i,  -i^^r  ^-  s-  w. 

lo  JJ  Jo 

§  98)  Darans  geht  zugleich  hervor,  dafs  man  für  die 
gebrochenen  Exponenten  einfach  interpolieren  kann. 

So   wttrde   z.B.   ftlr   die   Parabeln   a  =  kyij    x  =  k^i/ij 

w  =  k^yi  in  der  letzten  Reihe  einzuschalten  sein 

1+2  2+3  3  +  4 

2  3  2  6  2  7 

•     2+6   ^     8   ^'    '     6+10^     16  ^'"^^     10+14  ^     24^ 

2  2  ~2 

9  11 

und  würde  es  weitergehen  mit  -^^«i,  -rpr^i  ^  »•  w.    Für 

9 

die  Parabeln  x  =  kyi  und  iyi  wttrde   zwischen  i  =  -r- 

6  4.         ^  a 

und  2=—  einzuschalten  sein  —  und  — ,  zwischen  2=—  und 

^      18  /  10      .14      ^    .^J    ,  "^ 

0  =—  dagegen  -r-  und  -r-,  man  hätte  also 


4 

5 

3 
10 

^1  = 

4 

bezw. 

x^ 

3 
14 

^1 

— 

5 

X. 

14 

X,- 

Die  Reihe  wttrde  also   im  ganzen   lauten  Xg  =  -^a^j 

4  5  6 

iTi^ii  T7^ii  tt;*!   ^'  8-  w.      Diese    arithmetischen    Reihen 

10         14         18 

treten  fttr  gewisse  Schreibweisen  auch  bei  den  Trägheits- 
momenten, Centrifugalmomenten  u.  s.  w.  auf.  Mit  Hilfe  einer 
Tabelle,  die  nur  die  ersten  drei  Kolonnen  enthält,  kann  man 
also  nicht  nur  mit  Hilfe  der  Fortsetzung  der  Reihen  nach 
rechts,  sondern  auch  durch  Interpolation  und  endlich  durch 
Fortsetzung  mit  Hilfe  der  Schichtenformel  fttr  beliebige 
Momente  höherer  Ordnung  zu  allen  möglichen  Resultaten 
gelangen.  Setzt  man  a  =  b  =  c  =  d  =  ...,  so  ergiebt  sich 
zugleich,  dafs  jede  der  Flächen  das  statische  Moment  der 
vorhergehenden  in  Bezug  auf  die  Grundlinie  darstellt,  also 
jeder  zugehörige  parabolische  Cylinder  das  statische  Moment 
des  vorangegangenen  in  Bezug  auf  die  Grundfläche. 
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§  100)   Man  suche  noch  folgende  Trägbeitsmomente  für 
die  Schwerponktsachseo  nnd  den  Schwerpunkt  za  bilden: 

Gleichschenkliges  Dreieck: 


r.= 


36  ' 
bh 


_  Ä6» 
^''~  48  ' 


In  Bezug  auf  die  Spitze  ist 

T;=^ii2h*-\-b'), 


Hg.  84. 

in  Bezug  auf  die  Basis  ist 


48 
TL  = 


bh* 


r.= 


X 


12 


Beim  Rechteck  mit  den  Seiten  a  nnd  b  ist  daher  f  ttr 
die  Diagonale 

r_.dh}_dh*_i    ,^^,-r-^r      ab      y         aH* 


Symmetrisches  Trapez: 


V 

I 

I 

I 

■  I 

h 

I 
I 
I 
I 


A(fe,  +  26,) 


Vigy  86. 


5Ö 


^«=ik-f*'+*'*«+*i*'+**i- 


Tp    ist    die    Summe    der 
beiden. 


•  §  101)  Mit  Hilfe  von  T;  für  die  Spitze  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  findet  man  fär  das  regelmäfsige 
n-Eck 
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nbQ 


UQ 


T,  =  -^(i2^^  +  b^  =  ^(12g^  +  b^, 


48 


48 


wo  b  die  Seite,  ^  der  Radios  des  einbescbriebenen  Kreises, 
n  die  Seitenzahl,  u  der  Umfang  ist.  Das  axiale  Trägheits- 
moment für  jede  beliebige  Achse  dnrch  den  Mittelpunkt  ist 
nach  dem  Additionssatz  Tp  =  Ta.  -f-  Ty  halb  so  grofs,   also 

Man  hat  also  als  polare  Trägheitsmomente  für 


regebn.  Dreieck     Ta=-^y  3, 


w 


Viereck     7«= 


12' 


w 


Sechseck  r,=  -^-  Vs 
Achteck    n=  ^{11-^-8^2), 


'~  6  ' 

r,=4  b*  VI 


8 
6* 


rp=— (ff4-»/2). 


Fttrdie  regelmäfsigen 
Polygone  mit  gerader 
Seitenzahl  ist  der  Satz 

T 

rp  ±v 

2 

ohne  weiteres  klar,   weil 

die  Qnadrantensumme 
/-|-ZZ  sich  in  Bezng  auf 
KL    ebenso   verhält  wie  JC 
II  +  III   in   Bezug   auf 
K.L^,  Für  ungerade  Seiten- 
zahl wird  der  Satz  unten 
für  regelmärsige  Flächen  und  ihre  Umrandungen  zusammen 
bewiesen. 

§  102)  Für  den  Kreis  war  das  polare  Trägheitsmoment 


FIff.  86. 


7t  r' 


schon  nachgewiesen  als  Tp  =  — —  = 


7t  d' 
~32 


wobei  es  auf 


Holsmftller,   Stortometrie  lY. 
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den  Mittelpunkt  bezogen  war.  Dies  bestätigt  sich,  wenn 
man  in  T,  für  das  regelmäfsige  n-Eck  einsetzt  u  =  27t;j 
b  =  0.  Fttr  den  Kreismittelpnnkt  und  die  dorch  ihn  gelegten 
Achsen  hat  man  also  im  ganzen 


T  — 


7t  r' 


T.= 


7t  r' 


2    '      "  4 

Fttr  den  konzentrischen  Eareisring  folgt 


§  103)  Fttr  die 
Halbkreisfläche  wird 
in  Bezug  auf  den  Schwer- 
punkt nnd  die  durch  ihn 
gelegten  Hauptachsen 


T  — 


7tr* 


Flff.  87. 


T  — 


\4         97t) 


104)   B'ttr  Ellipsen  mit  den  Halbachsen  a  und  b  vsXj 

wie   ausjjder  Halbkreis- 


formel 


r== 


7t  h' 


Flg.  88. 


r. 


a     /  7th^\ 


in  Bezug  auf  AB  herv-or- 
geht,  nach  Cavalieris 
Methode  das  axiale  Träg- 
heitsmoment 

Ttab^ 


In    Bezug    auf    CD    folgt    aus    der    Halbkreisformel 
r=i^  das  Afache,  also  T,  =  ^(^\  =  ^. 

4  a  '  «VB4/  4 
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Das  polare  Trägheitsmoment  in  Bezug  anf  den  Mittel- 
punkt ist  für  die  Ellipsenfläehe 


Fig.  39. 

§  105)  In  des  Verfassers  Ingenienrmathematik 
findet  man  noch  elementar  abgeleitet  die  Formeln  für 
Viertelkreis,  allgemeinen  Sektor,  allgemeines 
Kreissegment,  allgemeine  Halbellipse,  elliptischen 
Ring,  Querschnitt  der  Flttgelachse  und  der  Säule  mit 
Verstärkungsrippen  und  die  Momente  fttr  die  wichtigsten 
Querschnitte  des  Maschinenbaues,  als  T-^isen,  T-Eisen, 
T^-Eisen,  trapezförmige  T-Träger,  Gurtungen  u.  s.  w.,  die 
für  die  Biegungsfestigkeit,  Strebfestigkeit  und 
Torsionsfestigkeit  von  Wichtigkeit  sind,  aber  auch 
Beispiele  fttr  die  Dynamik,   Stereometrie  u.  s.  w.  abgeben. 

Dort  sind  auch  graphische  Methoden  zur  Bestimmung 
der  Schwerpunkte,  z.  B.  auch  die  Methoden  von  Nehls,  Mohr, 
Land,  Gulmann  und  Reye  angegeben,  denen  Verfasser 
auch  noch  eine  Methode  mittels  einfocher  konformer  Transfor- 
mationen beigefügte,  durch  welche  auch  Aufgaben  elementar 
gelöst  werden,  die  sich  auf  schwierigere  Begrenzungen  der 
Flächen  durch  Parabeln,  kardioidische  Kurven  höherer  Ord- 
nung, gleichseitige  Hyperbeln  zweiter  und  höherer  Ordnung, 
Lemniskaten  höherer  Ordnung  u.  dergl.  beziehen. 

Jede  der  gelösten  Aufgaben  läfst  sich  auch  als 
Lösung  einer  entsprechenden  stereometrischen  Auf- 

7* 


100   I*  Simpsonsche  Regel,  Schichtenformel  u.  konforme  Abbildung  etc. 

gäbe  betrachten,  die  sich  auf  einen  eben  oder  para* 
bolisch  abgeschrägten  Gylinder  bezieht,  wobei  das 
Paraboloid  sowohl  ein  cylindrisches  als  auch  ein 
Drehungsparaboloid  sein  kann. 

Unter  den  dort  gelösten  Aufgaben  seien  folgende  ge- 
nannt: Schwerpanktsbestimmnng  für  den  Meridian- 
keil einer  Engel,  Berechnung  der  Tragfähigkeit  von 
Achsen  und  technischen  Trägern,  von  Säulen  und 
Streben  beliebigen  Querschnitts  bei  verschiedenen 
Arten  der  Belastung,  die  Drehungsenergie  von 
Schleifsteinen,  Mühlsteinen,  Schwungringen  ein- 
facher Form,  Probleme  über  den  verzögerten  Fall 
drehender  Körper,  die  durch  Abwickelung  eines 
Fadens  oder  bei  schiefer  Ebene  durch  Reibung  zum 
Drehen  gezwungen  werden,  wobei  falsche  Auf- 
fassungen über  das  Verhalten  des  Drehungswinkels 
widerlegt  werden,  Aufgaben  über  die  Atwoodsche 
Fallmaschine,  über  das  Schwingen  physischer 
Pendel,  über  die  Leistungsfähigkeit  cylindrischer 
Triebwellen,  besonders  der  Schraubenwellen  von 
Schiffsmaschinen,  von  Transmissionswellen,  Be- 
stimmungen für  den  Mittelpunkt  des  seitlichen 
Wasserdrucks  u.  s.  w.  Alle  diese  Aufgaben  lasseo 
sich  mit  Hilfe  der  für  ebene  Flächen  bestimmten 
Trägheitsmomente  lösen. 

c)   Trägheitsmomente    ebener   Linien  in  Bezug 

auf  eine  Achse  ihrer  Ebene. 

Von  diesen  seien  nur  einige  genannt. 

§  106)  Für  die  Gerade  denke  man  sich  das  Trägheits- 
moment jedes  Teilchens  in  Bezug  auf  die  durch  den  Punkt 

A    gehende    Achse,     die 
^    senkrecht  auf  der  Ebene 
der  Zeichnung  steht,  durch 
/'  ein  Lot,    z.  B.  5C,    dar- 
gestellt.   Dann  liegen  die 
^  Endpunkte  auf  einer  Para- 
bel, denn  jedes  Lot  —x^ 

n 


Beispiele  Ton  Momenten  ebener  Flächen  und  Enrren  etc.     101 

ist  proportional  dem  Quadrate  des  Abstands  x.  Da  die 
Parabelfläche  vom  Rechteck  den  dritten  Teil  abschneidet, 
handelt  es  sich  am  das  Moment 

Z*  Z* 
T  =l  —  =  — 
^^  3        3' 

Dabei  ist  die  durch  A  B  und  die  Achse  gehende  Ebene  als 
die  des  Trägheitsmomentes  betrachtet. 

Verschiebt  man  die  Achse  parallel  zu  sich  selbst  nach 
dem  Halbierungspunkte,  so  wird  nach  dem  Verschiebungssatze 


''=^.-(4)''=^- 


Fafst  man  aber  die  Ebene  des  Trägheitsmomentes  als 

senkrecht  gegen  die  obige  Achse  stehend  auf,  so  erscheint 

P 
dasselbe  Trägheitsmoment  T'  =  -^  als  das  polare  Träg- 

heitsmoment    der    Geraden    für    -4,    ebenso    ^p  =  '7ö 
als  das  Polarmoment  fttr  den  Schwerpunkt. 

[In  der  Physik  wird  daher  das  mechanische  Trägheits- 
moment  eines   dttnnen  Stabes  (Drahtes   u.  dergl.)  von  der 

Masse  m  angenähert  als  m— -    bezw.    m— —  betrachtet  und 

^  2  12 

bei   der   Theorie   des   physischen  Pendels  damit  gerechnet. 
Es  ist  nämlich  m  an  Stelle  des  einen  l  getreten.] 

§  107)  Das  polare 
Trägheitsmoment 
einer  Geraden  AB 
in  Bezug  auf  einen 
beliebigen  Punkt  P  ir\ 
der  Ebene  ist  natür- 
lich nach  der  Ver- 
schiebungsformel 

wo   e   die    Entfernung 
des  Poles  P  von  S  ist. 

Fif.  41. 
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§  108)  Das  axiale  Trägheitsmoment  der  Geraden 
in  Bezug  auf  eine  zn  ihr  parallele  Achse,  die  von  ihr  die 
Entfernung  q  hat,  ist,  da  das  der  Greraden  in  Bezug  auf  sie 
selbst  den  Wert  Null  hat,  von  der  Gröfse  O-^-lq^. 

Geht  die  gewählte  Achse  durch  den  Schwer- 
punkt der  Geraden  und  bildet  sie  mit  dieser  den  Winkel  er, 

so  denke  man  sich  in  B 

über    dem    Teilchen  — 

n 

das  Lot 


BD^=(JjWia^ 


8 


auf  der  Ebene  errichtet 
Fig.  42.  Geschieht  dies  an  jeder 

Stelle  der  Geraden  mit 
der  entsprechenden  Entfernung  o^,  so  steht  über  der  Ge- 
raden AB   eine  Parabel,    die  vom  Rechtecke   aus   /  und 

a*  =  -—  sin*  a  den  dritten  Teil  abschneidet   Das  Trägheits- 
4 

moment  nimmt  also  den  Wert 

1      Z*  P 

T,  =  — Z  — 8in«a  =  — sin«a, 

p 
oder   wenn   man   den   gröfsten   möglichen   Wert   — -  =  T 

setzt,  den  Wert 

ri  =  Tsin«a 

an.      Bezeichnet   man   die   entsprechenden   Trägheitsradien 

mit     Q     und     ß^,     so    folgt     aus     P*^  =  "7ä-     °^^    ^'^ 


12 


P 


l 


g^l=  ■  -  sin*  a ,    dafs  g  =  —p= 


und 


l 


^       Vl2 
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Denkt    man    sich    also    um   iS  einen   Kreis   mit 

Kadius  r= —  =  — - —  gelegt    und    die    beiden    zu 

AB  parallelen  Tangenten  gezeichnet,  so  ist 

11  1 

^     sm  a       Q^ 

der   reciproke   Wert   des   zur   Achse  SE  gehörigen 
Trägheitsradius. 


Fig.  43. 

Denkt  man  sich  also  den  reciproken  Wert  aller  Träg- 
heitsradien auf  jeder  durch  S  gehenden  Achse  von  S  aus 
angetragen,  so  erhält  man  als  Endpunkte  lauter  Punkte 
dieser  beiden  Geraden.  Die  letzteren  lassen  sich  als  un- 
endlich lange  Ellipse  betrachten.  Es  handelt  sich  also  um 
einen  Sonderfall  der  Poinsotschen  Trägheitsellipse. 
Auf  diese  gelangt  man  hier  bei  folgender  Betrachtung. 

§  109)  Man  denke  sich  die  Achsen  KL  statt  durch 
5  durch   einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  gelegt  und 
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wähle  z.  B.  die  dnrch  P  gehende  Parallele  txjl  AB  ^ 
X-Achse  des  Koordinatensystems,  P  als  Anfangspunkt.  !bt 
nnn  dnrch  x^^  y^  der  Schwerpunkt  S  bestimmt,  so  ist  ffir 
die  dnrch  P  gelegte  Gerade  PK  von  der  Neigung  a  die 
Gröfse  der  Verschiebung  ij^  =  CE —  CF=i/^  cos  a — x^  sina, 

also  wird,  da  -ry  sin*  a  das  Trägheitsmoment  der  Geraden 

in  Bezug  auf  die  Parallele  Ai^  (durch  S)  ist,  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  Pa. 

P 
Ta  =  -r^  sin* a  -f-  (^1  cos  a  —  x^  sin a)* /. 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  gleich  qIIj  so  findet  man 
den  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  die  Achse  PK  mittels 
der  Gleichung 

P 
^a  =  -^  8in*a  +  (yi  cos«  —  x^^  sin  a)*, 

oder,  wenn  man  den  für  a=^0  entstehenden  Ausdruck 
gleich  ^0,  den  für  a=^90^  entstehenden  gleich  ^90  setzt, 

q^  =  (  — -  -|-  xlj  sin*  a-\-t/l  cos*a  —  2^x!/i  sincr  cos« 

oder 

qI  =  ql  sin*  a  -|-  P90  cos*  a  —  ^^^^i  sin a  cos a. 

Setzt  man  jetzt  die  nur  von  der  Veränderlichen  a  ab- 
hängige Gröfse  =  y,  ebenso  =  .r,     so    geht 

die  Gleichung  über  in 


oder 
oder  ia 


^ = ?S^' + «^90^* — ^^1  yi '  ^y ' 


T-+-T^nrr  — ^^iyi-^y  =  ^7 


\Qo)  \Q9o) 


was  im  allgemeinen  die  Mittelpunktsgleichung  einer  schräg- 
liegenden Ellipse  (mit  P  als  Mittelpunkt)  ist.    Folglich: 
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Trägt  mAn  fttr  jede  durch  P  gehende  Gerade 
als  Achse  den  reciproken  Wert  des  Trägheitsradius 
fttr  die  Gerade  AB  als  Gerade  PE  anf,  so  liegen 
lalle  Endpunkte  auf  einer  Ellipse,  dieP  zum  Mittel- 
punkte hat. 

Dieser  Satz  enthält  den  vorigen  als  besonderen  Faü, 
ist  aber  selbst  nur  ein  Sonderfall  eines  weit  allgemeineren, 
auf  den  erst  später  eingegangen  werden  soll. 

§  110)  War  x^  =  Oj  so  ging  die  Gleichung  der  Ellipse 
über  in  die  einfachere  Form 

'''    +    y'    =1 


\Qo/  \Q9o) 


das  Trägheitsmoment  aber  fttr  jede  Richtung  der  Achse  in 

P 
Ta  =  —  sin*  a  +  yj  cos*«  /. 

Der  Badius  Qa  bestimmt  sich  ans 

p 
qI  =  Qo  8in«a  +  qI^  cos'a  =—  sin'a  +  y2  cos"a  l , 


12 


P 
wobei  ßj=yj/,   ?*o  =  79  ^*- 


12 
Dabei  kann  f^  =  q^q  werden.    Man  hat  nur  zu  setzen 


yJ/  =  i^odery,  =  ")/-^. 


12  «^^        ^    12 

Es  giebt  also  fttr  eine  Gerade  stets  zwei  Punkte 
Pj  fttr  welche  die  sogenannte  Trägheits-Ellipse  in 
einen  Kreis  übergeht 

Auch  dieser  Satz  hat  allgemeinere  Geltung. 

§  111)  Das  polare  Trägheitsmoment  der  Kreislinie  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  ist 

In  Bezug  auf  jeden  Durchmesser  ist  das  Achsialmoment 
halb  so  grofs,  also 
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§  112)  Das  polare  Trägheitsmoment  der  Um- 
randung eines  regelmäfsigen  n-Seits  (n-Fcks)  ist 
wie  grofs?    Jede  Gerade  von  der  Länge  b  hat  in  Bezog 

aof    ihren    Halbierungsponkt    das    polare 

Trägheitsmoment  — ,    also    in   Bezng   auf 

12 

den  Mittelponkt  M   des   ganzen   Gebildes 
das  polare  Trägheitsmoment 

Fig.  46.  1^ 

Fttr  den  gesamten  Umfang  u  ist  also 

(Für  die  Kreislinie  ist  u  =  2q7v,  b  wird,  da  n  =  oo  ist, 


u 


gleich  —  =  ö,  also  bleibt  Tp  =  2Q7t  .q^  =  2Q^7ty  was  mit 


c» 


dem  obigen  Resultate  übereinstimmt.) 

§  113)  Ist  die  Anzahl  der  Seiten  eine  gerade,  so  ist 
das  Achsialmoment  für  eine  beliebige  Mittelpnnktsaehse 
KL  ebenso  grofs,  wie  für  eine  darauf  senkrechte  Mittel- 
punktsachse K^L^  y  denn  die  vier  Quadranten  sind  kongruent, 
es  verhält  sich  also  I-\-II  m  Bezug  auf  KL  ebenso,  wie 
II-\-UI  in  Bezug  auf  K^L^*)  Folglich  ist  hier  das 
achsiale  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  jede  be- 
liebige Mittelpunktsachse  gleich  der  Hälfte  des 
polaren  Trägheitsmomentes  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt. Alle  solche  Achsialmomente  stimmen  daher  ttberein. 

Ist  die  Anzahl  der  Seiten  eine  ungerade,  so  ist  der 
Beweis  für  die  Fortsetzung  des  Satzes  etwas  unbequemer. 
Man  kann  ihn  aber  beweisen  mit  Hilfe  des  allgemeinen 
Satzes  Yon  der  Trägheitsellipse  für  ebene  Gebilde.  Denn 
diese  geht  in  einen  Kreis  über,  sobald  mehr  als  zwei 
Symmetrieachsen  vorhanden  sind.  Dieser  Satz  soll  daher 
ganz  allgemein  für  ebene  Gebilde,  mOgen  sie  Flächen  oder 
Linien  sein,  bewiesen  werden« 


•)  Vgl.  Fig.  35. 
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d)  Satz  von  der  Poinsotschen  Trägheits-Ellipse 

für  ebene  Gebilde. 

§  114)  Kennt  man  von  einem  ebenen  Gebilde  die 
Trägheitsmomente  in  Bezog  auf  zwei  anf  einander  senk- 
rechte Achsen  X  nnd  Y  die  Trägheitsmomente  T^.  und  Ty 
nnd  das  Centrifngalmoment  Cxy  vdl  Bezug  auf  diese  beiden 
Achsen,  so  ist  in  Bezug  auf  jede  durch  den  Schnittpunkt 
Yon  X  und  Y  gelegte  Achse,  die  gegen  die  erstere  um  a 
gedreht  ist 

Ta  =  Tx cos* a-\-  Ty  sin-  a  —  2  sina  cosa  Cx y. 

Der  Beweis  daftlr  ist  für  dreidimensionale  Gebilde 
schon  in  §  15  gegeben,  gilt  also  auch  hier.  Setzt  man  die 
Sunmie  l  der  Linien  des  Gebildes  bezw.  die  Summe  F  der 
Flächen  des  Gebildes  gleich  m,  so  ist  hier  der  Trägheits- 
radius Qx  in  Bezug  auf  die  X-Achse  ^^  tn  =  T^,  ebenso  ist 

Q^  m=  Tyy   g^m=  Ta.     Ebenso   kann    man    ganz   formell 

setzen  c^  .7n  =  Cxy.    Die  Gleichung  geht  also  über  in 

Q^m^Q^m cos*  a-\-  Q^  m sin*  a  —  2  c^ m  sina  cosa, 

oder  in 

p2  =  p2  ßQg  «  ß  _^  ^a  giu«  ^  —  2  c*  sin  or  cos  a , 

oder,  wenn  man  einfacher  q  statt  Qa  schreibt,  in 

(C08a\*          /sin*a\ 
^  ^  Q     )       ^     \     Q     ) K 

cos  CC 
Setzt    man     die    veränderlichen     Gröfsen   =  a?, 

Q 
=  y  und  die  gegebenen  Gröfsen  —  =  a,  —  =  i,   so 


sina    cosa 


geht  die  Gleichung  tlber  in 

und  dies  ist  die  Mittelpunktsgleichung  einer  Ellipse.  Folglich: 
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Trägt  man  aaf  allen  Achsen,  die  durch  den- 
selben  Punkt  P  gehen,   die   ihnen   entsprechenden 

Trägheitsradien  q  reciprok  von  P  aus  auf,  so  dafa 

i 
z.'R.  PKa  =  —    ist,    so    liegen   alle    Endpunkte    auf 

einer  Ellipse,  der  sogenannten  Trägheitsellipse. 

i 

was  aber  nur  einen  konstanten  Faktor     ^ bedeutet   d^ 

VJ 

nur  den  Hafsstab  ändert 

§  115)  Fällt  P  mit  dem  Schwerpunkt  der  Figur  zu- 
sammen, so  heifst  die  Ellipse  die  Centralellipse,  und 
zwar  die  Poinsotsche  Centralellipse. 

Hat  diese  Figur  eine  Symmetrieachse,  so  ist  diese 
zugleich  eine  der  Symmetrieachsen  der  Centralellipse. 

Hat  die  Figur  zwei  Symmetrieachsen,  so  fallen  beide 
mit  denen  der  Centralellipse  zusammen. 

Sind  mehr  als  zwei  Symmetrieachsen  vorhanden, 
so  geht  die  Centralellipse  in  einen  Kreis  über. 

Folglich:  Die  Centralellipsen  der  regelmäfsigen 
n-Ecke  sind  Kreise.  Für  sämtliche  durch  den 
Schwerpunkt  gelegten  Achsen  stimmen  die  axialen 
Trägheitsmomente  ttberein  und  sind  gleich  der 
Hälfte  des  polaren  Trägheitsmomentes. 

§  116)  Demnach  ist  für  die  Umrandung  eines 
regelmäfsigen  n-Ecks  das  Trägheitsmoment  in 
Bezug  auf  jede  durch  den  Mittelpunkt  gehende 
Achse 

für  die  Fläche  des  regelmäfsigen  n-Ecks  ist  ebenso 

§  117)  Daraus  folgt  z.  B.  der  stereometrische  Satz: 
Wird   ein  senkrechtes  regelmäfsiges  Prisma  dnrch 
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einen  festen  parabolischeD  Gylinder  in  dem  darch 
die  Gleicliung  ^  =  y^  definierten  Sinne  abge- 
schnitten, und  dreht  man  das  Prisma  um  seine 
Mittellinie,  so  bleibt  während  der  Drehung  sowohl 
der  körperliche  Inhalt,  als  auch  die  Mantelfläche 
für  den  abgeschnittenen  Teil  konstant,  obwohl  die 
Gestalt  dabei  im  Wechsel  begriffen  ist. 

Es  bleibt  nämlich  der  Mantel  konstant  gleich 

und  der  körperliche  Inhalt  konstant  gleich 

wobei  M  der  Umfang,  F  die  Fläche  der  Gmndfigor,  e  der 
Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  der  Nulllinie  des  para- 
bolischen Cylinders  ist. 

Der  Leser  versuche  auch  den  Satz  über  die  Trägheits- 
ellipse rein  stereometrisch  zu  deuten,  wobei  es  sich  nm  den 
über  einer  beliebigen  Grundfignr  stehenden  Gylinder  bezw. 
seinen  Mantel  handelt. 

Sämtliche  vorstehenden  Resultate  lassen  sich  in  mehr- 
facher Weise  gtereometrisch  deuten. 

§  118)  Wichtig  ist  noch  folgendes:  Ist  das  Centrifugal- 
moment  C^y  gleich  Null,  so  geht  die  Gleichung  fttr  T«  über  in 

Ta  =  i;  cos*  a  +  ?V  sin«  a , 
die  Gleichung  für  Qa  in 

^«  =  ^xCOS«a  +  pJein«a, 
die  Gleichung  fflr  die  allgemeine  Trägheitsellipse  in 


bezw. 


\Qx)  \Qy) 
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Eins  voD  den  Trägheitsmomenten  T^  und  T^  ist 
also  da»  gröfste,  das  andere  das  kleinste,  sobald 
das  Centrifugalmoment  Cxy  =  0  ist. 

In  Bezug  anf  Achsen,  für  die  Cxy  =  0  ist,  werden  also 

alle  Formeln  erheblich  vereinfacht.   Der  kleinste  und  grufste 

Trägheitsradins  möge  stets  mit  Qx  und  Qy  bezeichnet  werden, 

1  1 

so  dafs  a^  — ,  6  =  —  ist. 

(ix  Qy 

e)  Satz   über   die   Clebsch-Cnlmannsche  Trägheits- 
ellipse oder  die  zweite  Trägheitsellipse. 

§  119)  Legt  man  durch  einen  beliebigen  Pankt 
0  ein  Strahlenbtlschel  und  zieht  man  zu  jedem 
Strahle  eine  Parallele  in  dem  Abstände  q,  der  dem 
Trägheitsradins  eines  gegebenen  ebenen  Gebildes 
(Fläche,  Liniensystem  oder  Punktsystem)  in  Bezug 
auf  jenen  Strahl  als  Achse  entspricht,  so  umhüllen 
die    Parallelen    eine    Ellipse    von    der    Gleichang 

— 2-  +  ^  =  i,  wobei  ^x  den  kleinsten,  ^y  den  gröfsten 

Trägheitsradius  bedeutet. 

Beweis.  In  Figur  46  sei  OB=Qyj  OD  =  Qx^  also 
die   gezeichnete  Ellipse,   die  im  Satz  besprochene.     Macht 

man  OF=e^  rQl  —  qIj  so  ist  F  ein  Brennpunkt.  Legt 
man  um  die  Ellipse  den  umbeschriebenen  Kreis,  so  umhüllt 
der  rechte  Winkel  FH'  K',  sobald  H'  stets  auf  dem  Kreise 
wandert,  die  Ellipse. 

Dabei  ist  für  das  Lot  OJ 

OJ^=OH'^—JH'^ 

=  QI—  0N^=  qI  —  e^GOß^a  =  ?J  —  (qI  —  (»^)coB*a. 

oder 

OJ^  =  Q^  cos*  cc-\-Q^  sin*  a. 

Nach  den  Schlufsbemerkungen  des  vorigen  Paragraphen 
ist  aber 

9l  =  Ql(io&^cc-JrQlsui^cc, 
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folglich  ist 

OJ=Qa> 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Ist  0  der  Schwerpunkt,  so  heifst  die  Ellipse  die  GnU 
mannsche  Centralellipse. 


Fig.  4«. 

§  120)   Während   bei  der  Poinsotschen  Ellipse   die 

1  1 

gröfsere  Hauptachse  a  =  — ,   die  kleinere  b  =  —  war,  ist 

Qx  Qy 

hier  a^  =  ^y ,  1^=zq^,     Das  Achsenverhältnis  ist  aber  für 

beide  Ellipsen  —  =  -?^  =  -i- ,  d.  h.  die  Ellipsen  sind  ähn- 

lieh   nnd  ähnlich  liegend.    Für  die   aofeinander  liegenden 

i 
grOfseren  Halbachsen  ist  a:a^  =  — :  ßy  =  i  :  p«  ßy. 

Durch  Gnimanns  graphische  Statik  ist  diese  zuerst 
Yon   Clebsch    aufgestellte  Ellipse    den  Technikern  noch 
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geläafiger    geworden,    als    die    von   Poinsot   ao^estdlfte 
Trägheitsellipse. 

In  der  Ingenieurmathematik  des  Verfassers  werden 
beide  Arten  von  Trägheitsellipsen  eingehender  erörtert  and 
auf  zahlreiche  Beispiele  der  technischen  Praxis  angewandt, 
besonders  anf  solche  der  Festigkeitslehre.  Zeichnet  man  die 
Gnlmannsche  Ellipse  wie  dort  in  die  Qaerschnitte  der  be- 
handelten Winkeleisen  p?  T-^isen,  Z- Eisen,  LJ-^i^i^» 
J"- Eisen,  jx- Eisen,  Eisenbahnschienen  n.  dergl.  ein,  so 
erkennt  man  ohne  weiteres  die  Achsen  geringster  und  gröfster 
Widerstandsfähigkeit,  gegen  Biegungs-  nnd  Strebungs- 
beansprachung.    Dort  sehe  man  die  Anwendungen  nach. 

§  121)  Was  die  stereometrischen  Anwendungen  angeht, 
so  sei  beispielsweise  folgendes  bemerkt  Figur  47  stellt  das 
axiale  Trägheitsmoment  des  Rechtecks  AB  CD  in  Bezug 
auf  die  Mittellhiie  EF  dar. 


Fi«.  47. 

Dreht  man  das  Rechteck  um  die  Achse  M M^ 
unter  Festhaltung  des  die  drttberstehende  Säule 
abschneidenden  parabolischen  Cylinders,  so  ändert 
sich  der  Inhalt  proportional  den  entsprechenden 
Radien  der  Gulmannschen  Centralellipse.  Dies  gilt 
sowohl  von  der  Fläche,  als  auch  von  dem  Mantel 
der  Säule. 

Ebenso  kann  man  das  Rechteck  festhalten  und  den 
parabolischen  Cylinder  um  MM^  drehen.  Man  kann  den 
letzteren  aber  auch  um  einen  beliebigen  Punkt  seiner  Be- 
rährungslinie   EF  drehen,    die   nicht   durch   M  zu   gehen 
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braucht.  Die  Änderungen  des  Inhalts  und  der  Mantelfläche 
sind  dann  denen  der  Radien  der  zum  Drehungspunkte 
gehörigen  Culmannschen  Centralellipse  proportional. 

Die    Ausführung    von  Beispielen    bleibe    dem    Leser 
überlassen. 

f)  Einige  Polarmomente  erster  Ordnung. 

§  122)  Für  die  Kreislinie  handelt  es  sich  in  Bezug 
auf  den  Mittelpunkt  um  i/J,  =  2  tt  r .  r  =  2  tt  r*,   also   nach 

r  ^8 

der  Schichtenformel  für  die  Kreisfläche  um  Mp  —  27t—. 

Das  erstere  ist  veranschaulicht  durch  einen  Gylindermantel, 
das  andere  durch  den  Restkörper  zwischen  Gylinder  und 
Kegel.    (Der  Kegel  hat  Leitlinien  von  45^  Neigung.) 

123)   Für  den  Quadratumfang  handelt   es   sich  bei 
der  Quadratseite  b  =  2xj^  nach  Figur  30  um  vier  seitliche 

Rechtecke  von  den  Seiten  2^^  ^^^  ^^V^,  wobei  aus  jedem 

eine  gleichseitige  Hyperbel  von  der  Gleichung  ä- — y*  =  a?? 
ausgeschnitten  ist.    Jedes  Hyperbelsegment  hat  die  Fläche 


i/2 


>=  ^^y^l/(^,/2  )  *  —  o:?  —  ^f/^r 


a:y2-\-Y^,V2r—x 


X. 


x\\y^2  —  "lg{lJrV2)\. 


Im  ganzen  ergiebt  sieh  als  Polarmoment   erster  Ordnung 

1)         M'p  =  4[2x\Y~2  —  x\}r2-^xVlg{i^V'2)\ 

§  124)  Um  auf  die  Formel  für 
die  Quadratfläche  zu  kommen, 
betrachte  man  nur  das  Dreieck 
MAB^  bei  dem  die  Schicht,  welche 
den  Abstand  x  hat,  nach  1)  den 
Beitrag  _ 

giebt.      Nach    der    Schichtenformel 
giebt  dies  für  das  ganze  Dreieck 


8 
Xi^ 

3 


[Y2yi^{i+V^2)\, 


HoUm Aller,  8t«r«em«tri«  lY. 


^ ö H 

Flff.  48. 

8 
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fttr   die   ganze    Qnadratfläche    ist    also    das  Polar- 
moment  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  M 

Der  Punkt  mittleren  Abstandes  von  M  ergiebt 
sich  fttr  den  Umfang  des  Quadrates  aus 

^  u  8x^  2 

fttr  die  Quadratfläche  aus 


3 


Dadurch  sind  fttr  Drehungsbewegungen  des  Quadrat- 
umfangs  oder  der  Quadratfläche  die  Punkte  mittlerer  Gre- 
schwindigkeit  und  mittlerer  Gentrifugalkraft  gefunden. 

§  125)  Denkt  man  sich  femer  den  Kegel  der  Figur  30, 
von  dem  hyperbolische  ^ Segmente^  abgeschnitten  sind, 
ergänzt,  so  dafs  sein  Inhalt 

ist,  und  zieht  man  davon  den  in  der  Figur  dargestellten 
kegelförmigen  Innenkörper  ab,  so  erhält  man  das  vierfache 
vom  Inhalte  jedes  der  abgeschnittenen  Segmente.  Nun  hat 
der  Rechteckskörper  den  Inhalt 

der  Momentkörper  den  Inhalt 

^-4[V-2-\-%ii-\-V2)], 
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folglich  ist  der  Inhalt  des  InnenkGrpers  gleich 

was  an  sich  ein  bemerkenswertes  Besnltat  ist.    Die  oben 
gesuchte  Inhaltsdifferenz  ist  also 

oder 


n 


Jedes  der  abgeschnittenen  Kegelsegmente  hat  demnach 
den  Inhalt 

Dieses  letztere  Resultat  läfst  sich  verallgemeinem  und 
giebt  zu  weiteren  Aufgaben  vorliegender  Art  Anlafs. 

§  126)  Einige  andere  Beispiele  findet  man  in  der 
Ingenienrmathematik  des  Verfassers,  wo  sie  mit  den  obigen 
auf  anderem  Wege  abgeleitet  worden  sind,  z.  B. : 

Fttr  das  Bechteck  mit  den  Seiten  2a  und  2b  ist 
in  Bezug  auf  die  beiden  Mittellinien 


a 


+-T-^ b • 

g)  Einige  Gentrifngalmomente  ebener  Gebilde. 

§  127)  Fflr  das  Bechteck  OABC  mit  den  Seiten  a 
und  b  ist  das  Gentrifugalmoment  in  Bezug  auf  benachbarte 
Seiten  a  und  b  gleich  dem  statischen  Momente  des  Körpers, 
der  durch  Abschrägung  der  ttber  der  Fläche  stehenden  Säule 
mittels  einer  Fläche,  dde  unter  45^  Neigung  durch  b  gelegt 

8* 
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wird.    Der  Körper  hat  den  Inhalt   a6.--r  =  — — .    Seine 

Schwerpunktsaehse   hat   von   a   den   Abstand    -^,  also  ist 

das  gesuchte  statische  Moment 


Cxu 


aH     b        a«J* 


2    '  2 


Denkt  man  sich  über  der  unter- 
sachten  Fläche  das  hyperbolische 
Paraboloid  der  Figor  28  ge- 
zeichnet, so  ist  zugleich  für  die 
vom  hyperbolischen  Paraboloid 
begrenzte  Säule  der  Inhalt  ge- 
funden. 


§  128)   Über  AB  =  \  steht  die  Säulenfläche  06^=06. 
Ihre  Schwerpunktsachse  hat  von  der  X-Achse  die  Entfernung 

— -,  also  ist  das  statische  Moment  der  Fläche  in  Bezug  auf 

die  X-Achse  gleich  ab--—  =  — — .  Das  Gentrifugalmoment 
von  \  in  Bezug  auf  beide  Achsen  ist  demnach 


Cxy  


aV 
~2 


a! 


Dagegen  steht  über  a^  ein  Dreieck  von  der  Fläche—. 

<B 

Der  Abstand  von  der  X-Achse  ist  6^,  also  wird  das  statische 
Moment  für  diese  Fläche 


9 


§  129)  Für  eine  beliebige  schrägliegende  Gerade  BB^ 
die  z.  B.  von  den  Punkten  a?i,  y^  =  ö  und  «„  y,  begrenzt 
ist,  würde  die  Schwerpunktsachse  SS^  des  Tetraeders 
DBEF  zu  bestimmen  sein.  Ist  dann  S^G  =  t/,  und  Fdie 
Fläche  des  Tetraeders,  so  ist  das  gesuchte  Moment 
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Damit  sind  alle  Aufgaben  für  gerade  Linien  und 
geradlinige  Figuren  gelöst  und  zugleich  die  entsprechenden 
Inhaltsformeln    und    die    Formeln    für    Mantelflächen    yon 


Säulen     bestimmt,     die     h3^erbolisch-paraboloidisch     ab- 
geschnitten sind. 

§  130)  Fttr  die  Kreisfläche  findet  man  in  Bezug 
auf  zwei    einander  rechtwinklig  schneidende  Tan- 
genten   einen  Cylinderhuf 
von  der  Höhe  2r,  also  vom 
Inhalte 

i 

-—  7t  r^  .  2  r  ^=  7t  r^, 
2 

Der  Abstand  von  der  ande- 
ren Achse  ist  r,  also  wird 
das  Gentrifngalmoment  fttr 
die  Kreisfläche 

Der  Mantel   des    Cylinder- 

hufes      hat      die      Fläche  pir.  si. 
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—  27tr.2r=i2  7tr^,   die  Schwerpimktsachse  hat  yoq  der 

Ja 

X-Achse  den  Abstand  r,  das  Centrifogalmoment  fttr  die 
Umrandung  der  Fläche  ist  also 

Damit  ist  zugleich  die  Aufgabe  gelöst,  den  Inhalt  uBd 
die  Mantelfläche  der  Säule  zu  bestimmen,  die  durch  das 
hyperbolische  Paraboloid  der  Figur  28  begrenzt  wird. 

§  131)  Ein  Drehungskörper  entstehe  durch  Drehung 
der  Kurve 

(p  >  —  i)  um  die  Y-Achse,  dann  liegt  sein  Schwerpunkt 
nach  §  57  in  der  Höhe 

wenn  er  von  t/  =  0  bis  y  =  y^  reicht.  Nun  liegt  aber  der 
Schwerpunkt  eines  Guldinschen  Körpers  nach  §  85  in  der  Höhe 

r 

h  —       '^ 

"'-      My      ' 

wo  Cxy  das  Centrifugalmoment  der  rotierenden  Fläche  (ini 
ersten  Quadranten  der  XY- Ebene)  in  Bezug  auf  beide 
Achsen  und  My  ihr  statisches  Moment  in  Bezug  auf  die 
Y-Achse  ist. 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt 

2r>  A-  1  H 

2 

Hier  ist  My=  -,  ?^  ^^   ^  ,  also  wird 

_2p  +  i  y,x\        ^     x\y\      _P     y\''^'' 

^'v—  ^^_^2  *^^   2(2p4-i)        4(p  +  i)        4       p  +  i    ' 

Damit  ist  das  Centrifugalmoment  fttr  die  Parabeln 
jp*«'  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Achsen  X  und  Y  bestimmt. 
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Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ergiebt  sich  nach 
Ingenienrmathematik  I,  S.  252 : 

§  132)  Dem  Leser  bleibe  es  überlassen,  dasselbe  für 
das  rotierende  Profil  y  =  a  -f-  6y  -[-  cy®  -j-  dy*  + .  •  •  doroh- 
znftthren,  wobei  der  Qaerschnitt  sich  auf  eine  Form 

TT y«  =  TT  [öj  +  i,y  +  c,y«+  d^y»  + . . .] 

bringen  läfst. 

Weitere  Aufgaben  findet  man  in  der  Ingenienrmathematik 
des  Verfassers.  Dort  sind  anf  S.  202  bis  232  aoch  be- 
handelt die  graphostatischen  Methoden  von  Nehls,  Mohr, 
Land,  Cnlmann,  Reye  zur  Darstellung  von  statischen, 
Trägheits-  nnd  Centrifngalmomenten. 

h)  Satz  über  die  Lemniscate  des  Gentrifngalmoments 

einer  ebenen  Fläche. 

§  133)   Dreht  man  die  X-Achse  am  a,   so  gehen  die 
Koordinaten  x  und  y  eines 
Flächenelements  /  in  neue  §     V 
nnd  7]  über,  und  dabei  ist 

=  OE-\-CD 
=  X  cos  a  -[-  y  sin  a, 

ri  =  FC—FE 
=  y  cos  a  —  Ä  sin  a. 

Demnach  wird  das  neue 

Centrifugalmoment  des  Teil-      0  "^^ 

chens  /  jetzt  "«•  ^^' 

f^ri=f{at/  cos*  a — ay  sin*  a  -]-y*  sina  cos  a — ä*  sina  cosa), 
und  für  eine  ganze  Fläche  F  wird  es 

2:/gij==(co8*a — sin*a)i:/iry-j-sinacosa[i:/y* — -S/x*], 
oder 

1)  C^^  =  Qos2aC:,y-\-^Bm2a{T:,—  Ty) 


=  G0Q2aC:,y -sm2a{Ty—T:,). 
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Dies  ist  der  Drehangssatz  für  das  Centrifngal- 
moment 

§  134)  Demnach  wird  Ciff  =  0  für  den  Fall 
4-  sin  2  a  (Ty  —  T^)  =  cos  2  a  C,„ 


oder  für 

2) 


tan2a== 


2  a 


xy 


2\— 1\ 


Da  man  für  C^tj  =  0  die  Culmannsche  und  die 
Poinsotsche  Ellipse  in  der  einfachsten  Lage  erhält,  so 
findet  man  anf  diesem  Wege  die  Achsen  kleinsten J and 
gröfsten  Trägheitsmomentes. 

§  135)  Geht  man  Ton  diesen  Achsen  aas,  und  dreht 
man  um  —  or,  so  erhält  man 

C^rj  =  0  +  ^8va2a{Ty—T,), 
oder,  wenn  man  die  Momente  durch  ihre  Badien  ersetzt. 


2 


F.l'  =  ^Bm{2a)[QlF-Q:,F] 


oder 


e 


3)  i*=  —  (gy  —  ßa:)  sin  2  cf  =  —  sin  2  a  =  «*  sina  cos a, 

wobei  e  =  yQl  —  qI  wieder  die  Brennweite  der  Culmann- 
sehen  Ellipse  bedeutet. 

Jetzt  kann  Ä  als  mitt- 
lere Proportionale 
zwischen  ^sina  und  «cosa 
leicht  konstruiert  werden. 
Es  ist  als  Halbierende 
des  Winkels  zwischen  den 
Strahlen 

—  o    und    —a-\-90^ 

einzutragen,  es  erhält  also 
die  Neigung 

45^  —  a  =  (p. 
^^  53  Figur  53  stellt  dies  dar. 
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§  136)  Um  die  Gleichung  3)  für  die  Konstruktion  über- 
Biehtlicher  zu  haben,  f tthre  man  q>z=.4ö^  —  a  in  sie  ein^ 
d.  h.  man  setze  für  a  den  Wert  45^  —  y,  f ttr  2  a  den  Wert 
Sqo  —  2  g)  ein,  so  dafs  sie  übergeht  in 

3*)  ii^  =  ^Gos2cp. 


Fig.  54. 

Ist  jetzt  C  ein  Kreispunkt  und  2(.C0A  =  2(p^  und 
konstruiert    man    OP   als    mittlere    Proportionale 

zwischen  0C=^eQ0s2g)  und  OM  =  —j  so  erhält  man 

0F^=  eciO&2q)  —  =  —  Gos2  (p  =  1^,      Trägt   man   also 

dieses  als  Winkelhalbierende  ein,  so  hat  man  HhA 
als  Radius  des  Centrifugalmoments  für  die  beiden 
gegen  OP  um  4ö^  geneigten  Achsen. 

§  137)  Die  so  entstehende  Kurve  um  P  ist,  vrie  im 
nächsten  Abschnitt  ausführlicher  dargelegt  vnrd,  eine 
Lemniskate  gewöhnlicher  Art.  Sie  heifst  die  Lemniskate 
des  Centrifugalmoments.  Ihre  Brennpunkte  M  und 
Af'  liegen   auf  der  gröfseren  Hauptachse  der  Trag- 

heitsellipsen  in  der  Entfernung  —  =  — Vp^  —  q^, 

Ist  0  der  Schwerpunkt,  so  handelt  es  sich  um  die 
Central-Lemniskate. 
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§  138)  Über  Anwendungen  und  Beispiele  vergleiche 
man  die  Ingeniennnathematik  des  Verfasflers,  wo  aneh  die 
Theorie  der  Gentrifugahnomente  weiter  anagebant  wird. 
Dort  wird  anch  gezeigt,  dafs  auf  der  Y-Aehse  der 
Centralellipsen  zwei  Punkte   in   den  Entfernungen 

+  «  =  +  V^  —  qI  liegen,  für  die  die  Trägheits- 
ellipsen  zu  Kreisen  werden.  Dies  sind  die  sog. 
Fixpunkte  für  das  ebene  Gebilde. 

§  139)  Stereometrisch  gilt  fttr  die  Gentrifugahnomente 
folgendes:  Dreht  man  bei  der  Darstellung  durch  das 
hyperbolische  Paraboloid  dieses  um  den  Nullpunkt 
O,  so  schneidet  es  Yon  dem  über  der  gegebenen 
Fläche  stehenden  Gylinder  bezw.  seinem  Mantel 
Stücke  ab,  die  während  der  Drehung  sich  verhalten 
wie  die  Radien  der  dabei  entstehenden  Lemniskaten 
des  Gentrifugalmoments  für  die  Fläche  bezw.  ihre 
Umrandung. 

§  140)  Bemerkungen  zu  diesem  Kapitel  In  der 
Ingenieurmathematik  des  Verfassers  werden  noch  folgende 
Gegenstände  behandelt: 

a)  Verschiebungssatz  für  das  Gentrifugalmoment 

wenn  durch  die  Verschiebung  §  in  j?=|-|-p>  ^^  !f=V~\~9 
übergeht  und  F  die  Fläche  ist. 

b)  Dreht  sich  eine  Fläche  F,  die  eine  Symmetrieachse 
hat,  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Achse,  die  zur 
Symmetrieachse  parallel  ist  und  yon  dieser  die  Entfernung 
Q  hat,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Drehungsachse 

wo  J  den  Inhalt  des  Körpers,  q^  den  Trägheitsradius  der 
Fläche  in  Bezug  auf  die  Symmetrieachse  bedeutet.  Der 
Schwerpunkt  des  Körpers  liegt  dann  ebenso  hoch,  wie  der 

der  Fläche,  sein  Trägheitsradius  ist  r*=  r  ^*-(-5^?. 

Dies  ist  ein  in  der  Technik  häufig  vorkonunender  Fall. 
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c)  Abgeleitet  wird  das  CeDtrifagalmoment  fttr  dag 
Dreieck,  den  Viertelkreis,  fttr  Parabeln  p^^  Ordnung ,  für 
hyperbolische  Flächen,  fttr  Flächen,  die  von  transcendenten 
Kurven  begrenzt  sind.  Femer  die  Centralellipsen  fttr  das 
Rechteck,  das  Trägheitsmoment  für  die  Diagonale  des 
Rechtecks,  der  Halbkreisfläcbe  fttr  beliebige  Schwerpankts- 
achsen. 

d)  Eingeftthrt  werden  die  Gleichheitsachsen  fttr 
Tg:=  Tyj  die  Grenzmomente  T^^ax  und  T^in  (fttr  Maximum 
und  Minimum)   des  Trägheitsmoments,   der  zugehörige  Satz 

Cr      ■*  max  ■*■  m%n 

r.ti  =  


'^  2 

Die  Grenzmomente  werden  fttr  mehrere  Flächen  bestimmt 

e)  Sind  7«  und  Ty  bekannte  Trägheitsmomente  (in 
Bezug  auf  Achsen,  die  aufeinander  senkrecht  stehen)  und  ist 
Mscy  das  zugehörige  Centrifugalmoment,  so  bestimme  man 
einen  Hilfswinkel  a  mittels  der  Gleichungen 

•    rt  2  Cr«  cos  2a 

sm2a  =  — =-^ 


T  T       ' 


dann  sind  die  Grenzmomente  bestimmt  durch 

7^  =  -|-(7;+7;)  +  A(r^_T,)sec2a, 

T,  =  -^(T,+  Ty)—L(T,-Ty)Bec2a. 

wobei  I  und  rj  die  zum  Drehungswinkel  gehörigen  Achsen  sind. 

f )  Ein  gegebenes  Winkeleisen  wird  in  Bezug  auf  die 
beiden  Centralellipsen  und  die  Centrallemniskate  yoUständig 
berechnet. 

g)  Die  Grenzmomente  fttr  Viertel-  und  Achtelkreis 
werden  berechnet 

h)  Aus 

Q„  =  Q^  COS*  a  +  ?y  sm^  a  , 

(>J  =  p^  sin*  a  +  pj  cos^  a  , 

Ä^^  =  {gy  —  ^x)  sin  a  cos  a , 
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folgt 

Hier  haben  Qxj  Qy,  Qa^  Qß,  Kß  die  obigen  Bedeutungen, 
und  zwar  ist  ß=a-{-90^. 

h)  Für  Parabelfläcben  (?*•',  i**',  2*«',  5*«. . .  Ordnung 
werden  als  CentrifugaUnomente  f ttr  die  Stellung  der  Figur  6 
gefunden 


femer 


_  gVi^       f>^A»       c^A^       dVi^ 


C\u         2  S  .        4  ö     j 


A/,  4      '     8     '     12     ^      16 


'■X 


-Ji7  =  T'*'  t'*'  T*'  T*^'-- 

Auch  X=y  -^-  ist  leicht  für  die  ganze  Reihe  zu  berechnen. 

i)  Berechnet  wird  das  Rechteck  gröfsten  Trägheits- 
momentes, welches  sich  aus  einer  Kreisfläche,  Ellipseiääehe, 
aus  einer  Parabelfläche  ausschneiden  läfst. 

k)  Eingeführt  wird  für  Kegelschnitte  der  Begriff  von 
Pol  und  Antipol  einer  Geraden,  der  Begriff  von  Polare 
und  Antipolare  eines  Punktes. 

1)  Die  Koordinaten  des  Antipols  der  Ordinatenachse  in 

Bezug   auf  die  Centralellipse   einer  gegebenen  Fläche   be- 

T  C 

stimmen  sieh  aus  ^,  =    ./  ,  y^  =    ^^  ;   er  ist  also    der 

Angrifiispunkt  der  Centrifugalkraft  der  um  die  Ordinatenachse 
gedrehten  Fläche  und  hat  auch  sonstige  mechanische 
Bedeutungen. 

m)  Die  Polare  des  Flächenschwerpunktes  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Trägheitsellipse  ist  zugleich  Antipolare  des 
Mittelpunkts  dieser  Ellipse  in  Bezug  auf  die  Centralellipse. 

n)  Die  Achsen  der  Ebene,  in  Bezug  auf  die  das  Träg- 
heitsmoment einer  Fläche  konstanten  Wert  hat,  umhttllea 
eine  Schar  konfokaler  Kegelschnitte,  deren  Brennpunkte  die 
beiden  Fixpunkte  sind. 


Die  Anwendung  der  Transformationen  etc. 


125 


o)  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  der  Ebene,  für 
welche  die  HanptträgheitBaehsen  einer  Fläche  parallel  sind, 
ist  eine  durch  die  Fixpnnkte  gehende  gleichseitige  Hyperbel, 
deren  Mittelpunkt  der  Schwerpunkt  ist  und  deren  Asymptoten 
den  Richtungen  der  gegebenen  Parallelen  parallel  sind. 

p)  Auch  bei  der  Methode  Ton  Reye  werden  die  Aus- 
,       Trägheitsmoment         -  Gentrifugalmoment 

statisches  Moment  statisches  Moment 

Wendung  gebracht. 

q)  Die  Reye  sehe  Methode,  nach  der  sich  für  die  Drehung 
einer  Fläche  um  einen  Punkt  ihrer  Ebene  die  Fläche  durch 
drei  zweckmäfsig  gewählte  Punkte  ersetzen  läfst,  wird  auf 
S.  222  bis  232  abgehandelt. 

r)  Die  Methode  von  Nehls  auf  S.  202  und  203,  die 
beiden  von  Mohr  auf  S.  203  bis  209,  die  Methode  von 
Land  auf  S.  209  bis  211. 

Sämtliche  Bemerkungen  geben  zu  stereometrischen 
Deutungen  Veranlassung,  unter  denen  die  unter  n  und  0 
hervorgehoben  werden  mögen. 

X)    Die    Anwendong    der   Transformationen   Z^=^f?   und 

p, —  ^ 

x=.y Z ^  Z  =  lffz  und  «  =  6     und  einiger  anderer  auf 

die  Bestimmung  von  Polarmomenten  verschiedener 

Ordnung  für  ebene  Gebilde. 

§  141)  In  des  Verfassers  Ingenieurmathematik  Bd.  I*) 
wird  von  Seite  175  ab  in  elementarer  Weise  ein  Beispiel 
aus  der  Lehre  von 
den  winkeltreuen  Ab- 
bildungen zur  Ableitung 

polarer  Trägheits- 
momente  benutzt,    die 
Abbildung  Z=z^  und 
ihre  Umkehrung 

Bekanntlich  ist  nach    O 
Moivre 


*)  Vergl.  auch  des  Verfassers  Theorie  der  isogonalen  Verwandt- 
schaften, wo  die  Abbildungen  Z^^z*  und  Zs««''  in  besonderen  Ab- 
schnitten behandelt  sind. 
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[r  (cos  q>-\'imn  g))]*  =  r*  (cos  2q>'^imn2g>) 
=  R  (cos  #  + 1  sin  *) 

Bezeichnet  man  den  Aosdrnck  in  der  eckigen  Klammer 
links  mit  z,  den  rechtsstehenden  mit  Zj  so  hat  man 

z^  =  Z. 

Hier  bedeutet  z  eine  Strecke  im  neaeren  Sinne,  d.  h.  eine 
Gerade  von  der  Länge  r,  die  z.  B.  vom  Nallpnnkte  ausgeht 
und  die  Neigung  q>  hat,  Z  eine  Strecke  von  der  Länge  B 

nnd  der  Neigung  *.  Ist  also  4^C^0A  =  ^,  00^  =  r,  so 
stellt  OCj  in  Figur  55  die  Strecke  z  dar. 

Aus  ihr  findet  man  die  Strecke  Z  =  z^  durch 
Verdoppelung  des  Winkels  ip  und  durch  Konstruk- 
tion der  Länge  OC  =  R  mittels  der  Gleichung 
i:r  =  r:R,  wobei  die  Strecke  0A  =  1  ist. 

Kennt    man    umgekehrt    Zy    so   findet  man   die 

Strecke  z  =  V^  durch  Halbierung  des  Winkels  und 
Konstruktion  der  Länge  OC^^=:r  als  mittlere  Pro- 
portionale der  Längen  i  una  R. 

Die  beiden  Konstruktionen  sind  unabhängig  von  dem 
oben  angedeuteten  komplexen  Ausdrucke,  der  einen  reellen 
und  einen  imaginären  Teil  hat,  gehören  also  in  die  Elementar- 
geometrie. 

Der  ganzen  Ebene  der  Z  entspricht  dabei  eine  Halb- 
ebene der  e,  denn  die  Abweichung  ^  =  360^  giebt  eine  Ab- 
weichung <p  =  180^.    Sollen  auch  die  z  eine  ganze  Ebene 

erfüllen,  so   mufs  man   die  Z-Ebene  sich  doppelt  bedeckt 

i 
denken,  denn  es  ist  —  720^  =  360^. 

Ja 

Jedem  Punkte  C  der  doppelt  gedachten  Ebene 
entspricht  jetzt  ein  Punkt  ^  der  ;?-Ebene  und  um- 
gekehrt jedem  der  z-Ebene  ein  solcher  der  doppelt 
gedachten  2;-Ebene.  Da  aber  C  sowohl  im  einen,  als 
auch  im  anderen  „Blatte^  gedacht  werden  kann,  so  ent- 
sprechen ihm  jetzt  zwei  Punkte  C^,  denn  (P'=*-f-5^ö^ 

fuhrt  auf  qf  =  — -!^ =  9  +  ^^0^-     Dadurch  ist  der 

Doppeldeutigkeit  der  Quadratwurzel  Genüge  geleistet. 
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§  142)    Jeder  Geraden   OC  ron  der  Neigang  ^ 
entsprechen  also  zwei  Gerade  von  den  Neigangen 

9=-|and9)'  =  |-  +  i6?ö«, 

nämlieh  OC.  nad  OCi=: — OC^.  Jedem  vom  Punkte 
C  doppelt  darchlanfenen  Kreise  mit  Mittelpunkt  O 
und  Radius  OC  entspricht  ein  einfach  durchlaufener 
Kreis  OC^  mit  Mittelpunkt  0  und  Radius  OC^. 


X     0 


y 


z-^ 


^ 


Z-J^beru 


riff.  6«. 


Fig.  57. 


Es  ist  nun  gut,  die  allen  Punkten  C  entsprechenden 
Punkte  C^  (und  C!)  in  besonderer  Ebene,  der  2r-Ebene,  zu 
zeichnen,  damit  die  Gebilde  deutlich  auseinander  gehalten 
werden. 

Hat  man  in  der  Z-Ebene  ein  Strahlenbttschel  durch  O 
mit  den  Neigungswinkeln 


n 


n 
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and  die  orthogonale  Kreisschar  mit  den  Radien 

2rr  An  6 « 

±-;r      ^^-      ^^ 

SO  hat  man  nach  Band  I  §  314  and  Band  EL  (Mercatorkarte) 
eine  Einteilnng  in  kleine  Qaadrate. 

Macht   man   mit   diesem    Grebilde    die    Transfonnation 

z  =  V^,  SO  entsteht  in  der  ^-Ebene  ein  Bttschel  von  doppelt 
soyielen  Strahlen  von  den  Neignngen 

TT  27t  37t 

n  n  fi 

and  eine  Kreisschar  mit  den  Radien 

■ 

^0      ^     ••  *•  * 

Damit  ist  also  ebenfalls  die  Bedingnng  ftir  solche 
quadratische  Einteilungen  erfüllt.  Und  weil  der  Ein- 
teilung der  Z-Ebene  in  kleine  Quadrate  eine  solche 
der  z-Ebene  entspricht,  so  ist  die  Transformation 
oder  Abbildung  eine  winkeltreue  oder  konforme 
(oder  isogonale)  in  dem  mehrfach  besprochenen 
Sinne. 

§  143)  Jedem  der  kleinen  Quadrate  der  Z-Ebene  ent- 
sprechen also  zwei  solche  der  2:-Ebene.  Dem  zugehörigen 
Winkel  y  zwischen  je  zwei  benachbarten  Strahlen  durch 
den  Nullpunkt  der  Z-Ebene  entspricht  ein  halb  so  grofser 
zwischen  denen  der  2: -Ebene.  Daraus  folgt,  dafs  die 
Quadratseite  AD  =  8  einer  Quadratseite  A^ D^  =  s^  so 
entspricht,  dafs 


8 


:8^  =  2YRi  l  =  2r:l 


ist.  (Bei  gleichen  Winkeln  AOD  wflrde  es  sich  um 
ü\8^  =  0A\0^A^  handeln,  da  aber  4:  ^  OD  =  2^  ^^  O,  D^ 
ist,  so  wird 

8\8^  =  20A\  OA^  =2B:VR  =  2VR  :  i  =  2r  :  1.) 


Die  Anwendung  der  Transformationen  etc.  129 

Wie  für  die  Grenze  die  Qnadratseiten  fttr  AB  CD 
sämtlich  gleich  grofs  sind,  so  ist  in  der  Entfernung  R  von 
0  und  der  entsprechenden  r  yon  0^   überhaupt  das  Ver- 

grOfsernngsverhältnis  8\8^  =  2 VIR :  1  =  2r:  1,  d.  h.  einem 
unendlich  kleinen  Kreise  z.  B.  um  ^  mit  Radius  q  ent- 
sprechen zwei  unendlich  kleine  Kreise  um  A^  und  A[  mit 

Radien  g — ^-  =  o-— iE*  oder  g—~  =  g2r\   Das  Qua- 

drat  AB  CD  erseheint  gegen  das  Quadrat  A^B^C^^D^^  um 
9  =  -T-  gedreht,  gegen  A^B^^C^^D^  um  ^^  =— -  -f-  180^. 

§  144)     Da  Ä  =  r«    r  =  VR,  ^=2<p,  g>  =  ^  ist, 

SO  folgt :  In  beiden  Ebenen  entsprechen  einander  Kuryen  von 
den  Gleichungen 


Z- Ebene 

2;-Ebene 

1) 

/(Ä,  <P)       0 

/(r«,  39.)       0 

2) 

/(^.|)-^ 

f  (r,  <p)       0 

'S) 

/(X,  7)  -  ö 

/[(*»-y«)(2«y)]-0 

Die  Beziehungen  3)  und  4)  ergeben  sich  folgender- 
mafsen:  Es  ist  X  =  i2cos<^,  y=^sin^,  dem  ersteren 
entspricht  also  r*  cos  2(p  =  r'  (cos*  q>  —  sin'  (p)  =  x^  —  y*, 
dem  anderen  entspricht  r*  sin  2  qp  =  2  (r  sin  qp)  (r  cos  r)  =  2a? y. 
Aus  X  =  x^  —  y*  und  Y=2aj/  folgt  aber  durch  Auf- 
lösung nach  X  und  y 

*=r— ^^-^^ »    :5^=>^ 2  > 

1       ^  1      <^ 

oder  auch  x  =  J?'  cos  — ,  y  =  .ß'  sin — . 


HolinfttUr,   8tar«om«tri«  IT. 
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Hat  man  in  der  einen  Ebene  eine  Einteilung  dureb 
irgend  welche  Kurven  in  kleine  Quadrate,  so  erhält  man 
eine  solche  anch  in  der  andern. 

§  145)  Beispiele,  a)  Der  quadratischen  Einteilung 
der  Z-Ebene  durch  Gerade  X  =  0,  +  a,  +  2  a,  +  5  a, . . . 
Y=  ö,  +  aj  +  2  a,  +  5 a, . . .    entspncht  eine  solche  durch 

Kurven  «* — y*=^> +  ^  +  ^^>i:^^>"  •  •  ^"^^  2xy  =  0y 
+  a, +  2a, +  5a, .. .,  d.h.  durch  zwei  orthogonale 
Scharen  gteichseitiger  Hyperbeln.  Die  erste  Gruppe 
bat  Asymptoten  von  den  Neigungen  +4J^  und  gebt  durch 

die    Punkte    ö,  +  Vö^  +  Y^^  +  V3  a,  .  . .  der    X-Achse 

bezw.  durch  die  Punkte  ö,  +  Ya,  +  V2a^+^  VYä  .  .  .  der 
Y-Achse.    Die   andere   Gruppe   hat   Asymptoten   von   der 

Neigung  0  bezw.  dO^  und  geht  durch  die  Punkte  0^  +  ^^ 

+  Vs  a,  +  V¥c, .  . .  der  Geraden  von  der  Neigung  +  45  ^ 

durch  den  Punkt  0^. 

Y 

b)  Auch  die  Geraden  ^i^ =  ^  =  tan  a  oder  besser 

^  A  —  a 

Y 
X -T-  =  ö,  a,  2  a,  5a  . .  .    und    die    Orthogonalschar    von 

Geraden  geben  eine  quadratische  Einteilung.  Ihnen  ent- 
sprechen Kurven 

2xy 


z^ — y* — a 


=  A 


oder  besser 


2 
x^  —  y* —  djy  =  ö,  a,  2a,  5a,  .  .  . 


Jeder    beliebigen    Geraden    der    Z-Ebene    ent- 
spricht also  eine  gleichseitige  Hyperbel  der  j^-Ebene, 

deren  eine  Asymptote  die  Neigung  ^  =  — hat,  wenn  die 

der  Geraden  gleich  8  ist  Die  Asymptoten  gehen  wiederum 
durch  den  Nullpunkt.  Die  isogonalen  Thyektorien  der 
Hyperbeln  unter  a)  sind  also  wieder  solche,  und  je  zwei 
Orthogonalscharen  geben  wieder  eine  quadratische  Ein- 
teilung. 
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c)  Dem  Kreise  Q=k  jim  einen  Ponkt  der  2^Ebene  mit 
den  Koordinaten  X^  =  a  und  F^  =  0,  dessen  Gleichung 
also  ist 

(X  — a)«+  y^  =  Ä:« 
entspricht  einer  Kurve 

die  sich  in  der  Form 

schreiben  läfst.  Hier  bedeutet  die  eine  eckige  Klammer 
das   Quadrat  der  Entfernung  p^    eines  Kurrenpunktes  von 

dem  Punkte  -\-Va,  die  andere  das  Quadrat  seiner  Ent- 
fernung Pj  von  dem  Punkte  — Va  der  ä- Achse,  so  dafs 
man  auch  schreiben  kann  p^p^  =  k^  oder 

p,p^=k. 

Es  handelt  sich  also  um  eine  Cassinische 
Kurve,  d.h.  um  eine  verallgemeinerte  Lemnis- 
kate  zweiter  Ordnung. 

Der  Geraden  durch  den  Punkt  a  der  X-Achse  von 
der  Neigung  a  entspricht  eine  gleichseitige  Hyperbel 

x* — y* 7 =  a    oder  —5 ^ =  tana, 

^         tana  «* — y* — a  ' 

die  durch  den  Punkt  +  V^  geht.   Die  Kurvenpunkte  können 

wieder  mit  den  Punkten  ihVa  der  j?- Achse  verbunden 
werden.  Die  Kadii  vectores  pj  und  p^  haben  dann  Neigungen 
^^  und  ^2;  ^^^  ^^^^  bestimmen  aus 


tan  ;^^  = ^—= ,  tan  ;>,  = 


so  dafs 


X  —  Y^  x-\-Y^ 


+ 


*onr*j.  _l_9.^       tan^,+tan;»3          x—Y~^       x-\-Y~^ 
*^^^^  +  ^«)=i-tan^,tan^,  = 77- 


i— 


2xy 


x^ — y* — a 
al0o  ^^  -f  *,  =  a 

ist    Daraus  folgt: 


x—Y  a      «-(-/" 
=  tana, 


9* 
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Dem  Strahlenbüschel  durch  den  Punkt  a  der 
X-Achse  mit  den  Neigungen  8  =  0,+c,  +  2c^  +  3c,.. 
und  der  orthogonalen  Kreisschar  mit  den  Badien 
P=^,  «±o,  ö±2c^g±8c^   _    entspricht    in    der    2r-Ebene 

ein  Bttschel  gleichseitiger  Hyperbeln  ^j-f-^«=^? 
4- c,  +  2c,  +  5c, .. .  durch  die  Punkte  +Vä^  der 
4;-Acn8e  und  eine  Orthogonalschar  von  Lemniskaten 
zweiter  Ordnung  mit  dem  Produkte  (der  von  diesen 
Punkten  ausgehenden  Radii  vectores) 

Den  Kurven  /(P,  ß)  =  0  der  Z-Ebene  entsprechen  also 
Eurren  f[{PiP2)j  (^i  +  ^2)]  =  ^  ^®^  «-Ebene.  Dabei  können 
Übrigens  die  Radien  P  von  einem  beliebigen  Punkte  C  aua- 
gehen,  die  Radii  vectores  p^  und  p^  von  den  entsprechenden 
Punkten  C^  und  C[  der  ^^-Ebene. 

Solcher  Beispiele  kann  man  beliebig  viele  geben.  So 
gehen  z.  B.  die  Kurven 

P 


d.  L  Ej-eisschar  und  Kreisbüschd  z.  B.  durch  die  Punkte 
X  =  +l  der  Z-Ebene  über  in  Kurven 

^1^  =  e\  c-,  e2  S  . . . ,  -?^^^  =  0,e,2c,3c,.  X 

der  «- Ebene,  wobei  die  Radii  vectores  p  von  den  Punkten 
4-i  der  ^- Achse,  die  Radii  vectores  q^  und  q^  von  den 
Funkten  +  i  der  y- Achse  ausgehen,  u.  s.  w. 

§  146)  Anwendung  auf  Polarmomente  von  ebenen 
Gebilden. 

Zu  jeder  Entfernung  R  in  der  Z-Ebene  (vom  Nullpunkte) 
und   zur   entsprechenden  r  in   der  2:-Ebene,   wobei  Ä=r* 

und  r=VR   ist,   gehört  das  Vergröfserungsverhältnis 

2VIR:  1  bezw.  2r:  1.  Folglich:  Zwischen  einem  Kurven- 
elemente 8  der  ^-Ebene  und  dem  entsprechenden  «j 
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der   r-Ebene    besteht    die    Beziehung    8:8^  =  2VB^:1 
=:2r:i  j  so  dafs 

8 

8  =  8.  2rj  «-== -=- 

^  '         2VR^ 

ist 

Daraus  folgt  fOr  eine  beliebige  Kurve  von  der  Z-Ebene 
von  der  Länge  l,  dafs 

1)  l  =  j;8  =  22J8^r 

ist.    Ftlr  eine  beliebige  Kurve  der  r-Ebene  von  der  Länge 
^  folgt  ebenso 

2)        ^  =  2\=|^-^=|2--Ä^. 

Für  Flächenelemente  folgt  ebenso /:/i  =  4Ä:  f 
=  4r^:  i,  so  dafs 

ist. 

Daraus  folgt  für  eine  beliebige  Fläche  F  der  Z-Ebene 

3)  F=j:f=4  2:f,r\ 

ftlr  eine  beliebige  Fläche  F^  der  z-Ebene  folgt  ebensoj 

Daraus  lassen  sich  folgende  Sätze  ablesen. 

1)  Die  Länge  jeder  Kurve  der  Z-Ebene  ist  das 
Doppelte  vom  Polarmomente  erster  Ordnung  für  die 
entsprechende  Kurve  der  s-Ebene  in  Bezug  auf  den 
Nullpunkt. 

2)  Die  Länge  jeder  Kurve  der  2:-Ebene  ist  die 

Hälfte  vom  Polarmomente  =  — ter  Ordnung  für  die 

entsprechende  Kurve  der  Z-Ebene  in  Bezug  auf  den 
Nullpunkt. 

3)  Jedes  Flächenstück  der  Z-Ebene  ist  das  vier- 
fache vom  polaren  Trägheitsmomente  für  die  ent- 
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sprechende  Fläche  der  z-Ebene  in  Bezug  anf  den 
Nnllpnnkt. 

4)  Jedes  FlächenstUck  der  z-Ebene  ist  der 
vierte  Teil  vom  Polarmomente  ( — l)ter  Ordnung  für 
die  entsprechende  Fläche  der  z-Ehene. 

Uns  interessieren  hier  in  erster  Linie  die  Polarmomente 
erster  und  zweiter  Ordnung  in  ihrem  Zusammenhange  mit 
den  zugehörigen  Kurvenlängen  bezw.  Flächeninhalten.     Zu 

4)  sei  bemerkt,  dafs  ^^  das  Newtonsche  Potential 

der  Fläche  F  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  bedeutet.  Dabei 
ist  die  Flächeneinheit  der  Fläche  Fmit  der  Masse  1  belegt 
zu  denken  und  im  Nullpunkte  ebenfalls  die  Masse  1  kon- 
zentriert zu  denken.  Das  Potential  in  Bezug  auf  den  Null- 
punkt bedeutet  dann  die  Arbeit,  die  nötig  ist,  die  in  letzterem 
befindliche  Masseneinheit  unter  Überwindung  der  gegen- 
seitigen Anziehung  auf  irgend  welchem  Wege  in  unendliche 
Entfernung  zu  bringen.  Die  den  Cylinderkörper  begrenzende 
Drehungsfläche  ist  dabei  entstanden  durch  die  Drehung  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  um  die  eine  Asymptote. 

Kennt  man  den  einen  von  den  beiden  Bestandteilen, 
die  in  jedem  dieser  vier  Sätze  auftreten,  so  kennt  man  auch 
den  andern.] 

§  147)  Beispiel  der  Geraden  der  Z-Ebene 
und  der  gleichseitigen  Hyperbeln  der  z-Ehene. 

1)  Irgend  ein  schraffiertes  Quadrat  der  Z- Ebene  hat, 
wie  jedes  andere  dieser  Einteilung,  den  Umfang  4  a. 

Jeder  „Qnadratumfang"  der  hyperbolischen 
Einteilung  der  z-Ehene  hat  in  Bezug  auf  den 
Nullpunkt  das  Polarmoment  erster  Ordnung 
M'=2a. 

(Die  Dimension  dieses  Ausdrucks  ist,  wie  aus 
s.  r.  folgt,  bei  Centimetermafs  c'.)  Die  stereometrische 
Deutung  fflr  den  Mantel  des  durch  den  Kegel  z  =  r  ab- 
geschnittenen ^Cylinders^  über  der  Fläche  liegt  auf  der 
Hand.  Alle  über  den  hyperbolischen  Quadraten  stehenden 
Gylindermäntel  sind  flächengleich. 
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Jedes    Quadrat    der    hyperboliaohen    Eia- 
teilang  der  2-Ebeiie  hat  in  Beza^  aaf  denNall- 

pnnkt    das    polare    Trägheitsmoment    7*,  =  — . 


z- 

£btne 

-' 

Y 

0 

Ja 

' 

- 

-m 

-B 

-I 

J 

ir 

m 

Sa.       - 

ta 

a. 

V 

^        l,        J 

-  — 

(Die  DimensioD  dieses  Ansdmcks  ist  wegen  fr*  tod 
der  Form  c*.) 

Die  stereometrische  Deutang  fttr  den  Inhalt  des  durch 
das  Paraboloid  i^v*  abgeschnitteDen  Gylinders  über  der 
Fläche  liegt  ebenfalls  anf  der  Hand.  Alle  Über  den  hyper- 
boliscben  Qnadraten  stehenden  Gylinder  sind  inhaltsgleich. 
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§  148)  Beispiel  der  EioteilnDg  dnrch  koDzentrisebe 
Kreise  und  das  orthogonale  Strafalenbasebel  durch  des 
Pnnkt  a  der  X-ÄcfaBe. 

Die  „Quadrate"  jedes  eiozelnen  Ringes  der  ^Ebeae 
haben  dieselben  homologen  Seitenlängen.     Ist  z.  B.  der  Kreis 

der   durch  den  Nullpunkt  gehende,  so  ist  AB^ a. 

Folglich  hat  in  der  z-Ehene  jedes  A^  B^  der  entsprechenden 
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Lemniskate  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  i  das  Polarmoment 

7t 

erster  Ordnung  M'  ^=  —  a  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt. 

n 

In 


Setzt  man  a  =  6  '  "  ,   so  ist  der  nächste  kleinere  Radiua 

2« 


1n\ 


PD  =  b  = =  e  ••  ,  also  CD  = b 


in  „ 


bekannt    Demnach  hat  in  der  ^-Ebene  C^Di  in  Bezug  auf 


7t 


Oj  das  Polarmoment  erster  Ordnung  3/'=  —  b. 

Endlich  ist  DA  =  a  —  6  bekannt,  also  ist  das  Polar-i 
moment  für  D^A^  gleich   — ;- — . 

Man  kennt  also  das  Polarmoment  fttr  den  Umfang 
dieses  Quadrates  der  lemniskatischen  Einteilung.  Der  Schlufs 
auf  den  durch  den  Kegel  z^=r  abgeschnittenen  „Cylinder- 
mantel''  sei  dem  Leser  überlassen. 

Der  ganze  Kreis  hat  den  Umfang  2Tca^  die  äufserste 
Lemniskate  also  das  Polarmoment  7t  a. 

Der  Inhalt  des  untersuchten  Quadrates  der  ^-Ebene  ist 
i 
—  7t  {a^ — b\  folglich  hat  das  entsprechende  Quadrat  der 

£:-Ebene  in  Bezug  auf  0^  das  polare  Trägheitsmoment 

Der  ganze  Kreis  hat  die  Fläche  7t  a}^  die  ganze  Lemnis^ 

7t 

katenfläehe    also   das   polare   Trägheitsmoment    7p  =  — a^^ 

Über  die  Cylinderinhalte  spreche  sich  der  Leser  selbst  aus^ 

§  149)  Beispiel.     Der  quadratischen  Einteilung 

X  =  Oj  a,  2a,  3a  , . , 
y  =  ö,  a,  2a,  3a  , , . 
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der  z-£beDe  entspricht  einer  Einteilung  dnrch  Karren 


=  0,0, 2a,  3a,. 


der  Z-Ebene.  Dies  sind  Parabeln  mit  dem  Nullponkte  0 
aU  Brennponkt,  die  also  durch  die  Ponkte  0, +  1»*,  +  4a*, 
+  90'...   der  X-Achse    und    durch    die   Ponkte    0,-i-2a*, 
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Hh  Äa*,  +  iSa^j.. .  der  Y-Achse  gehen.  —  Die  GUeichnngen 
können  auch  geschrieben  werden 

R^  cos  -^  =  ö,  a,  2a, . . . ,    iZ^  sin  -^  =  Ö,  a,  2a, . . . 

Jedes  Qaadrat  der  2:-Ebene  hat  den  Umfang  4a,  folg- 
lich   hat    der    Umfang   jedes    „Quadrates^    der 

parabolischen  Einteilung  der  Z-Ebene  in  Bezug 

i 
auf  den   Nullpunkt   das   Polarmoment ^ter 

Ordnung  Sa. 

Der  Inhalt  von  jedem  dieser  Quadrate  der  2:-Ebene  ist 
a^,  folglich  hat  jede  Quadratfläche  der  para- 
bolischen Einteilung  derZ-Ebene  inBezug  auf 
den  Nullpunkt    das  Newtonsehe   Potential  4a^ 

Die  schraffierte  Fläche  .4  £  C  hat  den  Inhalt 

A  {2a})  {2a^  =  -|-  a\ 

folglich  hat  das  entsprechende  Quadrat  in  Be- 

2 
zug   auf   0   das    polare   Trägheitsmoment   -^a*. 

<In  der  That  ist 

Die  Parabel  BAB  hat,  wenn  man  BD=p  setzt,  die 

Länge -|-[/2  +  >(i  +  /2)]  =  2a«[/2  +  */^(i  +  /2)], 

folglich   hat   die    Gerade  DAB=2a  in  Bezug  auf  0  das 

Polarmoment  erster  Ordnung  a*[/2 -[-*^^(^ +^^)]»  ^^ 
mit  der  früheren  Untersuchung  zusammenstimmt 

Weitere  Beispiele  über  Hyperbelsegmente,  para- 
bolische und  cardioidische  Flächen  u.  s.  w.  findet  man 
in  der  „Ingenieurmathematik^.  Auf  die  parabolischen  Sek- 
.toren  der  cardioidischen  Flächen  sei  besonders  aufmerksam 
gemacht,  auch  auf  die  Brennstrahlsektoren  der  Parabeln. 
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§  150)    Bei    den   Transformationen   Z  =  z*    und 

3  

z=zyY  ist  entsprechend  zu  yerfahren.  Ist  0-4= i,  OC^=r 
und  ^AOC.r=g>^  so  erhält  man  C  durch  Verdreifachang  des 
Winkels  und  mit  Hilfe  der  ähnlichen  Dreiecke  OAC^^  OC^K^ 
OKC,  wobei  OK  =  r\  OC=r^  wird. 

[Vergl.  {  r  (cos  g>  -\-  ismq))}  =  r*  (cos  3q>  -}-  isiaS  g>) 
=  R  (cos  *  -|- 1  sin  0),] 

Geht  man  von  C  aus,  so  hat  man  —  im  allgemeinen 
auf  dem  Wege  der  Rechnung  —  den  dritten  Teil  des 
Winkels  zu  bilden  und  die  Kubikwurzel  aus  OC  za  kon- 
struieren. (Rein  geometrische  Konstruktionen  sind  hier  im 
allgemeinen  nicht  möglich.) 


Fiff.  61. 


Die  Z-Ebene  ist  dreifach  belegt  zu  denken,  wenn  die 
ganze  2r-Ebene  erfüllt  werden  soll.  Dem  Punkte  C^  reihoi 
sich  noch  zwei  andere,  C^  und  C^  an,  die  mit  ihm  ein 
gleichseitiges  Dreieck  mit  0^  als  Mittelpunkt  bildea 
(3  Wurzelpunkte.) 

Die  der  vorigen  entsprechende  Behandlungsweise  zeigt, 
dafs    der    Quadrateinteilung    der    ^Ebene    durch    Polsur- 


Die  Anwendung  der  Transfonnationen  etc.  141 

koordinaten  eine  quadratische  Einteilnng  der  2r-Ebene  durch 
solche  entspricht. 

Dabei  wird  das  Vergröfsernngsyerhältnis  für  jede  £nt- 
femiing   R   bezw.    r    auf   «  :  »^  =  3E  :r  =  3r^:r  =  3r^:i 

zurückgeführt,  wofür  man  auch  schreiben  kann  SR^il  oder 
i  :-|-Ä"*=i  :  Ji2*"\  aU08=38,r^,B^=8'jR~ff=f\9r^, 

Hier  wird  demnach 


y 


2)  ii=^»,  =  4--^«Ä"*, 

3)  ^=2*/=  9  2:A  r', 

Die  entsprechenden  stereometrischen  Sätze  spreche  der 
Leser  selbst  aus.  Uns  interessiert  hier  nur  der  erste, 
welcher  die  polaren  Trägheitsmomente  ebener  Kurven 
betrifft.  Fr  lautet:  Die  Länge  jeder  Kurve  der  Z-Ebene 
ist  das  dreifache  vom  polaren  Trägheitsmoment 
der  entsprechenden  Kurve  der  2:-Ebene  in  Bezug 
auf  den  Nullpunkt 

Aus  JB  =  r»,  0  =  3q>,  r  =  VRj   g>  =  ^<>  folgt  X  = 

R(ios0  =  r^Q0s3  %  Y  =  jRsin  4^  =  r*8in59),  Ä=rcosy  = 

Ä'  cos  -^ ,  y  =  r  sin  y  =  Ä'  sin  -^ .     Denmach  entsprechen 

3  3 

einander  in  beiden  Ebenen  folgende  Kurven: 
f{R,^)=0  f[r^^3q>)  =  0 

f(YR,  ^^  =  0  f{T,  q>)  =  0 

/(X,  Y)  =  0  f[{r^QOB3q>,r*&m3(p)]=0 

/|jÄ*cos|^),  (Ä*8inyn=Ö    f{^r/)=0 
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Sind  P  =  X  nnd  S=^y  konzentrische  Kreise  nebst 
RadienbUschel  durch  einen  beliebigen  Pnnkt  C,  so  entsprechen 
einander  P  und  Pip^P^  ^  nnd  ^1  +  ^8 +  ^8  (ve^gl. 
isogonale  Verwandtschaften,  Kap.  IX),  also  entsprechen  ein- 
ander auch  die  Kurren 

f[p, e]  =  0,      f[(p, p, p,),  (*,  +  &^-\- *,)]  =  0. 

Die  Kurven  p^  PtPs^=^  ^^^  konfokale  Lemniskaten 
dritter  Ordnung,  die  Kurven  ^j  +  ^2  +  ^j  =  c  die  ortho- 
gonalen Hyperbeln  dritter  Ordnung.  Die  Radii  vectores 
gehen  von  den  drei  Wurzelpunkten  von  C  aus. 

Auch   die  Kurven  r^eos3q)  =  c  und  r^siaS  q>  =  c  sind 

reguläre    Hyperbeln    dritter    Ordnung.     Dagegen    sind    die 

JL       0 
Kurven  -R'sin— =  c  cardioidische  Kurven  dritter  Ordnung 

o 

JL  0 

und  die  Kurven  Ä^cos  — =  c  ebenso,  welche  die  Rolle  der 

1 

Parabeln  Übernehmen,  aber  auch  als  Hyperbeln  —  ter  Ord- 

o 

nung  bezeichnet  werden  könnten. 

§  151)    Einige  Beispiele.     Der  Kreis  der  ^-Ebene 

mit  Badius  ^  =  1,  der  durch  den  Nullpunkt  geht  und  seinen 

Mittelpunkt  auf  der  ^  Achse  hat,  entspricht  einer  cardioidi- 

schen   Kurve    dritter   Ordnung    der  Z-Ebene.      Seiner 

Gleichung  r  =  2  cos  9)  entspricht  die  Gleichung  der  letzteren 

JL  0 

jR'=2cos— .     Sein  polares  Trägheitsmoment   (das   seines 

Umfanges)  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  ist  7^  =  2  tt  ^* 
-^€^.1=4^^^=471.  Demnach  hat  jene  cardioidische 
Kurve  den  Umfang  3 .47t  =  12 7t. 

Der  Kreis  der  Z-Ebene  mit  Radius  P=i,  der  durch 
den  Nullpunkt  geht  und  seinen  Mittelpunkt  auf  der  X-Achse 
hat,  hat  den  Umfang  2  7t  und  die  Gleichung  R  =  2  cos  0. 
Die  ihm  entsprechende  Lemniskate  dritter  Ordnung  hat 
die  Gleichung  r^=2  cos  3  q>.  Jede  ihrer  Schleifen  hat  in 
Bezug    auf    den    Nullpunkt    das    polare    Trägheitsmoment 

27t 

Tp  =  — r— .      Denkt    man    sich   über   dieser   Schleife 
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einen  Gylinder  errichtet  und  diesen  durch  daa 
Drehangsparaboloid     zweiter    Ordnung    z  =  r^    ab^ 

geschnitten,   so  ist  der  Mantel  von  der  Fläche  —^k 

ö 

Teilt  man  die  Z- Ebene  durch  die  Geraden  X=ö, +a, 

+  2  a,  +  ^ a, . . .,  *^=  ö>  +  «)  +  -  ^>  •  •  •  ^  Quadrate  ein,  so 
Eat  jedes  den  Umfang  4  a.  Dem  entspricht  eine  quadratische 
Einteilung  der  Z-Ebene  durch  die  Kurvenscharen  r*  cos  5  99=0, 
+  a,  4^2  a, . . .,  r*  sin  3  qp  =  Ö,  +  a,  +  2  a, . . .,  die  reguläre 
Hyperbeln  dritter  Ordnung  sind  und  je  drei  Asymptoten 
besitzen.    Jedes  Quadrat   der  Einteilung  hat  in  Bezug  auf 

4a 
den  Nullpunkt  das  Trägheitsmoment  Tp  =  ——.    Die  über 

o 

diesen  Quadraten  stehenden  Säulen,   die  durch  das. 

Drehungs-Paraboloid     z  =  r^    abgeschnitten     sind„ 

4a 
haben  sämtlich  als  Mantelfläche  F=— -• 

o 

Die  Gerade  der  2: -Ebene,  welche  die  Punkte  mit  den 
Koordinaten  {/e^y^)  und  {x^,  —  y^)  verbindet,  hat  in  Bezugs 
auf  den  Nullpm^t  das  Trägheitsmoment 

Die  entsprechende  Kurve  der  Z- Ebene  hat  die  dreifache 
Länge,  also 

Z=2Äjsin-^|Äjsin«-|^+5Äjcos«-3 

=  2  Äj  sin-|^|i  +  2  cos*  A1. 

In  dieser  Weise  kann  man  beliebig  viele  Schlttsse- 
riehen,  ohne  Rechnungen  anzuwenden.  Namentlich  di& 
Kurven  p^  Pa  ft  =  «*  und  ^1  +  ^j  +  ^s  =  ^>  ^^  ^  ^®  Werte 

,    2irt       ,    4/r       ,    6n 

Oy  H ,  H ,  H ,... 

annimmt,  sind  dabei  von  Interesse. 
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§  152)    Bei   der  Abbildung   Z  =  —  oder  «  =  4 

Z  Li 

handelt  es  sich,  wie  bei  der  Inversion  nachgewiesen  wurde, 

i 
um    das    Vergröfserungsverhältnis    « :  «^  =  Ä* :  i  =  — ^ :  i. 

Es  wird  also: 

1)  ^=^«=2"-^    •  2)  K=i:*,=z-^ 

8)    F=Zf=Z^        4)    F^=zh=i:^ 

(Die  Formeln  1)  und  2)  deuten  nur  scheinbar  auf  das 
Kewtonsche  Anziehungsgesetz  hin,  denn  die  Kräfte  werden 
nicht  algebraisch  summiert,  sobald  ihre  Richtungen  nicht 
parallel  sind.  Dagegen  dOrfen  aber  die  Elemente  des 
Potentials  algebraisch  summiert  werden.) 

Die  Formeln  sind,  wie  oben,  leicht  in  Worte  zu  bringen. 
Es  handelt  sich  dabei  um  Polarmomente  von  der  Ordnung 
(—  'S)  bezw.  (—  4). 

Beide  Ebenen  stehen  in  Ereisverwandtschaft.  Demnach 
entsprechen  einander  Kreis  und  Ejreis,  ron  denen  einer  auch 
eine  Gerade  werden  kann,  Kreisbttschel  und  Ejreisbüschel, 
von  denen  das  eine  ein  Strahlenbttschel  werden  kann;  E^reis- 
Bchar  und  Elreisschar,  von  denen  die  eine  konzentriseh 
werden  kann,  Bicirkularspiralen  und  Bicirkularspiraien,  yon 
denen  die  eine  Schar  zu  logarithmischen  Spiralen  werden 
kann.  Quadratische  Einteilungen  durch  Hjperbelscharen  gehen 
in  gewisse  lemniskatische  Über,  solche  durch  Hjperbelbttschel 
in  solche  durch  Lemniskatenbttschel  durch  drei  Punkte. 

Die  entsprechenden  stereometrischen  Schlüsse  seien  dem 
Leser  ttberlassen.  (Vergl.  Einführung  in  die  Theorie  der 
isogonalen  Verwandtschaften.) 

.  §  153)  Bei  der  Abbildung  Z  =  ^:J' und  z  =  VX,  wo 
p  irgend  eine  reelle  Zahl,  nur  nicht  Null  ist,  wird  das  Ver- 
gröfserungsverhältnis 

8:8^=pr     ^:i=pR^     p  :l  =  i:  —  Rp     \ 
also 
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1)  l=2Jt  =  pJ^$^tP-i 


2) 


h=-j:h=jj:'R' 


1 

— 1 


3)  /'=^/=p«^/r«(»-i) 


4) 


f,=2;a=^j:/r'^'"^ 


Jeder  Punkt   C   der    Z- Ebene    giebft    bei    ganzem 

positiyenp  p Ponkte  C^,  C^ ...  Cp,  die  ein  regelmäfsiges 

p 

p  Eck  mit  dem  Halbmesser  V  R  bilden,  wenn  R  die  Ent- 
fernung OC  ist  (Wurzelpunkte).  Jedem  von  diesem  Punkte 
C  ausgehenden  Radius  vector  P  entspricht  das  Produkt 
PiPf"Pp  =  ^  der  von  jenen  p  Punkten  ausgehenden  Badii 
yectores,  dem  Neigungswmkel  ^  ftlr  P  entspricht  die  Summe 
der  Neigungswinkel  d'j^  -{-  &^  -^ ...  -\-  ^p  =  ß  der  von 
den  p  Punkten  ausgehenden  Radii  yectores.  So  entsprechen 
einander  folgende  Eurvenscharen  in  beiden  Ebenen 

/(i?,^)  =  0  f(rP,p(p)  =  0 

f(y^,^^=0  f(r,ip)  =  0 

/{X,  Y)  =  0  f[{rfGOBpq>)^{rP8mpg>)]=0 

/   (Ä^C08^*),(Ä^8in^<P)  =Ö     f(x,y)  =  0 

f  [P,  e]  =  0  /[{PtP^^'Pp), (*i+*.+.-.*i>)]=0. 

Alle  diese  Beziehungen  lassen  sich  elementar  nach- 
weisen. Yergl.  Kapitel  9  der  isogonalen  Verwandtschaften. 
Die  Kurven  PxP%Pt"-Pp  =  o  und  ^i  +  ^t  +  . . .  ^jp  =  y 
werden  dort  als  reguläre  Lemniskaten  bezw.  Hyperbeln 
jp^'  Ordnung  bezeichnet. 

Der  Länge  jeder  Kurve  der  Z-Ebene  entspricht  also 
das  ;>-fache  vom  Polarmomente  {p  —  i)**'  Ordnung  der  ent- 
sprechenden Kurve  der  2:-Ebene;  jedem  FlächensttLck  der 
ersteren  das  p '-fache  vom  Momente  2{p  —  i)^'  Ordnung  des 

HoltmfiUer,  StarMmetrl«  IV.  10 
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entsprechenden  in  der  andern  u.  8.  w.  Das  Abschneiden  der 
Cylindermäntel  bezw.  Gylinderkörper  in  der  letzeren  geschieht 
dnrch  Drehongsparaboloide  (p — i)*»'  bezw.  2{p  —  1)*^ 
Ordnung,  in  der  ersteren  durch  solche   von  der  Ordnung 


(j-')^-Uj-')- 


§  154)  Die  Abbildung  Z=Uffz  oder  z  =  e'  ge- 
hört ebenfalls  hierher.  Nach  der  in  Band  U  gegebenen 
Theorie    der  Mercatorkarte   handelt   es   sich  um   das  Ver- 

gröfserungsverhältnis  8:s^=  i:r=  i  :e\    Demnach  ist 

T  T 


ex 


Die  Länge  jeder  Kurve  der  ^-Ebene  ist  also 
gleich  dem  Polarmoment  ( — i)^'  Ordnung  von  der 
entsprechenden  Kurve  der  andern  in  Bezug  auf  den 
Nullpunkt  oder  gleich  dem  Newtonschen  Potential 
in  Bezug  auf  diesen  Punkt.  Die  Fläche  jeder  Kurve 
der  Z-£bene  ist  gleich  dem  Polarmomente  ( — 2)^ 
Ordnung  der  Fläche  der  entsprechenden  Kurve  der 
2;-Ebene  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt. 

Die    Länge    jeder    Kurve    der    ^-Ebene    giebt 

das  Axialmoment  J^ne^  von  der  entsprechenden 
der  Z-Ebene,  das  Flächenstttck  giebt  das  Axial- 
moment J^f^^  der  entsprechenden  Fläche  der 
Z-Ebene.  Hier  tritt  also  ein  Axialmoment  ein,  be- 
zogen auf  die  Y-Achse  der  Z-Ebene,  und  zwar 
handelt  es  sich  um  ein  Abschneiden  der  Cylinder- 
mäntel und  Gylinderkörper  durch  eine  cylindrische 
Fläche  von  der  Gleichung  Z=e^^  was  zugleich  die 
Gleichung  einer  logarithmischen  Linie  ist,  bezw. 
durch  die  Fläche  Z=^\ 

Die  einander  entsprechenden  Kurven  sind  dabei  z.  B.: 

/(XY)=Ö  f{lgr,d)  =  0, 

/  [(«^  C08  Y),  (e'  sin  Y)J  =  0  /  (xy)  =  0. 


Die  Anwendung  der  Transfonnftttonen  etc.  147 

§  155)    Die  Abbildung  Z=^zlgz  —  zr=z{Jjgz  —  i) 
verwandelt    die    Kurven    X  =  a    in    x  [^  Va:*-{-y* — i] 

—  y  arctan  —  =  a  oder  in 

^  X 

r  [cos  q>{lgT  —  i)  —  97  sin  9)]  =  a, 
die  Kurven  y=6  in 

y  [^  Vd?«  -j-y«  _  i]  _j_  j.  arctan  -^  =  i 

oder  in 

r  [sin  q>{lgT  —  i)  +  y  cos  9)]  =  6, 

die  Kurven  -R  =  «*  in 

r«[(/j^r  — i)«  +  y«]  =  e2«, 

Y 
die  Geraden  tan  ^  =  -^r  =  c  in  die  Kurven 

sin  9)  (/^  r  —  i)  -f-  y  cos  9? 
cos  q){lgr  —  i)  —  9)  sin  9? 

Das    Vergröfserungsverhältnis    ergiebt    sieb    so,    dafs 

—  =  — ^ — ,  also  1=  ^ 8=z ^ 8^lgr  wird.     Demnach 

ist  die  Länge  jeder  Kurve  /(Zy)  =  0  der  -Z-Ebene 
gleich  dem  logarithmischen  Potential  der  ent- 
sprechenden Kurve  der  z-Ebene  in  Bezug  auf  den 
Nullpunkt.    Die  letztere  Kurve  hat  die  Gleichung 

/{  [o?  (ty /^qp^— i)  —  y  arctan  ^], 

[y(Ä7V^«  +  y«— )i+^arctan^]}  =  Ö 

oder 

/  j  r  [cos  (pilgr  —  i)  —  9)  sin  9)] , 

r  [sin  (p{lgr  —  i)  +  y  cos  y] }  =0. 

Man  denke  sich  auf  der  Ebene  in  den  Punkten  der  Kurve 
Lote  errichtet,  die  bis  zur  Drehungsfläche  z^^lgr  reichen. 
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Die  so  entstehende  Mantelfläche  hat  den  Inhalt 
F=l.i. 

Die  Umkehning  dieser  Abbildang  ist  schwieriger  zu  be- 
handeln,  da  transcendente  Gleichungen  zu  behandeln  sind. 

£benso  ist  die  Aufgabe  schwieriger,  die  Abbildung  zu 

finden,  bei  der  ^/=  J^/ify**  wird,  so  dafs  jeder  Fliehe 
in  der  Z-Ebene  das  logarithmische  Potential  der  ent- 
sprechenden Fläche  der  2^Ebene  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt 
entspricht.  Überhaupt  sind  die  Aufgaben  dieses  Paragraphen 
besser  der  höheren  Mathematik  zu  überlassen. 

§  156)    Die  Abbildung  Z=*lgz=plgz  giebt  das 

z 

Yergröfserungsverhältnis  «:«^  =  i:  —  =  i:«',  so  dab 

'1=2  »1  =  2'»«»,        Fj=2'/i=2"'»-«'- 

Dabei  entspreohea  einander  die  Ennren 
f{X,  Y)  =  0  f{plgr,pd]=0  oda  f[lgr',pd]=0 

/[«  '  ""cos  jY,eT''8injY]  =  0       f[x,y]  =  0 

«^cosY=c  r'cosp^  =  c 

«'8iny=c  rPsmp&  =  c. 

Die  stereometrischen  Folgerungen  seien  dem  Leser 
tiberlassen. 

§  157)  So  giebt  jede  konforme  Abbildung  zu  je 
vier  Sätzen  Veranlassung,  durch  welche  die  Längen, 
Flächen,  Momente  einander  entsprechender  Karyen 
in  einfache  Beziehungen  zu  einander  gesetzt  werden« 
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Diese  letzteren  lassen  sieh  sämtlich  stereometrisch 
deuten  und  geben  Sätze  ttber  Prismen  nnd  Cylinder, 
die  darch  die  den  Momenten  höherer  Ordnung  ent- 
sprechenden Drehungsfläohen  bezw.  Gylinderflächen 
abgeschnitten  werden.  Die  körperlichen  Inhalte  und 
die  Mantelflächen  und  ihre  Momente  sind  dann  leicht 
zu  berechnen. 

§   158)     Von    besonderem    Interesse    sind    dabei    die 

Kurven,   längs   deren   das   Vergröfserungsverhältnis 

konstant,  z.  B.  gleich  x  ist.  Es  läfst  sich  z.  B.  elementar 

zeigen,*)    dafs    es    sich   bei   dem  Kreisbttschel   durch   die 

2 
Punkte  +i  der  X-Achse  um   die  Kurvenscharen  pq  =  — 

—  ^  *         X 

handelt,  also  um  Lemniskaten  zweiter  Ordnung.  Diese  gehen 
dann  durch  die  „gleich  grofsen  Quadrate^  der  quadratischen 
Einteilung  durch  Kreisbttschel  und  Kuryenschar.   (Vergl.  die 

Abbildungen  Z  =  —  bezw:  Z=  lg —  ) 

Bei  der  quadratischen  Einteilang  darch  das  Hyperbel- 
bttschel  durch  die  Punkte  +  i  der  X-Achse  und  die  ortho- 
gonalen Lemniskaten  handelt  es  sich  ebenso   um   Kurven 

2r 

—  =a  X,  deren  Badii  vectores  von  den  Punkten  0  und  +  i 

pq  — 

ausgehen.  (Vergl.  die  Abbildungen  Z={z  —  z^)  (z  —  z^ 
oder  Z  =  *lg{z  —  z,)  {z  —  z,).) 

Jede  solche  Kurve  steht  also  mit  der  entsprechenden 
der  andern  Ebene  in  konstantem  Vergröfserungsverbältnis 
x:i.  Kennt  man  also  die  Länge  der  einen,  so  kennt 
man  auch  die  Länge  der  anderen.  Bei  den  ent- 
sprechenden stationären  Strömungen  der  Elektrizität  (unter 
gewissen  Voraussetzungen  auch  der  Wärme)  bedeuten  sie 
die  Linien  gleicher  Stromdiehte.  Fttr  x=i  ist 
natflrlich  die  Beziehung  die  einfachste.  Nicht  nur  fttr  die 


*)  Vergl.  Potentialtheorie  des  Verf.  oder  deBsen  Abhandlung  „Znr 
elementaren  Behandlung  des  logarithmischen  PotentiaLi''  in  Bd.  IX    •  I 

der  Zeitschr.  fttr  lateinlose  Schulen,  oder  deaeen  Abhandlung  ttber  einen  ! 

Satz  der  Funktionentheorie  in  Mehmke,  Zeitschr.  fttr  Math,  tu  Phys.« 
Bd.  42  (1897),  Seite  217—246. 
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mathematische  Physik  und  die  Kartographie, 
sondern^  wie  man  sieht,  auch  fttr  die  Stereometrie 
lassen  sieh  aas  den  Bemerkungen  dieses  Kapitels 
anf  elementarem  Wege  zahlreiche  Beziehungen  ond 
Sätze  ableiten,  die  von  Interesse  sind. 

Man  überblickt  aach.  für  die  Anwendung  der  höheren 
Änalysis  eine  Reihe  von  Übongsbeispielen,  die  zu  eleganten 
fiesiütaten  führen. 

Hat  man  aof  diesem  Wege  Werte  für  Längen  mid 
Flächen  erhalten,  für  axiale  ond  polare  Momente  irgend 
welcher  Ordnung  die  entsprechenden  Formeln  bestimmt,  so 
kann  man  diese  benutzen,  auch  die  etwa  noch  fehlenden 
Momente  zu  berechnen. 

§  159)  Bei  den  allgemeinen  konformen  Abbildungen 
ist  das  Vergröfserungsverhältnis  gegeben  durch  den  ab- 
soluten Betrag  des  Differentialquotienten  der  ab- 
bildenden Funktion.  Im  Anschlufs  an  die  „Einftthrong^ 
des  Verfassers  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandt- 
schaften kann  man  hiermit  die  Untersuchungen  fortsetzen. 
Dabei  zeigt  sich  ganz  allgemein  folgendes: 

Die  Kurven  konstanten  Vergrösserungsverhält- 
nisses  mögen  für  eine  (erste)  Isothermenschar,  für 
welche  sie  also  Stellen  desselben  Kuryenabstandes 
mit  einander  verbinden,  gefunden  sein,  dann  gelten 
sie  auch  für  die  orthogonale  (zweite)  Isothermen- 
schar, aufserdem  für  jede  Isothermenschar,  die  jene 
erste  unter  irgend  welchem  Winkel  durchsetzt. 

Die  Kurven  konstanten  Vergrösserungsverhältnisses  sind 
selbst  eine  Isothermenschar.  Ihre  OrthogonaLschar  bedentet 
fttr  die  erste  der  obigen  Isothermenscharen  die  Gesamtheit 
der  Kurven,  welche  die  Punkte  gegebener  Kurvenrichtung 
mit  einander  verbinden,  also  durch  die  Berührungspunkte 
einer  an  die  erste  Schar  gelegte  Parallelschar  von  Tangenten 
(gegebener  Richtung)  gebt.  Der  Neigungswinkel  der  Tan- 
genten bedeutet  die  „Abweichung"  des  Differentialquotienten 
der  Funktion,  welche  die  Schar  aus  einer  Parallelenschar 
entstehen  läfst. 

Jede  der  genannten  Kurvenscharen  läfst  sich  isothermisch 
in  kartesischen  Koordinaten   u  =  p  (wo  p  z.  B.  die  Werte 


V=p  eine   der  Differentialgleichung    -^^-^^^ — [-       ^   =^0 
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Oja^2(if3aj.  .^  annimmt),  so  schreiben,  dafs  die  linke  Seite 
u  oder  /  (jj,  y)  der  Differentialgleiehnng  ^  -|-  ^  =  0 
^nttgt. 

Angenommen,  u=p  stelle  die  Kurven  konstanten  Ver- 
^öfserongsyerhältnisses  dar^  so  läfst  sich  die  zugehörige 
Orthogonalschar  v=p  leicht  bestimmen.  (Vergl.  z.  B.  Theorie 
der  isog.  Verwandtschaften,  Kap.  V.)  Jetzt  ist  u-\-vi  eine 
bestimmte  Funktion  komplexen  Arguments,  deren  Integral 
-zu  suchen  ist.    Findet  man  als  solches  ü-{-  Vi,  so  ist  z.B. 

bx^  ^"  by^ 

genügende  Funktion,   ebenso   genügt  V  der  entsprechenden 

b*  V        b^V 
Gleichung        ^  +  ~>r~%~  =  ^  •    ^^®  Diagonalkurven  einer 

beliebigen  Einteilung  in  ähnliche  Rechtecke  haben  die 
•Gleichung  mU  -\-  nV  =  p.  Während  also  U  und  V 
partikuläre  Integrale  geben,  ist  der  letzte  Ausdruck 
eine  Tollständigere,  allgemeinere  Lösung.  Wie  sich  mit 
^  =  p  und  t/  =  p  quadratische  Einteilungen  dnrchftlhren 
lassen,  so  auch  mit  mx  -\-ni/  =  p  und  der  Orthogonal- 
ischar    — mar-j- ny  =  p^. 

Nun  waren  oben  ftlr  gewisse  isothermische  Kurven- 
Scharen  die  entsprechenden  Kurven  konstanten  Vergröfse- 
Tungs -Verhältnisses  und  ihre  Orthogonalscharen  auf  ele- 
mentarem Wege  gefunden,  es  waren  also  leicht  zu  be- 
handelnde Beispiele  gegeben,  die  das  Studium  dieses 
Gebietes  der  Funktionentheorie  wesentlich  erleichtem  und 
die  entsprechenden  Theorien  veranschaulichen.  Die  Be- 
schäftigung mit  solchen  Aufgaben  hat  also  nicht  nur 
jgeometrisohen  Wert. 

1!?im  kann  aber  jede  isothermische  Kurvenschar  als  ein 
.'System  von  Stromlinien  oder  Niveaulinien  einer  statio- 
nären Strömung  (z.  B.  der  Elektrizität,  der  Wärme,  des 
tGrundwassers,  des  Wassers  Überhaupt  unter  gewissen  ver- 
'Cinfadienden  Voraussetzungen)  gedeutet  werden,  die  Flächen 

js  =  r»  (z.  B.  fttr  (p  =  —  i)  und  z  =  *lgr  als  gra- 
phische   Darstellnngen    fttr    gewisse    Potentialbeziebungeni 
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nnd    80    haben   jene    Betrachtungen    auch    Wert    fttr    die 
mathematiflche  Physik. 

In  der  Formel  m  U+nV  =  p  erkennt  man  z.  B. 
sofort  den  Maxwellschen  Satz,  dals,  wenn  man 
zwei  Strömnngsnetze  über  einander  legt,  man  dnreh 
das  Ziehen  der  Diagonalen  sofort  ein  neues  Stromnetz 
erhält,  was  mit  der  algebraischen  Addition  der  Potentiale 
zusammenhängt. 

Jedes  Stromnetz  der  ganzen  Ebene  läfst  sich  aber 
durch  stereometrische  Projektion  auf  die  Kugel,  jedes  in 
einem  Sektor  der  Ebene  befindliches  auf  den  Kegel,  jedes 
in  einem  Parallelstreif  der  Ebene  befindliches  auf  doi 
Cylinder,  das  Katenoid,  das  einschalige  Hyperboloid,  auf 
die  allgemeinen  Röhrenflächen  u.  s.  w.  übertragen,  jedes 
Stromnetz  im  ebenen  Rechteck  auf  die  Cyklide  und 
die  ihr  verwandten  Flächen,  und  so  tritt  man  in  Ge- 
biete ein,  wo  die  Stereometrie  mit  der  Physik  Hand 
in  Hand  zu  gehen  hat,  auf  denen  Lambert,  Lagrange, 
Gaufs,  Riemann,  Abel,  Jacobi,  Weierstrafs, 
Schwarz,  Maxwell,  Helmholtz,  Kirchhoff  erfolg- 
reich gearbeitet  haben. 

Es  braucht  nicht  mehr  an  die  kartographische  Be- 
deutung erinnert  zu  werden,  um  den  Wert  der  obigen 
elementaren  Betrachtungen  hervorzuheben.  Dafs  sie  aber 
audi  f  tlr  die  Festigkeitslehre  von  Wichtigkeit  sind,  hat  zuerst 
Saint  Yenant  an  der  Torsiontheorie,  z.  B.  ftLr  d^  ellip- 
tischen Cylinder,  gezeigt.] 


fji)  Beispiele  von  Momenten  für  räumliche  Gebilde. 

a)   Schwerpunkte  und  statische  Momente  fflr  einige 
Körpergruppen  und  Oberflächen« 

§  160)  Schon  im  zweiten  Bande  wurden  Schwerpunkts- 
berechnungen fttr  verschiedene  räumliche  Gebilde  und  da- 
mit auch  die  statischen  Momente  in  Bezug  auf  beliebige 
Ebenen  erledigt,  z.  B.  fttr  Kegel  und  Kegelstumpf, 
Pyramide  und  Pyramidenstumpf,  Schweipunktshöhen  fttr 
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Obelisken  und  Prismatoide  und  für  die  ParallelBehichten 
der  mit  ihnen  nach  Cayalieri  zusammenhängenden  Engeln^ 
Engelsohiehten  und  Kugelabschnitte,  für  Ellipsoide 
nebst  Schichten  und  Abschnitten,  ein-  and  zweifache 
Hyperboloide,  parabolische  Gylinder,  elliptische 
Paraboloide  und  gelegentlieh  des  Halbtetraeders  auch  für 
Bäume,  die  vom  hyperbolischen  Paraboloid  begrenzt 
sind.  Yergl.  Band  H  Seite  95  bis  96,  106  bis  109,  234 
bis  287,  286  bis  312.  Auch  der  Eugelsektor,  die  Zonen- 
pyramide und  ihr  Stampf  wurden  behandelt.  Auch  einige 
Oberflächen,  wie  die  des  Eegels,  der  Pyramide  und 
ihrer  Stumpfe,  der  Eagelfläche  und  der  Eugel- 
zonen  bezw.  Ealotten  wurden  berücksichtigt  (VergL 
Band  H  Seite  362  bis  366.) 

§  161)  Die  Cylinder  parabolischer  Eurven  j?**'  Ordnung 
wurden  zugleich  mit  den  ebenen  Flächen  behandelt  in 
Band  IV,  Seite  18  bis  35  und  88  bis  93,  und  zwar  wurde 
sowohl  A«,  als  auch  x^  ermittelt,  so  dafs  die  Lage  de» 
Schwerpunkts  in  der  Mittelebene  des  Gylinders  vollständig 
bestimmt  war.    (VergL  Tabelle  in  §  97.) 

Die  Schwerpunktsachsen  abgeschrägter  Gylinder 
und  Prismen  wurden  bestimmt  durch  die  Gleichangen 

Auf  der  entsprechenden  Achse  liegt  der  Schwerpunkt  in 
halber  Höhe.  Die  Eenntnis  der  Trägheits-  und  Gentrifugal* 
momente  für  ebene  Flächen  wurde  dabei  vorausgesetzt.  Die 
Ausdehnungsfähigheit  dieser  Methode  auf  Cylinder  und 
Prismen,  die  durch  parabolische  Cylinderflächen 
zweiter  und  höherer  Ordnung  abgeschnitten  sind, 
wurde  angedeutet. 

Auch  für  Guldinsche  Drehungskörper  und  ihre 
Sektoren  wurde  die  Schwerpunktslage  bestimmt. 

Jetzt  sollen  als  lehrreiches  Beispiel  die  Drehungskörper 
der  Parabehi  höherer  Ordnung  in  entsprechender  Weise 
untersucht  werden. 
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Die  Tabelle   kann   beliebig   weit  fortgeftthrt  werden, 

auch  kann,   wie  in  der  früher  angegebenen  Tabelle,  alles 

Zwischenliegende  durch  Interpolation  eingeschaltet  werden. 

i         1 
Der  Leser  führe  dies  durch   für  r^  =  xy^,    x'y^ 

sodann  für  r^  =  xy*,  x'y*  (siehe  oben),  x"y*  u.  s. 

Macht  man  a  =  b  =  e  =  d..,,  so  stellt  jeder 
EOrper  das  statische  Moment  des  vorangehenden 
in  Bezug  auf  die  Grundfläche  dar. 

§  164)  Aufgaben:  a)  Man  lasse  die  in  jedem  Rechtecke 
angedeuteten  Ergänzungsflächen  um  PQ  sich  drehen  und 
stelle  dafür  die  Tabelle  auf. 

b)  Man  lasse  die  Ergänzungsflächen  sich  um  die  Grund- 
linie drehen  und  stelle  die  Tabelle  auf.  Als  Grundfläche 
ist  jetzt  Pn  Qn  zn  betrachten. 

c)  Man  lasse  die  schraflSierten  Flächen  sich  um  die 
Grundlinie  drehen  und  stelle  die  Tabelle  auf.  Wiederum 
ist  PnQn  die  neue  Grundfläche. 

d)  Man  stelle  die  Resultate  in  Beziehung  zur  Guldinschen 
Inhaltsregel. 

e)  Man  verwandle  die  Ereisschnitte  für  alle  unter^ 
suchten  Probleme  nach  Gavalieri  in  flächengleiche  Quadrate 
(oder  in  flächengleiche  Vielecke  von  beliebiger  Seitenzahl) 
und  stelle  die  Tabellen  her. 

f)  Man  verwandle  die  Ereisschnitte  in  Rechtecke  von 
gegebenen  Seitenverhältnissen  und  stelle  die  Tabellen  her. 

g)  Man  verwandle  die  Kreisschnitte  in  Ellipsen  von 
gegebenem  Achsenverhältnis  und  stelle  die  Tabellen  her; 
oder  für  irgend  welche  ähnliche  Flächenstücke  in  den  be- 
trefi^enden  Schichten,  z.  B.  für  je  einen  Umgang  einer  Polar- 
parabel p**'  Ordnung. 

h)  Man  bestimme  Inhalt  und  Schwerpunktshöhe  für 
beliebige  Schichten  aller  so  untersuchten  Körper  (z.  B.  J  ). 

i)  Man  bestimme  (z.  B.  mit  Hilfe  der  Guldinschen  Regel) 
das  Entsprechende  für  beliebige  Sektoren  der  untersuchten 
Körper. 
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§  164)  Man  bilde  die  statiBchen  Momente  und  Schwer- 
pnnktshöhen  fttr  Körper  von  der  Profilkurve 

nnd  suche  beliebige   der   im  Vorparagraphen  aufgestellten 
Aufgaben  auch  fttr  diese  zu  lösen. 

Bemerkung:  Über  die  Momente  höherer  Ordnung  für 
Körper,  die  mit  den  Kegelschnittsflächen  zusammenhängen, 
soll  später  besonders  gesprochen  werden. 

§  165)  Aus  Bd.  II  und  der  Ingenieur-Mathematik  des 
Verfassers  sollen  einige  Besultate  zusammengestellt  werden. 

Fttr  den  Kugelsektor 
mit  r  und  h  liegt  der 
Schwerpunkt  in  der  Ent- 
fernung 

JlfS  =  i-(2r  — A) 

~  8    h 
vom  Mittelpunkte.  Für  die 

"«• «»  Halbkugel  ist  MS  =4  r. 

Fttr  den  Kegelstumpf  liegt  er  in  der  Höhe 


8 


4      r«+r^  +  ^« 


4        (?,+VG,ö,+  G, 

Letzteres  gilt  auch  fttr  den  Pyramidenstumpf. 

Fttr  den  Kugelabschnitt  mit  r  und  Pfeilhöhe  h  liegt 

er  in  der  Entfernung  ä,  =  — — j-  vom  Scheitelpookte. 

Ist  statt  r  der  Badius  a  der  begrenzenden  Grundfläche  ge- 
geben,  so  wird  Ä.=  A^^!+^. 

Fttr  die  Kugelschicht,  die  durch  r  und  die  Ebenen- 
Abstände  A  und  A^  von  dem  untersten  Punkte  bestimmt  ist, 
liegt  der  Schwerpunkt  in  der  Höhe 

^^  _     8r{}i-h'0-3(hi-h[) 


2 


3 


12r{hl  —  hl)  —  4{hl  —  h\) 
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Sind  dagegen  die  mefsbaren  Badlen  a  und  b  der  Gmnd- 
kreise*  und  die  Eföhe  h  gegeben,  so  liegt  er  in  der  Höhe 

über  dem  Ejreise  mit  Radius  b. 

Für  das  einmantelige  Drehnngs-Hyperboloid  mit 

Haaptschnitt  —^  —  ^  =  i  liegt  er,  wenn  der  Körper  von 

y=0  bis  y  =  A  reicht,  in  der  Höhe 

_3h    2b*-\-h* 
^'~'4     3b*  +  h*   • 

Fttr  das  zweimantelige  Drehungs-Hyperboloid  mit 
derselben  Hyperbel  als  Hauptschnitt  liegt  er,  wenn  der 
Körper  yom  Scheitelpunkte  aus  gerechnet  biff  nach  e  reicht, 
in  der  Entfernung 

vom  Scheitelpunkte. 

Wird  ein  Tetraeder  mit  der  Kante  a  so  auf  einen  Tisch 
gelegt,  dafs  die  Gegenkante  b  horizontal  ist,  und  hat  es 
dabei  die  Höhe  A,  so  hat  der  Teil,  der  von  y  =  0  bis  y=y^ 
reicht,  den  Schwerpunkt  in  der  Höhe 

^  y,    4h— 3y^ 
^'        2     3h  — 2y^  ' 

Dies  gilt  auch  von  dem  durch  das  hyperbolische 
Paraboloid  begrenzte  Halbtetraeder  durch  a,  b  und  zwei 
andere  Gegenkanten. 

Ein  prismatoidischer  Körper  habe  als  Grundfläche  einen 
Kreis  mit  Radius  r^,  er  endige  in  der  Höhe  A,  in  einer 
horizontalen  Schneide  von  der  Länge  2r.  Sein  Schwer- 
punkt liegt  in  der  Höhe 

Auch  für  einige  körperliche  Schraubengewinde  bezw. 
ihre  Sektoren  wird  in  der  Ingenieurmathematik  der  Schwer- 
punkt bestimmt. 
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Setzt  man  a  =  b  =  e  =  d...j  bo  folgt,  dafs  jeder 
Drehungskörper  der  Figur  62  das  Trägheitsmoment 
in  Bezug  auf  die  Grundfläche  fttr  den  zweityorher- 
gehenden  darstellt.*) 

Auch  diese  Tabelle  kann  beliebig  weit  ausgedehnt  und 
durch  Interpolationen  ergänzt  werden,  wobei  es  sich,  wie 
vorher,  um  arithmetische  Reihen  handelt. 

§  167)  Aufgaben.  Man  erweitere  auch  diese  Tabelle 
dadurch,  dafs  man  die  Ergänzungsflächen  (des  Rechtecks) 
um  die  Achsen  P«  Q»  rotieren  läfst,  auch  dadurch,  dafs  man 
die  beiden  Flächen  jedesmal  um  die  Grundlinie  sich 
drehen  läfst. 

.  Man  bestimme  das  Entsprechende  fttr  Sektoren  der 
Körper,  ebenso  fttr  beliebige  Schichten  (z.  B.    ./    ). 

Man  setze  auch  hier  an  Stelle  der  kreisförmigen  Quer- 
schnitte regelmäfsige  n-Ecke  (z.  B.  Quadrate)  und  stelle  fttr 
solche  die  Tabelle  auf;  oder  Ellipsen  von  gegebenem  Achsen- 
yeihältnis,  oder  Rechtecke  yon  demselben  Seitenverhältnis, 
oder  ttberhaupt  ähnliche  Querschnitte  irgend  welcher  Art 

[  An  Stelle  der  Kreissektoren,  Kreissegmente,  können 
dabei  Sektoren  und  Segmente  der  entsprechenden  regel* 
mäfsigen  Vielecke,  oder  solche  der  Ellipsen  treten  u.  s.  w. 

Die  obere  Grundfläche  kann  natttrlich  auch  ein  Um- 
gang einer  Polarparabel  />^'  Ordnung  werden,  alle  anderen 
Schnitte  ähnliche  Kurven  dieser  Art. 

Das  Ubungsmaterial  kann  als  unerschöpflich  bezeichnet 
werden,  besonders  wenn  auch  Profilkurven  von  der  Gleichung 

und  ähnliche  betrachtet 


*)  Diese  Tabellen  veröffentlichte  Verfasser  im  Jahre  1896  in 
Beiner  ingeDiearmathematik,  Bd.  I.  Gleichseitig  hat  Herr  Prof.  Bantlin 
von  ider  technischen  Hochschnle  in  Stattgart  im  AnschlaTs  an  mein 
Lehrbach  der  Elementar-lCathematik  and  an  einige  meiner  AofUltse  in 
der  Zeitschtift  deatseher  Ingenieare  ebendaselbst  emige  stereometrische 
Danrtellangen  von  körperlichen  Tiilgheitsmomenten  verOluitlioht 
(Bd.  40,  1896),  die  Beispiele  zu  der  dargestellten  Methode  geben.  Die 
systematische  Tabelle  hat  er  aber  nicht  abgeleitet. 
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§  168)  Einige  Übiuigsbeispiele,  die  sieh  hinsiohtlioh 
der  Trägheitsmomente  leicht  behandeln  lassen,  mögen  mit 
Hilfe  der  Cavalierischen  Methode  angedeutet  werden. 

a)  Für  die  Halbkugel  mit  Radius  a  ist  der  Quer- 
schnitt in  der  Höhe  y 

Ihr  entspricht  nach  Cavalieri  für  die  Tiefe  1  ein 
Cjlinder  mit  dem  durch 

bestimmten  Profile.  —  (Wie  ist  es  mit  der  Fortsetzung  über 
j/  =  a  hinaus?) 

b)  Ein  einschaliges  Drehungs-Hjperboloid  habe  das 
Profil  4?*  —  i/*=:za\  80  dafs  der  Querschnitt  in  Höhe  y  durch 

gegeben  ist.  Ihm  entspricht  nach  Cavalieri  bei  der  Tiefe  1) 
ein  Gylinder  mit  dem  Profile 

Ä .  i  =  ^  (a*  -|-  y '). 

c)  Ein  elliptischer  Cylinder  yon  der  Tiefe  1  habe 
das  I^ofil 

so  dafs 

ist.    Ihm  entspricht  nach  Gayalieri  ein  Drehungskörper  vom 
Profile 

d)  Ein  einfacher  hyperbolischer  Cylinder  von  der  Tiefe  1 
liabe  das  Profil 

,9  kt  -*  J 


HoUrnftlltr,  SUrMvttri«  IV.  11 
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80  dafs  sein  Querschnitt  in  Höhe  y  durch 

gegeben  ist.  Ihm  entspricht  nach  Cavalieri  ein  Drehungs- 
körper vom  Profile 

e)  Ein  einschaliges  Drehungshyperboloid  habe  das  Profil 

Ä* — y*  =  «*, 
also  die  Querschnittsformel 

Ihm  entspricht  ein  Körper  quadratischen  Querschnitts, 
dessen  Mittelschnitt  durch  die  Kurve 

begrenzt  ist.  [Wie  ist  es,  wenn  der  neue  Körper  als  Qaer- 
sckiitt   ein   regelmäfsiges  2n- Eck  oder  (2n-f-i)-Eck  hat?] 

f)  Entsprechende  Aufgaben  stelle  man  für  die  ver- 
schiedenen Arten  von  Drehungskörpem  vom  Profile  der 
Parabeln  />*•'  Ordnung  ^  =  yP  auf  und  untersuche  sie  auf 
statische  Momente  u.  dergl.  —  Bei  einigen  der  vorstehenden 
Aufgaben  können  gegebenenfalls  binomische  Reihen- 
entwickelungen benutzt  werden. 

In  der  Ingenienrmathematik  des  Verfassers  werden 
elementar  z.  B.  die  folgenden  Resultate  abgeleitet. 

§  169)  Trägheitsmomente  ebener  Flächen  in 
Bezug  auf  eine  nicht  parallele  Ebene.  Man  denke 
sich  die  beliebig  gestaltete  Fläche  F  (in  der  Figur  64  ist 
beispielsweise  ein  Rechteck  gezeichnet)  durch  Parallele  zur 
Bezugsebene  E  in  zahlreiche  Streifen  fu/ij/sf"  zerlegt, 
die    von  E  die   mittleren  Entfernungen  y^yz^y^  ...  hab^ 

so  dafs  es  sich  für  das  Trägheitsmoment  um  ^fy^  handelt 
Denkt  man  sich  die  ebene  Fläche  F  auf  eine  Normalebene 
zu  E  projiziert,  deren  Schnittlinie  K  parallel  zu  den  Teilungs- 
linien,   also    auch   parallel  zur  Schnittlinie  von  E  und  der 
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Ebene  der  Fläche  ist,  b«  erhält  man  eine  nene  Fläche 
Fj  =FBina,  nnd  jeder  Streifen  /  geht  in  einen  Streifen 
^^/ßinc  über,  wenn  JCD  A  A^  ^a  geBetzt  wird.  Das 
TiUgheitamoment  der  Fläche  i^  nnd  das  der  Fläche  Fj  in  Bezug 
anf  die  Ebene  j?  stehen  also  in  der  Beziehnng  T.^  Tüaa 

T 
oder  T=~^^~.    Folglieh  gilt  der  Satz: 


"(i 


Das  Trägheitsmoment  einer  ebenen  Fläche  Fin 
Bezug  auf  eine  Ebene  E,  welche  gegen  die  Ebene 

von  F  die  Neigung  a  hat,  ist  das  —. —  fache  von  dem 

"      "  '  am« 

Trägheitsmomente  einer  Fläche  F^  in  Bezug  auf  E, 
die  durch  Projektion  der  Fläche  F  &at  die  durch 
den  Schnitt  beider  Ebenen  gelegte  Normalebene  zu 
E  (oder  anf  eine  dazu  parallele  Ebene)  entsteht. 

§  170)  Aufgabe.  Das  Trägheitsmoment  fUr  den 
Mantel  einer  quadratischen  Pyramide  in  Bezug  anf 
eine  ihrer  Mittelebenen  zu  bestimmen. 

Auflösung.  ABCD  mit  Spitze  P  sei  die  Pyramide, 
die  Ebene  E  die    betreffende   Mittelebene.     Dreieck    PAB 
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des  Dreiecks  AB  Pia  Bezog  auf  KL.  Ist  nnn  b  die  Gmiid- 
kante  der  Pyramide,  so  ist  das  letztere  Moment 

also  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  Pi4J9  in  Bezug  aufi? 

1        6* 


T  = 


sma     32  ' 


Fig.  66. 

Da  aber,  wenn  h  die  Höhe  der  Pyramide  ist, 

sm  a  =      *p   = .  z=^  = 

wird,  80  folgt 

b*   Vb*-\-4h*  __  b' 

~  32  b         ~  32 

Solcher  Flächen  sind  zwei  rorhanden. 


Vb*-\-4h* 


Vb*^4h\ 
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Das  Trägheitsmoment  der  Fläche  ABP  (die  senkrecht 
zu  E  steht),  in  Bezug  anf  E^  also  in  Bezog  auf  die  Mittel- 
linie -SlP,  ist  gleich 


«» 


=^V(j)^'-^^^'+^'- 


48 
Anch  solcher  Flächen  sind  zwei  vorhanden. 


••"•' 


Fttr  den  Pyramidenmantel  ist  also  das  Trägheitsmöünent 
in  Bezug  auf  die  Mittelebene 

oder 


Das  axiale  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Höhen- 
linie ist  doppelt  so  grofs,  also 


6» 
6 


r,  =  4r-/ft'+^A'. 


§  171)  Dieselbe  Aufgabe  fttr  den  Mantel  der 
senkrechten  Pyramide  mit  regelmäfsigem  n-Eck  als 
Grundfläche. 

Hier  beginnt  man  besser  mit  dem  Trägheitsmoment  in 
Bezug  auf  die  Höhenlinie.  Setzt  man  in  der  vorigen  Figur 
die  Seite  AB  wiederum  gleich  fr,  dagegen  PQ  =  q^  d.h. 
gleich  dem  Radius  des  der  Grundfläche  einbeschriebenen 
Kreises,  so  hat  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  ABF  in 
Bezug  auf  die  Achse  PP^  den  Wert 

sin«,     4     '^    48   '' 

denn  es  ist  gleich  der  Summe  zweier  Axialmomente  in  Bezug 
auf  die  Ebenen  E  und  PQP^.HEier  ist 

sm  a  =  4-  = 


^  — /e"  +  ÄMü 
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also  wird 

Solcher  Flächen  sind  n  vorhanden,   also  ist  das  Träg- 
heitsmoment des  Mantels  in  Bezug  auf  die  Höhenlinie 

Das  Trägheitsmoment    in  Bezug    auf  jede    durch    die 
Achse  gelegte  Ebene  ist  halb  so  grofs. 

Der  Radius  q  hat  den  Wert 

b 
9  = 


2  tan  — 

7i 


§  172)  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Mantel  des 
senkrechten  Kreiskegels  zu  lösen.  Man  hat  in  der 
Formel  für  T^  den  Umfang  u=^27tQ^  die  Seite  ä  =  Ö  zu 
setzen.    So  ergiebt  sich 


'Jp. 

2Q7t\VQ^^h* 

2 

VQ^-\-h* 

2 

2 

1 

} 

cosp 

wo  ß  der  Winkel  zwischen  q  und  l  ist. 

In  Bezug  auf  jede  Hauptschnittsebene  ist  das  Trägheits- 
moment halb  so  grofs. 

Bemerkung.  Nach  denselben  Methoden  läfst  sich  das 
Trägheitsmoment  des  Mantels  in  Bezug  auf  die  Grund- 
ebene des  Kegels  und  der  „regelmäfsigen  Pyramide^ 
bestimmen,  ebenso  in  Bezug  auf  die  durch  die  Spitze  oder 
durch  den  Schwerpunkt  gelegte  parallele  Ebene.    Endlich 
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läfst  sich  anch  das  "frägheitsmoment  für  die  gesamte  Ober- 
fläche des  Kegels  oder  der  regelmäfsigen  Pyramide  leicht 
berechnen,  da  nar  noch  das  Polar-  bezw.  Axialmoment  der 
Gnmdfläche  zu  addieren  ist. 

§  173)  Aufgabe.  Das  Trägheitsmoment  des 
Kantenkomplexes  der  ^regelmäfsigen"  Pyramide 
in  Bezng  auf  die  Höhenlinie  zu  ermitteln. 

Die  Lösung   soll   dem  Leser  überlassen  bleiben.    Für 

das  Trägheitsmoment  der  Geraden  in  Bezug  auf  eine  Ebene, 

T 
gegen  die  sie  die  Neigung  a  hat,  ist  ebenfalls  T=   .  ^  , 

sm  a 

wobei   Tj   das  Moment  der   auf  die  Normale   projizierten 

Geraden  ist. 

§  174.  Aufgabe.  Das  Trägheitsmoment  für 
den  Körper,  die  Oberfläche,  den  Kantenkomplex 
und  für  die  Eckpunkte  des  regelmäfsigen  Tetra- 
eders, Hexaeders,  Oktaeders,  Dodekaeders,  Ikosa- 
eders  in  Bezug  auf  eine  der  Hauptachsen  zu  be- 
rechnen. 

Die  Lösung  bleibe  dem  Leser  überlassen. 

§  175)  Das  Trägheitsmoment  für  drei  Kreis- 
linien desselben  Halbmessers  r,  deren  Ebenen  ein- 
ander rechtwinklig  schneiden  und  durch  den  ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkt  gehen  in  Bezug  auf 
eine  der  Schnittlinien  zu  berechnen. 

Auflösung.  Für  den  einen  Kreis  handelt  es  sich  um 
Tp  =  lr^  =  27tr.r^T-=2  Tcr*,  für  jeden  der  beiden  anderen 
um  die  Hälfte,  d.  h.  um  2\  =  7cr^,  im  ganzen  um 

Ta  =  {2nr^)  +  2  (yrr»)  =  4nr\ 

§  176)  Dieselbe  Aufgabe  für  die  entsprechen- 
den Kreisscheiben. 

Auflösung.  Für  die  eine  Scheibe  handelt  es  sich  um 
ru  =  -^— ,  für  jede  der  beiden  anderen  um  die  Hälfte 
davon,  im  ganzen  um  T=:nT^. 
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In  dem  folgenden  Paragraph  werden  einige  Resultate 
mitgeteilt,  deren  elementare  £ntwiekelang  man  in  der 
,,Ingenieur- Mathematik"  des  Verfassers  findet.  Andere 
werden  hier  abgeleitet,  besonders  solche  für  Oberfläeheo, 
die  in  dem  genannten  Bache  im  Hinblick  auf  die  geringere 
technische  Verwertbarkeit  nicht  berücksichtigt  wurden. 

§  177)  Einige  Besnltate. 

a)  Für  den  Rechteckskörper  mit  den  Seiten  a,  b,  e 
ist  in  Bezng  auf  die  parallelen  Schwerpunktsebenen  (xy^ 
t/z,  zx) 

_  abc^         ^    _bca^  _  cab*  ^ 

für  die  Mittellinien  sind  die  Axialmomente 

r,  =  £f  +  ^  =  ^(*'  +  c*)  =  i^(*'  +  ^'), 

'         12    ^    12  12  ^     ^     '       12^     ^     ' 

Für  den  Schwerpunkt  ist  das  Polannoinent  zweiter  Ordnung; 
(wenn  d  die  Diagonale  ist) 

2',  =  ^(a'  +  ft'  +  «'«)  =  ^d«. 

Mittlerer  Trägheitsradius   p«  =  ^  V  —  - 

f    i2 

b)  Für  den  senkrechten  Ereiscylinder  ist  in  Bezug 
auf  die  horizontale  Schwerpunktsebene 

_7trV^_Jh^ 
^'^~      12      ~  12  ' 

für  jeden  Hauptschnitt  (z.  B.) 

T    —  T    — ^1— 
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für  die  DrehnngBachse 

für  die  a-  und  y-Achse 

Fttr  den  Schwerpunkt  ist  das  Polarmoment  zweiter  Ordnung^ 


-|/A*-|-6V* 
Mittlerer  Trägheitsradius  (}^=  y  — i- —  . 

e)  Für  den  Hohlcylinder  ist  in  Bezug  auf  die 
Drehungsachse 

d)  Das  Prisma,  dessen  Querschnitt  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  ist 

Balanciert  der  Körper  als  solcher  erster  Ordnung  auf 
seiner  Schneide,  und  ist  das  Rechteck  der  oben  liegenden 
Grundfläche  durch  die  Tiefe  a  und  die  Grundlinie  b  der 
Dreiecke  bestimmt,  so  ist  in  Bezug  auf  die  untere  Grund- 
fläche 

A»  A* 

in  Bezug    auf  die    durch   den  Schwerpunkt   gelegte  Hori- 
zontalebene 

^*'~~  18  ~    36   ' 

für  die  beiden   senkrechten  Eoordinatenebenen,    die  durch 
den  Schwerpunkt  gelegt  sind 


T     — 


48  24  ' 

Ja' 


12 
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Fttr  die  durch  den  Schwerpunkt  gelegten  Koordinatenachsen 

Das  Polarmoment  für  den  Schwerpunkt  ist 

Mittlerer  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  S  ist 

72 • 

e)  Drehangsparabolid,  auf  dem  Scheitel  balan- 
cierend. 

In  Bezog  auf  die  berührende  Grundebene  ist 

2  h 
für  die   durch  den  Schwerpunkt   (der  die   Höhe  —-    hat) 

gehende  Horizontalebene 

'''~  18  ~    36  • 

In  Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  gelegten  Koordi- 
natenachsen 

^'~     6      ~    3    ' 

T.=  Ty  =  ^{h^  +  3r% 

In  Bezug  auf  die  senkrechten  Hauptschnitte 

rp rp       *^^ 

•'■ZM  ■'-ys  ^~7l     • 
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Du  polare  Trägheitamoment  in  Bezug  anf  den  Schwerpunkt 

Mittlerer  TiHglieitsradins  in  Bezug  auf  iS  ist 

f)     Senkrechter    Kreiskegel,     aaf    der    Spitze 

inp.iRrpnd. 


balancierend 


T.^^ 


fttr  die  drei  Schwerpnnkts-Koordinatenebenen 


für  die 

Koordinatenachsen 

T.^^.     T.^T.^ 

M  ('"•  +  '••>. 

^'=m['''  + 

«r-|. 

Mittlerer  Trägheitsradius  in  Bezug 

mt  S  ist 

g)   S7minetri8ch    paraboliacber     Gy linder    von 
Tiefe  b  and  oberer  Breite  a. 

ftlr      die      Schwer- 
panktsebenen: 

T..=  4^Jb'; 
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für  die  Schwerpunktsachsen: 

mittlerer  TrSgheitsradioa 

/63  h* -{- 60  a* -\- 140  b* 


1680 


h)  Kugel. 


Mittlerer  Trägheitsradius 

§  178)    Engelabscbnitt,    auf  Scheitel  balancierend. 
Querschnitt  in  Hohe  z  ist 

Tia;*  =  fr  z(2r  —  z)^7c{2rz  —  z*). 
Inhalt 


statisches  Moment  für  nntere  Ebene 

Schwerpnnktshöhe 

Mu        h     8r—3h 


h.  =  ^  = 


J         4      Sr  —  h     • 
Trägheitsmoment  für  nntere  Ebene 

ru  =  /r|2r-- —\=——\6r—2K\=—- — ^J. 

L       4         5  A        10    ^  ^        iO     3r — Ä  • 
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Trägheitsmoment  fttr  horizontale  Schwerpunktsebene 

=  24Q(3r-A)  {ii^0r-48h){3T-h)-5{8T-8h)^ 
oder 

—  80  (3r  —  hY 

In  Hohe  ;?  ist 


7t  X^  7t 


_  =  _[4r«z«-4rz«  +  z*], 


also 

_    A      20r*—i5Th-\-3h} 
—  io  3r—h  ' 

ferner 

i 

also 

oder 

_   h     480r'—480r*k-}-i68rh*—21h*j 
~~8Ö  {3t  — hy 


-=/§ 
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§  179)   Kngelßchicht,   gegeben   durch  r,  h^  nnd  A,. 
Ans  den  Differenzen  zweier  Segmente  folgt: 


1) 


7t 


8 


8, 


J=^[3r{J,^- hi)  -  (hl  -  Ä?)], 


2) 


3)        A. 


4) 


5) 


^u  =  j^[Sr  (/4  -  Ä?)  -  5  (Äj  -  Ät)], 


_Mu_i     g  «•  (A«  —  A?)  —  3  {h\  —  A«) 


J         4      5  r  (;4  -  A?)  -  (A|  -  A?)     ' 

r« = ^  [5  »•  (A^  -  A})  -  2  (A^ -::^»)] , 


-*  Ä  y  —  ■*  u  ~~~  '"^t  «^ ) 


6)    ^'  =  ^[^^^'(A2-Ä?)-i5r(/4-Aj)+5(Ä,^-Aj)]=ri J, 

7)   T,,=  Ty.  =  ±T,,       8)   7;=ry  =  7;,+  r„, 
9)   :r,  =  7;v  +  Ty.  +  7;.,    lo)   p,  =  |^^. 


In  den  Formeln  1),  2),  4),  6) 
läfst  sich  allerdings  {h^  —  A, ) 
absondern  und  in  3)  heben. 
Dadurch  aber  werden  die 
Ausdrücke  weniger  über- 
sichtlich. 

Man  suche  die  FormeLi 
fttr  den  Fall  umzuarbeiten, 
dafs  die  mefsbaren  Gröfsen 
a,  h  und  h  gegeben  sind. 
(Setzt  man  dann  b  =  Oj  so 
erhält  man  eine  andere  Form 
für  die  Resultate  der  vorigen 
Aufgabe.) 
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§  179)  Eugelmantel. 

r^  =  (4  TT  r«) .  r«  =  4  TT  r*  =  F  r\ 

4  r- 

Txy=  Ty,=  Tga,==  —  7t.r^=^F-  —  . 

T,=  T,=  T,=  ^n\T^  =  ^Fr\ 

Dies  alles  ergiebt  sich  von  Tp  aus  als  selbstverständlich. 

Will  man  dies,  nin  dann  znr  Kalotte  überzugehen,  mit 
Hilfe  der  Schichtenmethode  ableiten,  so  bedenke  man,  dafs 
die  Schicht  sich  bezüglich  der  Fläche  ebenso  verhält,  wie 
die  entsprechende  des  Bertthrnngscylinders,  denn  es  handelt 

sich  bei  beiden  um  2nr — ,  was  jedoch   die  Querschnitts- 

n 

formel  q  =  2  7tr  giebt  {2nx  —  V  Dieses  q  hat  in  Bezug 

auf  die  Grundfläche  das  Trägheitsmoment  2  7trz^^  demnach 
ist  für  die  Kugelfläche 

T^  =  2  7tT'r^=  2  7ir 


3  3  3 

Für   die    durch   den  Schwerpunkt  gehende  Horizontalebene 
ist  also 

Txy  = ^ 4  7ir^.r^=  —^-  r*, 

und  ebenso  grofs  sind  Tyg  und  T^^. 

Will  man  auch  die  halb  so  grofsen  T«  u.  s.  w.  ableiten^ 
so  geschieht  dies  folgendermafsen.  Der  Querschnitt  q  giebt 
in  Bezug  auf  die  ^-Achse  das  Trägheitsmoment 

qx^  =  27tr,z(2r  —  z)  =  4  fc  r^  z  —  2  n  r  z^^ 

also  ist  für  die  ganze  Kugelfläche 

47t T^  -~ 2nT-—=  47t  r^-— 27tT—-—  =  — -- r* 

2  3  2  3  3 

—  j.  g  —  J  X  —  ■*  v 


176    I-  Simpsonsche  Regel,  Schichtenfonnel  u.  konforme  Abbildiisg  etc. 

§  180)  Eogelkalotte.  Selbstverständlich  ist  hier 
Tp  =  2  7C  r  h .  r^  =  2  7t  r^  h  in  Bezug  auf  den  Eugel-Mittel- 
punkt,    also    wird,    da   der  Schwerpunkt  der  Ksdotte   Yon 

diesem  um  e  =  r ^  entfernt  ist,  in  Bezug  auf  diesen 

\   .27trh 

7t  r  7i* 


Nach   der  Schichtenmethode  ergiebt  sich  (aus  2  7trz^ 
für  den  Querschnitt) 

T^  =  27tT  —  , 

also  für  die  horizontale  Schwerpunktsebene  (in  Höhe  —  I 


A« 
Ta.„  =  2  7rr— -  —  2  7trh 

3 


In  Bezug  auf  die  Z-Achse  folgt  aus  qa^=:47tr^z — ^/rrz* 

m         ^        •  Ä'        ^         A*        27t      ,^,„  -. 

T,=  4  7tr*  —  —  2  7tr  —  =  -—-  rh^(3r  —  A) . 

Halb  so  grofs  sind 
so  dafs 

imd  Ty  ebenso  grofs  ist. 

(r.y+^y^+r-  giebt  wie  oben  T,  =  ^^^4r— A); 
T.  +  r,  +  T,  giebt  2  Tp). 

§  181)    Eugelzonenfläche,  gegeben  durch  r,  h^  und 
A^.  Selstyerständlich  ist  wiederum  in  Bezug  auf  den  Kugel- 
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mittelpunkt  T'^  =  {27trh)r^=27tr^h,  wo  h  =  h^  —  h^  ist 
Die  Entfernung  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkte  ist 


2       ' 
also  ist  für  den  Schwerpunkt 

?p  =  27rr'(A,-A,)-(''-^-^'«)'2^r(A,-A,), 

was  sich  entsprechend  vereinfachen  läfst. 

Die   Schichtenmethode  giebt   (mit  Hilfe  der  Kalotten- 
formel) 

27tr      3        3 
^u  =  — j—{fh  —  'h)' 

Für  die  horizontale  Schwerpunktsebene  wird  also 


Wie  oben  folgt 

r.  =  l|^(5r/4-Ä|)-^(3rÄ!-Aj) 

wobei  sich  noch  (/i,  —  Aj  aus  der  Klammer  ziehen  läfst 

Halb  so  grofs  sind  Tgy  und  T,^.  Also  ist  auch 
T^=ly=T^yJ^T,^  und  endlich  auch  Ti^T^y+Ty^+r,, 
bekannt. 

§  182)  Körper  der  Drehungscyklide  mit  den  Radien 
^  und  r.  Nach  des  Verfassers  Ingenieurmathematik  I,  §  126 
nnd  §  376  ist 

Holimflller,  StorMm«tri«  lY.  12 
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also 


««.4 


^     ^    qTt^r^   _ 


J 


xy 


2 


\ 
\ 
\ 

_i. 

/ 

/ 
/ 
/ 


y 


Fig.  68. 

§  183)  Mantelfläche  der  Drehnngscyklide. 
Schwieriger  ist  die  Mantelfläche  zu  erledigen.  Fttr  sie  soll 
Tg  nach  einfacher  Methode  berechnet  und  dann  die  Fläche 
selbst  nach  der  Schichtenmethode  behandelt  werden,  wobei 
sich  die  Galdinsche  Flächenformel  als  richtig  ergeben  wird. 
Dann  soll  das  Trägheitsmoment  T^y  berechnet  werden,  was 
ohne  eine  Reihenbetrachtnng  nicht  za  gehen  scheint  Bei 
der  Berechnung  von  Tg  werden  sich  zwei  vereinfachende 
Sätze  ergeben. 

Jedes  Ereisteilchen  s  giebt  bei  der  Drehung  um  die 
Z>Aehse  einen  Streifen  von  der  Fläche 


27C$[q  +  Vr^  —  z^]  =  27tB  [f  +  §], 
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dessen  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  diese  Drehnngsachse 
gleich 

ist.    Das  gesamte  Trägheitsmoment  ist  also 


Da  nun  infolge  der  Symmetrie  gegen  AB  zu  jedem 
Teilchen  8  ein  gleich  grofses  8^=8  gehört,  welches  den 
Anteil 

giebt,  so  wird  67tQ^l8^  =  0  und  27tl8^^  =  0.  (Der  erste 
dieser  Ausdrücke  I  war  das  statische  Moment  in  Bezug  auf 
AB  und  mufste  schon  deshalb  gleich  Null  sein.  (Dasselbe 
gilt  im  Symmetriefalle  auch  vom  Faktor  £8^^j  dem  statischen 
Momente  dritter  Ordnung.)    Es  bleibt  also  nur  stehen 

oder,  da  £8=zu  und  Is^  gleich  dem  Trägheitsmomente  irj 
in  Bezug  auf  AB  oder  rj  ist, 


7,  =  2n:Q^u-^67tQt^. 


12' 
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Setzt   man   noch   27tQu  =  F  (Mantelfläche)   und  ^  =  ^1«, 

alflo  Q^=  y  -L  (Trägheitsradios  des  Umfangs  in  Bezag  auf 
die  Achse  ABj  also  67tQtr^  =  67tQQlu),  so  ist  endlich 

1)  r,  =  F(^«+5^«). 

Diese  Formel  gilt  aber  für  beliebig  gestaltete 
Gnldinsche  Drehungsflächen,  sobald  sie  nur  eine 
Symmetrielinie  ^£  haben,  die  parallel  znr  Drehungs- 
achse ist 

[Macht  man  ferner  dieselbe  Betrachtang  ftlr  den  zu  < 
und  8^  gehörigen  Parallelstreif/,  so  findet  man  fttr  die 
entsprechenden  Gnldinschen  Drehnngskörper  die  Formel 

2)  T,  =  J{q^  +  3q[^, 

wo  q[  der  Trägheitsradios  der  erzeugenden  Fläche  in  Bezog 
auf  die  Symmetrielinie  Aß  ist] 

Fttr  die  Gyklide  ist  in  Gleichung  1)  zu  setzen 

^  =  ^=^  =  !l        F=2nqu  =  4n^öT, 
^^        u         27tr         2  '  ^  ^    ^ 

also  wird 
Daher  ist 


XE 


Um  Tley  zu  berechnen,  hat  man  jeden  Fläohenstreif 
2ft${g'{'fj  mit  y^  zu  multiplizieren,  so  dafs  es  sieh 
handelt  um 

T^y=27tl8{Q'{'^)y^=27tQlsy^'\'2  7tqS8^y\ 

Hier   fällt,   wie   vorher,    die   mit  ^   behaftete  Summe  aos 
Symmetriegründen  fort,  und  so  bleibt  stehen 

Txy  =  27tQl8f/^  =  27tQtx^ 

wo  tx  das  Trägheitsmoment  des  Umfangs  in  Bezug  auf  die 
X-Achse  ist.    Nun  ist  aber  tx  =  r^7i^  also  wird 

Txy=  27tQtx  =  2  7i^Qr^. 
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Nnn  wird 

und 

Das  Beispiel  ist  eins  der  lehrreichsten  fttr  mechanische 
Anwendungen. 

Wie  schon  angedeutet,  gelten  die  wesentlichen  Besoltate 
und  die  Methode  überhaupt  fttr  Guldinsche  Flächen  bezw. 
Körper,  deren  erzeugende  Fläche  eine  zur  Drehungsachse 
parallele  Symmetrielinie  hat.  Deshalb  soll  das  Ganze  fttr 
solche  im  Zusammenhange  noch  einmal  dargesteUt  werden. 

§  184)  Guldinsche  Körper,  deren  erzeugende 
Fläche  eine  Symmetrieachse  CD  parallel  zur 
Drehungsachse  hat.  Als  Figur  kann  die  der  Drehungs- 
cyklide  benutzt  werden.  Jedes  Flächenteilchen  /  hat  von 
der  Z-Achse  einen  Abstand  ^  +  §,  wobei  §  von  der  Symmetrie- 
linie aus  gemessen  wird.  Dreht  es  sich  um  die  ^Z-Ebene, 
so  hat  der  entstehende  Ringkörper  den  Inhalt  27c(g-\-^)fy 
und  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  XY- Ebene  ist 

Der  Gesamtkörper  hat  also  das  Moment 

Nun  gehört  aber  der  Symmetrie  wegen  zu  jedem  2  7t^fy* 
ein  Element  —  2  tv  |/y*,  die  zweite  Summe  ist  also  gleich 
Null.    So  bleibt  nur  stehen 


T^y  =  27tQEfy^=27tQt 


xyy 


wenn  man  mit  t^  y  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  in  Bezug 
auf  die  XY- Ebene  (oder  a?-Achse)  versteht. 

Femer  ist  nach  §  183  T,  =  J(q^^  3  ^\),  wo  J  und  ^ 
die  angegebene  Bedeutung  haben.    Daraus  folgt 
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§  185)  Mantelfläche  solcher  Körper.  Jedes  Rand- 
teilchen 8  giebt  bei  der  Drehung  eine  Fläche  2n;{Q-\-^s^ 
welche   in  Bezug  auf  die  X  7- Ebene  das  Trägheitsmoment 

27t{Q  +  ^81/^=27tQ8y*-\-2  7t^8y^ 

hat,  80  dafs  das  gesamte  Trägheitsmoment  wird 

T;,y=  27tQ  2 8 y^-\-  27t I ^ 8y\ 

Da  zn  jedem  Kandelemente  2  n ^sr/*  ein  symmetrisches 
—  2  7t%8y^  gehört,  wird  die  letztere  Summe  gleich  Null, 
also  bleibt  nur  stehen 

T^y=2  7t(il8y'^=2n:Qiicy^ 

wo  t'xy  das  Trägheitsmoment  der  Umrandung  in  Bezug  auf 
die  Z7-Ebene  (oder  .r- Achse)  bedeutet.  Femer  ist  nach  §  183 

wo  F  die  Mantelfläche  des  Körpers,  q^  Trägheitsradius  der 
Umrandung  in  Bezug  auf  die  Symmetrielinie  bedeutet.   Jetzt 
ist  wieder 
i 

"*•      rrf rpf      rpt  y ff        1^  rpf        '    rpf  rpf         |_  rpt         l       rpf 

n    ■'■  * -^** ■'■yj     ''■X ■'■xg"]     •'■xyj    ■'■p -'■xy'x     •''y»\'  -'■»^ 

§  186)  Als  hierher  gehörige  Beispiele,  bei  denen  die 
Körper  und  die  Mantelflächen  behandelt  werden 
können,  seien  unter  Voraussetzung  geeigneter  Stellang 
genannt,  Ringkörper,  deren  erzeugende  Fläche  durch  reget- 
mäfsige  Vielecke,  durch  zwei  konzentrische  Kreise, 
durch  zwei  excentrische  Kreise  einer  Schar,  durch  zwei 
Kreise  eines  Büschels,  durch  ein  symmetrisches 
Parabelsegment,  durch  ein  Segment  der  Kettenlinie, 
durch    cardioidische    Kuryen    u.    dergl.    begrenzt    wird. 
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Aach    Kantenkomplexe    und    die    Eckpunkte     sym- 
metrischer Körper  gehören  hierher. 

Sollen  nur  die  Körper  behandelt  werden,  so  können 
Tu  B.  auch  symmetrische  Hyperbelsegmente,  symmetrische 
Ellipsensegmente,  ganze  Ellipsen  und  konzentrische  Ellipsen 
o.  dergl.  herangezogen  werden. 

§  187)  Das  Trägheitsmoment  T,  eines  körperlichen 
Schraubengewindes  in  Bezug  auf  die  Drehungsachse  ist 
gleich  dem  des  dem  Gewinde  entsprechenden  Guldinschen 
Drehungskörpers.  Auch  das  Trägheitsmoment  eines  Um- 
gangs in  Bezug  auf  jede  Normalebene  zur  Achse  kann  be- 
rechnet werden.  Die  entsprechenden  Normalschnitte  sind 
nämlich  flächengleich,  und  jeder  hat  in  Bezug  auf  eine 
Ebene  XF  das  Trägheitsmoment  F  z^^  so  dafs  es  sich  von 
der  XY-Ebene  aus  um 

^^Fz'  =  F  2^z^  =  F-f 
0  0  3 


Tr       rp       ^__     •'■      rp 
MX -'■My ~~7"   -^f 


handelt.    Es  ist  also  auch 

bekannt,  ebenso 

Auf  die  Flächen  des  Gewindes  ist  aber  die  Methode 
nicht  anwendbar. 

Von  Interesse  sind  dabei  diejenigen  Gewindeflächen, 
bei  denen  es  sich  um  symmetrische  Flächen  nach  Art  der 
oben  behandelten  handelt  Ein  Übungsbeispiel  soll  gegeben 
werden,  welches  den  verallgemeinerten  Schrauben- 
röhrenflächen  angehört. 

§  188)  Eine  verallgemeinerte  Schraubenröhren- 
fläche  habe  als  (senkrechtes)  Hauptschnittprofil 
einen  Kreis.  Die  Trägheitsmomente  des  Körpers 
sollen  für  einen  Umgang  untersucht  werden. 

Fttr  einen  Umgang  ist  der  Inhalt  J  =  27tQ{r^7t) 
=  27t^Q  r',    denn   er   ist   gleich   dem   der    entsprechenden 
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f\ 


Cyklide.  Beicht  das  Gewinde  von  der  Ebene  X  Y  ans  bis 
zur  Ganghöhe  A,  d.h.  ist  es  dnrch  Horizontalschnitte 
begrenzt,  so  ist  jede  horizontale  Schnittfläche 

Das  Trägheitsmoment  der  Kreis- 
fläche in  Bezug  auf  die  senk- 
rechte Gerade  ist  gleich 
also  der  Trägheitsradius 


7t  r' 


Qi 


71  r 


Ttr' 


Flf.  70. 


Dagegen  ist 


Demnach    ist,     wie    bei     der 
CykUde 

1)  T,  =  J(q^+3qI) 


T    — 


2V  = 


27i^gr 


27C^Qr^     z{  _  27tQr^    A» 


T     — 


A 
27tQr^h^ 


3 


oder 

2) 
Wiederum  ist 

■'■XB  ^^^^  ■'■yM  ^^^=  2      *y  *  ^^^  ■'■xy  "]     -^xs  ^^^^  -^y  j 

Ip  =  J-xy  ~J~  •'■  yg  "T~  ■'«X» 

Selbstverständlich   kann   Formel  2)    auch   auf  den    in    der 

Höhe  —  liegenden  Schwerpunkt  bezogen  werden,  der  in  der 
z 

Achse  liegt.    Ftlr  ihn  ist 

o.  rr.  rp  A«  27t^QT^   ( h^  Ä«\ 


27t^Qr^    h^_7c\rH^ 
Ä         i2~"        6       ' 
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§  189)  Damit  mögen  die  ausgeführten  Beispiele  vor« 
läufig  abgeschlossen  sein.  Die  von  Kegelschnittsflächen  be- 
grenzten Flächen  werden  unten  behandelt.  Hinsichtlich  der 
mechanischen,  technischen  und  kosmischen  Übungsbeispiele, 
sei  auf  Ingenieurmathematik  Bd.  I  hingewiesen.  Dort  werden 
unter  anderem  folgende  Beispiele  behandelt:  Theorie  der 
Atwo od' sehen  Fallmaschine  unter  Berücksichtigung  der 
Trägheitsmomente.  Ein  Gylinder,  um  den  zwei  Fäden 
gewickelt  sind,  die  festgehalten  werden,  rollt  sich  infolge 
der  Schwerkraft  von  diesen  ab;  der  verlangsamte  Fall  ist 
zu  untersuchen,  ebenso  die  Fadenspannung.  Der  Cylinder 
roUt  sich  von  den  Fäden  ab,  indem  er  sich  auf  schiefer 
Ebenen  abwärtsbewegt.  Die  Fadenspannung  giebt  Grenz- 
werte für  die  gleitende  Keibung  an  und  zeigt,  von  wo  ab 
der  freie  Cylinder  auf  schiefer  Ebene  gleitet  und  zugleich 
rollt.  Der  Cylinder  rolle  unter  Achsenlagerung  auf  zwei 
parallelen  schiefen  Ebenen  ab.  Er  werde  durch  eine  Zugkraft 
auf  der  Ebene  vorwärts  getrieben,  es  wird  untersucht,  wann 
Rollen  und  Gleiten  zugleich  stat^det.  Entsprechende  Auf-« 
gaben  werden  für  beliebig  gestaltete  Körper,  z.  B.  auch  für 
die  Kugel  untersucht.  An  einem  über  eine  ßoUe  gelegten 
Faden  hänge  ein  Gewicht  und  ein  abrollender  Cylinder  der 
besprochenen  Art;  alle  Bewegungen  werden  untersucht. 

Berechnung     der     Bewegungsenergie     des     Erdballes 

E  =  Tn  —  -\-T-—,    das   Problem    der  Verlangsamung   der 

Erddrehung  seit  Hipparch.  Welchen  Einflufs  übt  ein  auf 
die  Erde  aufschlagendes  Meteor  auf  die  Erddrehung  aus. 
Ein  numerisches  Beispiel  wird  durchgeführt,  auch  die  für 
den  Anfang  der  Bewegung  bestehende  freiwillig  ruhende 
^Drehungsachse^  untersucht.  Zunahme  der  Erddrehung  bei 
Zusammenziehung  des  Radius  durch  Abkühlung.  Der  Ab- 
plattungskoef&zient  nimmt  dabei  ab,  nimmt  aber  nicht  zu, 
womit  die  Abschleuderungstheorie  (Kant-Laplace)  widerlegt 
ist.  Die  Schwungradstheorie  vrird  ausführlich  behandelt  im 
Zusammenhang  mit  der  Kurbelbewegung.  Hierher  gehört 
noch  die  Theorie  der  Schwingungen  ftlr  Hebelwagen  und 
anderer  physischer  Pendel. 

Alle  genannten  Ubungsbeispiele  mechanischer  Art  führen 
auf  einfache  Resultate  und  können  auf  sämtliche  hier 
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behandelten  Gebilde  der  ebenen  und  räumlichen 
Geometrie  ausgedehnt  werden,,  so  dafs  z.  B.  aneh  fllr 
die  analytische  Mechanik  eine  ÜberftQle  von  Ülmngs- 
beispielen  mit  einfach  gestalteten  Resultaten  vorliegt,  z.  B. 
auch  für  die  Kreiseltheorie  im  Sinne  von  Poinsot,  Klein 
und  Sommerfeld. 

§  190)  Bemerkung.  Wie  es  in  der  Ebene  für 
Punktsysteme,  Systeme  von  Linien  und  für  Flächen  und 
Flächensysteme  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  zwei  Trägheits- 
ellipsen giebt,  die  von  Poinsot  und  die  von  Clebsch- 
Gulmann,  die  für  den  Fall,  dafs  es  sich  um  den  Schwer- 
punkt handelt,  zu  Centralellipsen  werden,  so  giebt  es  im 
Räume  für  jedes  Punktsystem,  Liniensystem,  Flächensystem, 
Körpersystem  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  zwei  Trägheits- 
ellipsoide,  das  von  Poinsot  und  das  von  Glebsch- 
Cnlmann,  die  für  den  Fall,  dafs  der  Bezugspunkt  der 
Schwerpunkt  ist,  zu  Centralellipsoiden  werden. 

Da  erst  der  folgende  Abschnitt  sich  mit  den  za  den 
Kegelschnittsflächen  (Flächen  zweiten  Grades)  gehörigen 
Körpern  beschäftigen  soll,  sollen  diese  Ellipsoide  erst  später 
zur  Behandlung  kommen. 

c)   Einige  Methoden  für  angenäherte 
Berechnung,    besonders    die    erweiterte 

Simpsonsche  Regel. 

§  191)  Wo  die  elementaren  Hil&mittel  (oder  auch  die 
der  Differential-  und  Integralrechnuilg*)  versagen,  muls  man 
zu  Annäherungsmethoden  greifen,  die  entweder  in  der  Be- 
nutzung von  konvergenten  Reihen  bestehen,  deren  Glieder 
einzeln  behandelt  werden  können,  oder  in  gewissen  An- 
näherungsformeln.  Unter  den  letzteren  sind  folgende  die 
gebräuchlichsten:  a)  Die  Formel  für  das  arithmetische 
Mittel  der  Querschnitte.    Bei  dieser  berechnet  man  die 


*)  Man  bedenke,  dafs  im  allgemeinen  schon  die  Theorie  der 
elliptischen  Integrale  nötig  wird,  sobald  unter  der  Qoadratwurz^ 
rationale  Aasdrücke  höheren  als  zweiten  Grades  vorkommen,  dafs  maa  bei 
höheren  Wurzeln  aus  rationalen  Ausdrücken  höheren  Grades  zu  Reihen- 
entwickelangen  seine  Zuflucht  nehmen  mofs,  bei  denen  die  Sum- 
mierungen  nicht  auf  geschlossene  Ausdrücke  führen,  so  dafs  nur  an- 
genäherte Resultate  erzielt  werden  können. 
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Flächen  von  n  (horizontalen)  Querschnitten,  die  in  gleichen 
Abständen  anf  einander  folgen.  Von  diesen  Querschnitten 
sacht  man  das  arithmetische  Mittel  nnd  multipliziert  dieses 
mit  der  Höhe,  b)  Eine  gröfsere  Genauigkeit  erhält  man 
dadurch,  dafs  man  berücksichtigt,  dafs  jeder  Querschnitt  zu 
zwei  Schichten  gehört,  die  beiden  Grenzquerschnitte  aber 
nur  zu  einer  Schicht.  Sind  die  beiden  letzteren  F^  und  F^^ 
die  übrigen  F^,  F^  , . . . ,  Fn_i  die  zugehörigen  Höhen 
yQ^yv'-yn-i^ynj  so  folgt  als  Inhalt 

Diese  Formel  kann  man  als  die  des  verbesserten 
arithmetischen  Mittels  bezeichnen. 

c)  Die  erweiterte  Simpsonsche  Regel,  die  bei 
derselben  Anzahl  der  Querschnitte  noch  genauere  Resultate 
giebt  und  sehr  gebräuchlich  ist. 

Man  berechne  eine  un- 
gerade Anzahl  von  Quer- 
schnitten, z.  B.  (2  n  -f-  i),  so 
dafs  man  eine  gerade  An- 
zahl von  Schichten,  z.  B.  2n 
Schichten  erhält,  was  n 
Doppelschichten  giebt.  Auf 
jede  Doppelschicht  wende 
man  die  einfache  Simpson- 
sche Regel  an.    Ist  z.  B.  - 


n 


s 


■ft 


\ 


A 


LliAJ. 


die  Höhe  der  untersten 
Doppelschicht,  so  ist  für 
diese  der  Inhalt 

für  die  folgende  ebenso 


Kg.  71. 


-^.=-^^[^.+4^.+^*]. 


6n 


für  die  letzte 


6n 


[^2»-2+  4i^2«-l  +  -'^2«]' 


188     I*  SimpsoBSche  Regel,  Schichtenfonnel  n.  konfoime  Abbildang  etc. 
Der  Gesamtinhalt  wird  demDach 

Dabei  ist  berücksichtigt,  dafs  die  Glieder  F^  und  F^^ 
nar  einmal  yorkommen,  die  übrigen  Glieder  mit  gerad- 
zahligem Index  zweimal,  die  mit  nngeradzahligem  Index  je 
viermal. 

§  192)  Handelt  es  sich  statt  um  einen  Körper  nm 
eine  ebene  Fläche,  so  erkennt  man  leicht,  warum  die  Ge- 
nauigkeit eine  grOfsere  sein  mufs.  Die  unter  b)  angegebene 
Formel  giebt  nämlich  dann  im  allgemeinen  nur  in  dem  Falle 
ein  genaues  Resultat,  wenn  jede  Schicht  ein  geradlinig  be- 
grenztes Trapez  ist.  Die  Simpsonsche  Regel  aber  giebt  für 
jede  Doppelschicht  dann  genaue  Resultate,  wenn  die  zu- 
gehörige Begrenzung  von  der  Form  y=a-\-ba:-\-ca:^-\-dj:*  ist, 
was  eine  ganze  Reihe  von  Parabeln  gemischter  Ordnung  bis 
zum  dritten  Grade  giebt,  welche  die  geradlinigen  Be- 
grenzungen als  besonderen  Fall  enthält.  Durch  je  drei 
Grenzpunkte  lassen  sich  nämlich  unendlich  viele  Parabeln 
dritter  Ordnung  legen  (vergl.  die  elementar  zu  behandelnde 
Interpolationsformel  von  Lagrange). ^)  Man  hat  also  eine 
Auswahl  unter  beliebig  vielen  Kurven,  von  denen  sich  irgend 
eine  der  wirklichen  Grenzkurve  am  genauesten  anschmiegen 
wird.  (Durch  zwei  Punkte  läfst  sich  nur  eine  Gerade  legen, 
dafür  aber  unendlich  viele  Parabeln  zweiter  Ordnung.  Durch 
drei  Punkte  lassen  sich  unendlich  viele  Parabeln  dritter 
Ordnung,  nur  eine  Parabel  zweiter  Ordnung,  selbstverständ- 
lich auch  zwei  aufeinander  folgende  Gerade  legen.)  Für 
Körper  gilt  entsprechendes  auf  Grund  von  Analogie-Schlüssen 
oder  strengerer  Untersuchung. 

§  193)  Geeignete  Beispiele  geben  die  durch  Umdrehung 
der  Parabeln  höherer  als  dritter  Ordnung  entstehenden 
Drehungskörper,  die  nach  der  Schichtenformel  genau  be- 
rechnet werden  können,  so  dafs  man  bei  der  Vergleichung 
der    Resultate    der    unter  a),  b)  und  c)  angegebenen  Be- 


*)  Vergl.  z  B.   Band  in  des   ,MethodiBchen  Lehrbuchs*    dei 
Verfassers,  Seite  128. 
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rechnangsmethoden  z.  B.  für  acht  Schichten  das  Mafs  der 
Annäherung  leicht  beurteilen  kann.  Ebenso  geeignet  sind 
die  dnrch  Umdrehung  der  logarithmischen  Linien,  der  Eetten- 
linien,  der  cyklischen  Eurren,  der  Kegelschnitte  (um  bequem 
oder  unbequem  liegende  Achsen)  entstehenden  Drehungs- 
körper, von  denen  viele  mit  Hilfe  der  entsprechenden  Reihen 
und  der  Anwendung  der  Schichtenmethode  auf  diese  auch 
genau  berechnet  werden  können. 

Dafs  nicht  nur  Eörperinhalte,  sondern  auch  Inhalte 
gewisser  gekrümmter  Flächen  und  Momente  verschiedener 
Ordnung  (z.  B.  Planmomente  erster  und  zweiter  Ordnung, 
Axialmomente  erster  und  zweiter  Ordnung,  Polarmomente 
erster  und  zweiter  Ordnung,  Gentrifugalmomente)  für  solche 
Gebilde  mit  Hilfe  der  drei  Formeln  angenähert  berechnet 
werden  können,  ist  nach  den  obigen  Beispielen  von  selbst  klar. 

Man  versuche  ans  dem«  bereits  Gegebenen  geeignete 
Übungsbeispiele  ausfindig  zu  machen.  —  Hier  soll  nicht 
näher  auf  den  Gegenstand  eingegangen  werden. 


Zweiter  Abschnitt. 


Anwendnngen  der  bisherigen  Bereclmnngg- 

methoden    auf    die    Kegelschnittsflächen 

(Flachen  zweiten  Grades)  nnd  anf  die  mit 

ihnen  zusammenhangenden  Körper. 


a)   Das  EUipsoid,  sein  Inhalt  and  seine  Hauptmomente. 

§  194)   Inhaltsberechnung  aus  den  Hauptachsen 

nach   Cayalieri   oder  anf  Grund   der  Affinität.     Die 

Inhalte    des  Würfels    mit    der  Kante  a  und  der  Engel  mit 

4  4 

Radius  a  verhalten   sich   wie   a^:-—a^7t  oder  wie  i  :  -—  /r. 

3  3 

^Erweitert^*  man    den   Würfel   in   der  Richtung   der    einen 

Gruppe   von   Horizontalkanten   mit  Hilfe  eines   konstanten 

Faktors  — ,    in    der  Riebtang  der  senkrechten  Kanten  mit 
Hilfe    des  Faktors  —  >  so  geht  er  über  in  einen  Rechtecks- 

a 

körper  mit  den  Kanten  a,  6,  c.  Macht  man  dasselbe  bei  der 

Kugel,  so  geht  sie  über  in  ein  Ellipsoid  mit  den  Halbachsen 

a,  bj  c.    Die  Inhalte   beider  Körper  behalten  dabei  ihr  Ver- 

4 
hältnis  bei,  also  wird  der  des  EUipsoids  das  —  tc  fache  von 

dem  des  Rechteckskörpers,  d.  h.  es  ist 
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Statt  vom  Wttrfel  auszugehen,  kann  man  im  Anschlufs 
an  Bd.  II,  §  413  und  415  den  Cy linder  zum  Ausgangs- 
punkte machen. 

§  195)  Inhaltsbereehnung  aus  drei  konjugierten 
Halbachsen  und  ihren  Richtungen  nach  denselben 
Methoden.  Man  verwandle  den  obigen  Rechteckskürper 
durch  Cavalierische  Verschiebung  zunächst  in  ein  senkrechtes 

Parallelfach   mit   den   Grundkanten  a  und  i,  = — ;— - — . 

*         sm  ß^    ' 

wobei  ß^  der  Winkel  ist,  den  a  und  \  mit  einander  bilden, 
also  in  ein  Prisma  mit  derselben  Grundfläche  G=ab^Bmß^ 
=  a&;  darauf  dieses  durch  Horizontalverschiebung  (nach  sonst 
beliebiger  Richtung)  in  ein  schiefes  Prisma  von  derselben 

Höhe  c  und  der  Seitenkante  c,  =  — ; ,   also  von  dem- 

^         sm  y^ 

selben  Inhalte  J=  Gc  =  ab^  sin ß^.c^  »in y^  =  ab c  (wobei 

/i  der  Winkel  ist,  den  Cj  mit  der  Grundfläche  bildet).   Macht 

man    dieselben  Verschiebungen    am    EUipsoid,    so    nehmen 

dessen  Halbachsen  a,  2>,  c  dieselben  Längen  a^b^jC^^  an,  auch 

erhalten  sie  dieselben  Richtungen,   und  zwar  werden   diese 

zu  konjugierten  Richtungen    Das  Inhaltsverhältnis  für  beide 

Körper   aber  bleibt   dasselbe,   wie  vorher.     Folglich  (wenn 

man  noch  a^  statt  a  schreibt): 

Der  Inhalt  eines  Ellipsoids  mit  den  konjugierten 

4 
Halbachsen  a^,  6^,  c^  ist  das  —tt  fache  vom  Inhalte 

des  Parallelflachs  aus  Kanten,  die  nach  Länge  und 
Richtung  dieselben  sind. 

Für  den  Inhalt  eines  solchen  Parallelflachs  sind  aber 
die  Formeln  in  Bd.  U,  §§  802  und  305  angegeben,  also  ist 
die  Aufgabe  für  das  EUipsoid  allgemein  gelöst. 

Hat  das  Parallelflach  die  Kanten  a.,  6^,(7^  und  bildet 
Oj  mit  b^  den  Winkel  ß^y  c^  dagegen  mit  der  von  a^  und  b. 
gebildeten  Ebene  den  Winkel  y^,  so  hat  das  Prisma  nach 
obigem  den  Inhalt  J^^  =  a^  b^c^  sin  ß^ysmy^^,  das  EUipsoid 
mit  den  gleich  langen  und  gleich  gerichteten  Achsen  also 

den  Inhalt 

4 

1)  J=  —  7ra,6jC^sin/?jSinyi. 


192     n.  Anwendangen  der  bisherigen  BerechnuDgsmethoden  etc. 

Die  Richtangen  der  Achsen  können  aber  auch  anders 
gegeben  sein.  Bildet  a^  mit  b.  den  Winkel  C,  6^  mit  <*, 
den  Winkel    A,  c^  mit  a^  den  Winkel    B,    and    setzt    man 

4  -I-  ß-U  C 

—  =  «,  so  ist  der  Inhalt  des  Parallelflachs  (nach 

Bd.  n,  §  302) 

J^=  2  a^b^c^  >^sin«  sin  (« — A)  sin(« — B)  sin  (« —  C) 

=  2a^b^c^% 

WO  9t  die  Amplitude  der  Ecke  bedeutet.    Demnach   ist   der 
Inhalt  des  Ellipsoids  auch 

o  

2)  J=—7ta^b^c^Vsiji8sin{8 — A)svi{9 — B)mi{$ — C) 

ö 


Diese  Formel   hat  yor  der  vorigen  den  Vorzug,  sym- 
metrisch zu  sein. 

Sind   die  Winkel  a,  ß^  y   der  Ecke  gegeben,   die    also 
von  den  Ebenen  (Seiten)  längs  der  Kanten  a^^^^,«!  gebildet 

Werden,  und  setzt  man  — '   ^   '   ^  =  ^'j  so  ist  der  Inhalt 

des  Parallelflachs  (nach  Bd.  Ü,  §  805) 

^  (L  b   C 

J.  =  — ; }  \^. — .  r — cos  (J  cos  (er — a)  co8(a — ß)  co8(a — y)l 

^       smasm/fi^smy    *■  /       \       r/       v        /'j 


sinasüi/fifsin/ 


Wobei  %*  die  Koamplitude  der  Ecke  bedeutet.  Das  EUipsoid 
hat  also  dann  den  Inhalt 

^      iö        -        — cos(TCOs((y — a)cos(<r — /5f)co8(a — y) 
3)  J  =  -^7ta^o^c^ 


3       1*1  sin  a  sin /!^  sin  ^ 


sin  a  sin/!)?  sin  y 


Bemerkung.  Konjugierte  Durchmesser  und  konjugierte 
Mittelpunktsschnitte  des  Ellipsoids  erhält  man  fogendennafsen: 
Ein   erster  Mittelpunktsschnitt  giebt   eine  Ellipse,    die    ihm 
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parallelen  Tangentialebenen  geben  durch  die  Bertthrungs- 
pnnkte  den  zugehörigen  Durchmesser.  Ein  zweiter  beliebig 
durch  den  letzteren  gelegter  Mittelpunktsschnitt  giebt  eine 
zweite  Ellipse,  die  ihm  parallelen  Tangentialebenen  durch 
4ie  Berührungspunkte  einen  zweiten  zugehörigen  Durchmesser. 
Durch  die  beiden  Durchmesser  wird  die  Ebene  des  dritten 
Schnittes  bestimmt,  zu  dem  wieder  ein  Durchmesser  gehört. 
(Weil  dies  für  die  Kugel  gilt,  gilt  es  durch  Affinität  für  das 
Ellipsoid.)  So  erhält  man  drei  koigugierte  Mittelpunkts* 
schnitte  und  zugleich  drei  konjugierte  Durchmesser.  —  Wird 
dem  Parallelflach  ein  EHlipsoid  einbesehrieben,  welches  die 
sechs  Ebenen  in  den  Mittelpunkten  berührt,  so  sind  diese 
Ebenen  konjugierte  Ebenen.  Man  kann  also  auch  vom 
Würfel  mit  der  einbeschriebenen  Kugel  ausgehen  und  auf 
dieses  Gebilde  eine  allgemeine  Affinitätstransformation  an- 
wenden. 

§  196)  Die  Aufgabe  des  §  194  mit  Hilfe  der 
Schichtenformel  zu  lösen.  Die  Kugel  mit  dem  Kadius  a 
hat  im  senkrechten  Abstände  z^  vom  Mittelpunkte  die  hori- 
izontale  Querschnittsfläche  q^  =  7ta!^  =  7c(a^ — ^J);  das  durch 

■die   horizontale  „Erweiterung"    mit   Hilfe    des  Faktors  — 

a 

entstehende  Drehungsellipsoid  bat  dort  einen  elliptischen 
Horizontalschnitt     von     der     Fläche     q%=^  («* —  z])  — . 

Erweitert  man  den  neuen  Körper  in  senkrechter  Bichtung 

c 
mittels  des  Faktors  — ,  so  hat  man  den  Querschnitt  q^  erst 

c 
in  der  Höhe  z  =  z^  — .  In  der  Höhe  z  also  hat  das  Ellipsoid 

den  Querschnitt 
1)  qg=7t{a^ — z])  —  =7tla^ — ^^~ä") — =^ö* — tc—^z*. 

27ach  der  Methode  der  Schichtenformel  erhält  die  Parallel- 
Bchicht  von  z  =  0  biB  z  den  Inhalt 

«vi  1  ^  a6    ^*  1    /^        ^*  \ 

2)  J=7tab— 7t—^^-~  =  7taOZ\l r-rl 

^0  ^  c*      3  \  Sc*/ 

_  7tahz(3c^—z^ 

HoUnfilltr,  SUrMmetri«  IT.  13 


194    ni.  ABwendimgeii  der  bisherigen  Bereduumgemethodea  etc. 

(Damit  ist  lüso  ein  gewisser  Zonenkörper  bestimmt,  wa» 
später  benutzt  werden  soll.)  Setzt  man  z^^e^  so  eriiält 
man  das  Halbellipsoid  mit  dem  Inhalte 

3)  J=7tabc\  i — ^l=— -TT aftc. 

0  \  oc  /        3 

Der  Inhalt  des  ganzen  Ellipsoids  ist  also,  wie  vorher 

J=— 7t  ahc. 

ö 

§  197)  Dieselbe  Aufgabe  mit  Hilfe  der  Simpson- 
sehen  Regel  zu  lösen.    Nach  §  196  Gleichung  1)  ist  der 

Querschnitt  qg'=  nah  —  7t  ~^z^m  Bezug  auf  z  vom  zweiten 

c 

Grade.  Er  gehört  also  zum  Geltungsbereiche  der  Simpson- 
sehen  Regel.  [Man  weifs  dies  auch  ohne  besondere  Be- 
rechnung, denn  durch  die  Gavalierischen  Erweiterungen  wird* 
der  Grad  der  Querschnittsformeln  nicht  geändert.  Bei  der 
Kugel  handelt  es  sich  um  j,  =7t{a^ — z\).]  Die  Höbe  de» 
ganzen  Ellipsoids  ist  h  =  2c.  Der  Unterschnitt  U  hat  den 
Wert  Null,  der  Oberschnitt  0  ebenfalls.  Der  Mittelschnitt 
ist  M=^7tab.    Der  Inhalt  wird  also 

J=  4-(^  +  ö  +  4  jl/)  =  ^  (ö-f  0  +  47ra6)  =-|-^  «*<?• 
o  b  3 

Bemerkung.  Ganz  ebenso  folgt  mit  Hilfe  dieser 
Regel  der  in  §  195  Ober  das  Parallelflach  und  das  zugehörige 
Ellipsoid  ausgesprochene  allgemeine  Satz. 

§  198)  Berechnung  mit  Hilfe  der  analytischen 
Geometrie.    Die  Gleichung  des  senkrechten  durch  a  und  c 

gelegten  Schnittes  ist  —^  -| — j-  =  ^ ,  die  halbe  Querlinie  in 
der  Höhe  z  ist  also 


1) 


'  c*  c 


Die  Gleichung   des   durch   b  und  c  gelegten   Schnittes  ist 

^rsr  +  -V  =  ^ »   also   ist  die  halbe  Querlinie  in  der  Höhe  ;:: 
6*    '    c* 


,= 6.1/7- f;=V; 


2)  g=,b.y  /_-j=-v. 


8  ^S 
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Der  Inhalt  des   elliptischen  Horizontalsehnitts   in   der   be- 
treffenden Höhe  ist  demnach 


n  ab 

c  c  C' 


3)   q,=  jixy=  7t—  Vc^—  z^  .  — 1^7^=73  =!^*  (^s_^2) 


=  7t  ab  —  TT  -TT  -r*. 

Daraus  folgt  nach  der  Sehichtenformel  ebenso,  wie  ans 
Gleichung  1)  des  §  196  der  Inhalt 

J=  —  7tabe, 

Bemerkung.  Der  Leser  versuche  ebenso  mit  Hilfe 
der  analytischen  Geometrie  den  Inhalt  aus  den  konjugierten 
Achsen  a^^b^jC^  und  ihren  Richtungen  zu  berechnen. 

§  199)  Schwerpunkte  von  Halbellipsoiden  und 
statische  Momente  der  letzteren.  Die  Halbkugel  hat 
in   Bezug   auf  die   ebene    Grundfläche  den  Schwerpunkts- 

abstand  —  r.     Das  halbe  Ellipsoid,    von   der  Ebene   (a,  &) 

3 
begrenzt,  hat  den  Schwerpunkt  im  Abstände  -~e  von  dieser; 

von  der  Ebene  (6,  c)  begrenzt,  im  Abstände  —  a  von  dieser; 

ß 

von  der  Ebene  (c,  a)  begrenzt,  im  Abstände  -—6  von  dieser. 

o 

Auch  die  konjugierten  Mittelpunktsschnitte  geben  halbe 
Ellipsoide,  die  jedoch  schräg  über  den  Schnitten  stehen. 
Der  Schwerpunkt  des  durch  die  Ebene  (a^,  i, )  begrenzten 
Halbellipsoid  hat   den  Schwerpunkt  auf  dem  dritten  konju- 

gierten  Halbmesser  e^  an  der  Stelle,  die  von  ihm  ^c^  ab- 

schneidet  Ahnlich  ist  es  mit  den  anderen  Ebenen.  Bildet 
c^  mit  der  Ebene  (a^^^J  den  Winkel  y^,  so  ist  der  Abstand 

des    Schwerpunktes     von     dieser     A,  =  -— c^  siny^ ,   das 

statische  Moment  des  halben  Ellipsoids  in  Bezug  auf 
diese  Ebene  also 

13' 


196     II«  Anwendnng^ea  den  bisherigen  BeredinnngBmethoden  etc. 

3  2     - 

M  =  hg  J^=  -—-  Cj  sin  y^ .  -r-aj \e  iSin/?^  siöy, 

=  —  «1  &!  c*  sin  ß^  sin*  y^ , 

wobei  /?|^  der  Winkel  zwischen  a^  und  &^  ist.  Sind  die 
Achsen  a,  6,  c  gegeben  und   ß^=y^-=  90^,  so  ist  das  be- 

i 
treffende  Moment    M  =  -T-abc*, 

§  200)  Statisches  Moment  und  Schwerpunkt  des 
von  z  =  Ohis  z  reichenden  Zonenkörpers.  Nach  §  196 
war  der  Querschnitt  im  senkrechten  Abstände  z  yon   der 

horizontalen   Mittelpunktsebene   qg  =  7tab  —  n  — ^  z\     Das 

c 

statische  Moment  dieses  Querschnitts  in  Bezug  auf  die  ge- 
nannte Ebene  ist  also 

qg  =  [Tt  ab  —  n—^z^)  z  =  7t  abz ^ — . 

c  c 

Nach  der  Schichtenformel  ist  das  statische  Moment  des 
Zonenkörpers  von  z  =  0  bis  z  in  Bezug  auf  die  Mittel- 
punktsebene 

^       0  2  c^      4  \2         4e^/ 

[Fttr  z  =  c  bestätigt  sich  die  Schlufsformel  des  §  199.] 

B  B 

Aus  hJ=M  folgt  nun  als  Schwerpunktsabstand 

«0  0 

der  Parallelschicht  von  der  Mittelpunktsebene 


'  nabz'^i^e^—z^) 

Ja  --:= 


,  _^_ 4c*  _  3      2c^  —  z^ 


«9 


'          7tabz{3c*—z^        4       3c*  — 
J        — ^ ^ 

Dem  Leser  sei  es  überlassen,  das  Betreffende  fttr  den  Fall 
der  konjugierten  Halbachsen  abzuleiten. 

§  201)  Das  Planmoment  zweiter  Ordnung  (Träg- 
heitsmoment) des  dreiachsigen  Halbellipsoids  und 
seiner    Parallelschicht    von    0    bis  z   in   Bezug   auf 
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seine  Grundfläche.    Der  Querschnitt  gg  =  7tab  —  tt-^z* 
hat  in  Bezog  auf  diese   Grundfläche  das  Trägheitsmoment 

H  L   9  ab    . 

Demnach   handelt  es  sich   von  z=0  \n%  z  um  das  Träg- 
heitsmoment 

^,       '  ,z^  ab  z^        7tabz^(5c^  —  3z^) 

1)        T:=7tab--7t-^-  = 


3  c»    5  iöc^ 

_jz*     öc^  —  3z^ 


,   5  '    3c^  —  z^    ' 

Dies    ist    das   Trägheitsmoment   der   Parallelschicht 
YonObis^in  Bezug  auf  die  horizontale  Mittelpunktsebene. 
Setzt  man  ^  =  c,  so  wird  fttr  das  Halbellipsoid  das 
betreffende  Trägheitsmoment 

0  9  c  C« 

2)  T=-^  7t  abc^  =  J— , 

für   das   ganze  Ellipsoid  in  Bezug  auf  die  horizontale 
Mittelpunktsebene  wird  das  Trägheitsmoment 

CA  c    >.< 

Entsprechendes  gilt  hinsichtlich  der  anderen  Achsen. 

Der  „Trägheitsabstand"   für  die  Parallelschicht  ist 
nach  1) 

1*^  _1/  X  -l/ZTJ^EI^ 


J 

0 


für  das  Halbellipsoid  nach  Gleichung  2) 


2*)  zt 


0 


198    n.  Anwendangen  der  bisherigen  Bereohmmgtmethoden  etc. 

Der  Leser  versnche  diese  Resultate  aus  denen  für  die  Engel 
dnrch  Affinität  abzuleiten. 

§  202)  Entsprechende  Axialmomente.    Die  Sonune 

von   zwei   Planmomenten   zweiter   Ordnong  in   Bezug   auf 

Ebenen,    die    einander   rechtwinklig    schneiden,    giebt   das 

Axialmoment  zweiter  Ordnung  in  Bezng  anf  die  Schnittlinie 

als  Achse.     Das  Ellipsoid   hatte   in  Bezng  anf  die  Ebene 

<?* 
(a,  6)  das  Planmoment  zweiter  Ordnung   T=J—j  also  in 

o 

Bezug  auf  die  Ebene  (a,  c)  das  Planmoment  zweiter  Ordnung 
T'  =  J  —  .  Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Aehse  a 
ist  also 

Fttr  die  anderen  Achsen  ist 

2)  r»=:y(c*  +  a«)  =  ^^aAc(c«  +  a«), 

3)  T,=  ^{a*-\-b*)=~nabr{a'--\-b'-). 
Die  zugehörigen  Trägheitsradien  sind 


4,  ,.=/^=/^±:!, 


5)  ..  =  /ii=/'^Ä 

Die  Energie  des  um  die  Achse  a  sich  drehenden  EUlipsoids 
Yom  spezifischen  Gewicht  i  ist  im  absoluten  Mafssystem 

=  A^jtabc  (6*  4-  c«)  ^  =  --V  nabe  (b*  -f-  c«)  »\ 


T^=^{a^-\-b*  +  c^)=-i^7tabc(a^  +  b^-}'C*). 
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Entsprechend  sind  die  Formeln  ftlr  das  um  die  anderen 
Achsen  sich  drehende  Ellipsoid.  &  ist  dabei  die  am  Radios  i 
gemessene  Drehnngsgeschwindigkeii  (Winkelgeschwindigkeit) 
Tür  das  technische  Mafssjstem  multipliziere  man  das  Be- 

sultat  für  das  spezifische  Gewicht  p'  mit  dem  Faktor  ^-'. 

Der  Leser  versuche  auch  diese  Formeln  durch  Affinität 
aus  den  für  die  Kugel  geltenden  oder  auch  mit  Hilfe  der 
Schichtenformel  abzuleiten.  (Die  Simpsonsche  Regel  ist 
hier  und  in  §  201  nicht  mehr  brauchbar.) 

§  203)  Das  Polarmoment  zweiter  Ordnung  des 
Ellipsoids  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  ist  die 
Summe  der  Planmomente  ftlr  die  drei  Sjmmetrieebenen,  also 

^(a.  +  ^«  +  c«)  =  -l 

Der  zugehörige  Trägheitsradius  ist 

Bemerkung.    Nach  dem  Verschiebungssatze 

kann  man  die  Trägheitsmomente  in  Bezag  auf  andere  Ebenen 
bezw.  Achsen,  die  zu  den  vorigen  paridlel  sind,  leicht  be- 
rechnen. (Dasselbe  gilt  vom  Polarmomente.)  Haben  jedoch 
die  neuen  Ebenen  bezw.  Geraden  andere  Lage  bezw.  Richtung, 
:so  treten  die  schon  in  §  15  behandelten  Gentrifugalmomente 
in  die  Formel  ein  und  das  Ellipsoid  von  Poinsot  bezw. 
•das  von  Glebsch-Gulmann  tritt  in  Kraft. 

§  204)  Die  mechanische  Energie  des  um  die 
Achse  a  sich  drehenden  Ellipsoids  soll  im  tech- 
nischen Mafssystem  für  Meter  und  Tonnen  aus- 
.gedrttckt  werden. 

Nach  Formel  7)  des  §  202  war 

1)  E^  =  ^{b-+c-)^. 

Beim  homogenen  Ellipsoid  vom  spezifischen  Gewichte  p^ 
^ird  die  Energie 

2)  £.=  _!^(6»+e»)^. 


200    n.  Anwendimgeii  der  biaherigen  Bereehnmigsmethodeii  etc. 

Dies  gilt  für  das  absolute  Mafssystem.  Für  das  -teeh- 
nische  Mafssystem  wird 

Beispiel.  Es  sei  a  =  4m,  b  =  3mj  e=2m,  das 
spezifische  Gewicht  p'=  8,  die  Winkelgeschmodi^eit  gleich 
2  TT  (eine  Umdrehung  fttr  die  Sekunde),  dann  ist 

«=A.,.....„+„_i_.,..=_?|i_„. 


9,81 
oder 

Ea  =  4207,5  Metertonnen. 

Bemerkung:  Die  Dimension  des  Ausdrucks  Ea  be- 
stimmt sich  im  Sinne  der  Technik  folgendermafsen :    abc.p' 

ist   das    Gewicht    in   Tonnen,  bei  — -^- —  handelt  es  sich 
um  -^  =  /^,  d.  h.  um  die  Längeneinheit  in  Metern. 

§  205)  Beispiel:  Für  den  Erdball  ist  a=  6377397 
=  ~  6377000 m,  b  =  c=  6356079  =  ~  6356000m.  Das 
spezifische  Gewicht  werde  als  5,6  angenommen,  die  Winkel- 

geschwindigkeit  aus  dem  Stemtage  abgeleitet  als  ^  =        ^ 

Wie  grofs  ist   die  Drehungsenergie   in  Metertonnen?     Wie 
grofs  ist  die  Gesamtenergie. 


Auflösung. 


^  ^  -2/^2    I    Jv2\  r     a2 


15  g 

6  377  000, 6  356  000-.{6  377  000 '-{-6  356  000^     ' 


15  ^  '  '9,81    86164- 

44  8  7t^ 
j-.-^jj-j^j^y{^6377000^--{-6356000^)6377000. 6356000^ 

=^26554.10^^  Metertonnen. 
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Zn   dieser  Drehungsenergie   kommt  noch  die  der  fort- 


mv* 


schreitenden    Bewegung   — - — ,    also,    wenn    das    mittlere 
v  =  SOOOOm  angenommen  wird, 

T-^^'^'-'^'-Y-  '"vf"  -^^77000.  6356000^ 

==27194.  iO««  Metertonnen. 

Schreibt  man  statt  des  letzteren  2719400000.10-^,  so 
würde  man  durch  Addition  der  Drehungsenergie  erhalten 
2719426 554  .  10^\  wovon  jedoch  nur  die  fünf  ersten  Stellen 
brauchbar  sind,  so  dafs  es  bei  27^9^ .  iO*^  Metertonnen 
verbleibt.  Die  Drehungsenergie  fällt  demnach  nur  schwach 
ins  Gewicht.  Drückt  man  die  Energie  in  mkg  aus,  und 
dividiert  man  durch  425,  so  erhält  man  die  Anzahl  der 
Kalorien,  welcher  jede  dieser  Bewegungen  äquivalent  ist. 

§  206)  Aufgabe.  Man  denke  sich  ein  Ellipsoid 
(von  den  Achsen  a,  6,  o)  aufgehängt  am  Endpunkte 
der  Achse  a.  Wie  grofs  ist  die  reduzierte  Länge 
dieses  physischen  Pendels  und  welches  ist  seine 
Schwingungsformel,  wenn  die  Schwingungen  in  der 
Ebene  (a,  6)  erfolgen? 

Auflösung.  Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die 
Achse  c  ist  nach  §  202 

für  die  gewählte  Schwingnngsachse  ftber  ist  es  nach   dem 
Verschiebungssatze 

Das  statische  Moment  in  Bezug  auf  dieselbe  Achse  ist 
2)  M=J.a. 

Die  reduzierte  Pendellänge  ist 

j;        4(«-+>')         ,,.+  > 
'  M   ~  Ja         .  ~         Sa 


■202    U.  AnweDdungea  der  bisherigea  BereehBongsmethodeii  etc. 
Die  Schwing^ongsdaner  ist 


4) 


f      g  f  5ag 


i^obei  g  die  Fallbesehleanigang  ist    Die  Länge   der  Halb- 
achse c  ist  demnach  fttr  beide  Formeln  gleichgültig. 

Beispiel.  Sind  die  Halbachsen  a  =  4j  b  =  3y  c  beliebig 
.^ofs,  so  ist 

6- .  4*+  5*        105 

^e  Schwingongsdaner 

t  =  7cy  ^^  =  2,2983  Sekunden. 

Ebenso  grofs  ist  die  Schwingongsdaner,  wenn  man  den 
durch  Gleichung  3)  bestimmten  Punkt  der  Achse  a  zum 
Auf  hängepunkte  macht. 

Der  Leser  versuche  auch  die  Pendellänge  fttr  beliebige 
Lage  des  Aufhängepunktes  auf  der  Achse  a  oder  deren 
Verlängerung  zu  lösen. 

§  207)  Angenommen,  das  ruhig  freischwebende  Ellipsoid 
mit   senkrechter   Hauptachse  a   erhält   am   Endpunkte    der 

letzteren  einen  horizontalen  Stofs 
in  der  Richtung  der  Achse  der  b. 
der  etwa  durch  eine  normal  zor 
Stofsrichtung  stehende  Badschaofel 
aufgenommen  wird,  so  erhält  der 
Mittelpunkt  M  eine  fortschreitende 
Bewegung,  aufserdem  aber  dreht 
sich  das  Ellipsoid  nm  die  Achse  c. 
Dabei  liegt  auf  der  Achse  ein 
Punkt  P,  der  im  Anfang  keine 
Geschwindigkeit  erhält,  weil  die 
positive  und  die  aus  der  Drehung 
entspringende  negative  Bewegung 
)^j^  einander  für  den  ersten  Augenblick 
aufheben.  Auch  dieser  Punkt  P 
s^iff.  72.  liegt,  wie  die  Mechanik  elementar 


JL- 


*'  - 
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T 
^eigt,     in     der    Entfernung    /  =  -rf-    von    A,     so     dafs 

AF  = — ^- ist.    Hat  die  durch  den   Stofs   hervor- 

0  a 

gebrachte  Geschwindigkeit  für  A  den  Betrag  v,  so  ist  die 
Geschwindigkeit  für  M  von  der  Gröfse  v«  =  v  — j — ,  die 
Winkelgeschwindigkeit    der   Drehung    aber,    gemessen    am 

V 

Radius  i,   ist  y  ==  — . 

Würde  der  Stofs  bei  F  in  der  Bichtung  nach  P  er- 
folgen, so  jedoch,  dafs  er  bei  F  gegen  eine  dort  an- 
gebrachte Normalfläche  zur  Stofsrichtung  trifft  (damit  keine 
Zerlegung  stattfindet),  so  würde  A  der  zunächst  ruhig 
bleibende  Punkt  seüi.  Ist  v  die  Anfangsgeschwindigkeit 
von  P,   so   erhält   der  Mittelpunkt  M   die  Geschwindigkeit 

Vfn  =  v-j-,  die  Winkelgeschwindigkeit  dagegen  wird  wieder 

V 

y  = 


i 

Denkt  man  sich  in  dem  zunächst  ruhig  Bleibenden 
Punkte  eine  Drehungsachse  parallel  zur  Achse  c,  so  würde 
diese  bei  dem  Stofse  keine  Erschütterung  erleiden,  was  z.  B. 
für  Hammerwerke  mit  schwingendem  Hammer  wichtig  ist. 
Die  richtig  angebrachte  Drehungsachse  wird  nämlich  sehr 
wenig  beansprucht.  Die  etwa  zu  hoch  liegende  Achse 
vTürde  einen  negativen  Stofs  erhalten,  die  zu  tief  liegende 
einen  positiven  Stofs.  Bei  einem  pendelnd  aufgehängten 
Körper  nennt  man  die  Stofsstelle,  die  keine  Erschütterung 
erhält,  den  Mittelpunkt  des  Stofses. 

§208)  Stofsaufgabe.  Der  den  Stofs  aufnehmende 
Punkt  eines  ruhig  freischwebenden  Ellipsoides 
liege  irgendwo  auf  der  senkrecht  eingestellten 
Achse  A^  aber  wiederum  so,  dafs  die  aufnehmende 
Fläche  normal  zur  Stofsrichtung  ist.  Sonst  soll 
alles  wie  vorher  sein,  jedoch  soll  der  Körper  durch 
den  Stofs  einer  Masse  7n,  die  mit  der  Geschwindig- 
keit v^  aufprallt,  herbeigeführt  werden.  Wo  liegt 
der  zunächst  ruhig  bleibende  Punkt  P,  und  wie 
grofs  werden  die  Geschwindigkeiten? 
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Auflösung.    Ist  T/i  das  Trägheitsmoment  des  EUipsoids 
in  Bezog  auf  den  Punkt  A^  also,  wenn  MA  =  e  ist, 

und  das  statische  Moment  für  A  ebenso  MA  =  Jey   so  ist 
die  gesuchte  Entfernung 

AP=l=e-{.e,  =  ~j^^= -     ^     ^ 


Je 


oe 


Das  geometrische  Trägheits- 
moment in  Bezog  auf  den  nun 
bekannten  Ponkt  P  ist 

das  mechanische  also  beim 
spezifischen  Gewichte  />'  würde 
sein 

wo  ^  =  dßi  m  ist,   wenn  alles 
Flg.  73.  andere  ebenfalls  in  Metern  ge- 

geben ist. 
Es  fragt  sich  nun,  welche  punktförmige  Masse  m^  in  .1 
dasselbe  mechanische  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  P  hat, 

wie  das  Ellipsoid.    Aus  m«  /*  =  Tp  folgt  m,  =  —ß-.     Gegen 

diese  „reduzierte  Masse"  prallt  m^  mit  der  Geschwindig- 
keit v^  an.  Die  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  nach 
dem  Stofse  ist  dort  bei  unelastischen  Massen  nach  bekannter 
Formel 


wij  t\  -^rri^v^    wi,  t\  -f-  ^ 


mjt?, 


Wj  +mj 


m^  +  m, 


^1  +  ^  ' 


oder 


V 


m^  üj 


m^  tj  Z^ 


7Wj  + 


m,/*+rj>- 


/« 
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Demnach  wird  beim  EUipsoid  der  Punkt  A  diese  Ge- 
schwindigkeit v  erhalten,  der  Mittelpunkt  M  dagegen  die 
fortschreitende  Geschwindigkeit 

Die  Drehungsgeschwindigkeit  des  EUipsoids  endlich  wird 
(fttr  den  Radius  i) 

V 

Hier  sind  nur  noch  die  obigen  Werte  einzusetzen. 

Der  Leser  berechne  noch  die  Energie  ^  .-r-  +  T^-^ 

des  EUipsoids  nach  dem  Stofse,  wobei  Tii=-^{a^-\-b^) 

%/ 
ist.     Dazu   addiere    er   die   Energie    der  Masse  m^,    d.  h. 

E.  =  — \ —  nach   dem  Stofse.     Durch  Subtraktion   dieser 

Energiesumme  von  der  vor  dem  Stofse  vorhandenen  — ^-^ 

erhält  er  die  bei  dem  Stofse  verloren  gegangene  Energie. 
-T-  Aufserdem  möge  der  vollkommen  elastische  Stofs  unter- 
sucht werden. 

NatUrlich  kann  auch   die  Masse  m^   als  m^  =  ^  ge- 

geben  sein,  wobei  p^  das  Gewicht  ist.  Das  ruhig  frei- 
schwebende Ellipsoid  ist  zunächst  nur  eine  Abstraktion.  Fttr 
Versuchszwecke  reicht  es  aber  aus,  den  Körper  an  einem 
sehr  langen  Faden  z.  B.  in  einer  hohen  Halle  (z.  B.  Kirche, 
Theater)  aufzuhängen  und  die  Stofse  parallel  zu  einer  der 
Horizontalachsen  zu  geben.  Nicht  zu  grofse  Ausschläge  des 
Mittelpunktes  kann  man  dann  als  geradlinig  auffassen,  auf 
eine  kleinere  Strecke  hin  als  Beharrungsbewegnng. 

Man  kann  das  Ellipsoid  im  Anschlufs  an  die  elementaren 
Lehrbücher  auch  als  Beispiel  fttr  das  ballistiscbe  Pendel 
betrachten,  wobei  zwei  Fälle  zu  betrachten  sind,  erstens  der, 
bei  dem  die  anprallende  Kugel  nach  dem  Stofse  herabfällt, 
zweitens  der,  bei  dem  sie  z.  B.  durch  Eindringen  in  die  Masse, 
mit  dem  Ellipsoid  verbunden  bleibt. 
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Ist  zur  Aufbabme  des  Stofses  keine  Nomialfläehe  an- 
gebracht, so  mnfs  der  Stofs  in  einen  Normalstofs  und  einen 
Tangentialstofs  zerlegt  werden.  Die  Aufgabe  wird  dann 
komplizierter,  weil  der  eine  Teil  nicht  mehr  parallel  za 
einer  Hauptachse  wird. 

[Die  Aufgaben  dieser  Art  sind  von  kosmischem  Interesse, 
da  jeder  Fall  von  Meteorsteinen  gegen  die  Erde  oder  einen 
anderen  als  Drehungsellipsoid  oder  dreiachsiges  EUipsoid 
(z.  B.  Geoid)  betrachteten  WeltkOrper  eine  fortschreitende 
und  drehende  Bewegung  ergiebt,  die  mit  den  bereits  vor- 
handenen Bewegungen  nach  Poinsots  Drehnngstheorie  zo- 
sammenzusetzen  sind.  Denkt  man  sich  einen  isolierten  Welt- 
körper durch  allmähliches  Zusammentreffen  kleiner  kosmischer 
Massen  entstanden,  so  ist  sein  augenblicklicher  Bewegnngs- 
zustand  im  wesentlichen  eine  Folge  der  einzelnen  Zusammen- 
stöfse.  Denn  die  Eant-Laplacesche  Loslösungstheorie  von 
einem  Nebelball  wird  wohl  bald  ganz  vor  der  Kritik  ver- 
schwinden. 

Der  Leser  versuche,  den  Energieyerlust  bei  solchem  Zn- 
sammenstofse  unelastischer  Art  zu  berechnen  und  in  Meter- 
kilogrammen darzustellen,  worauf  die  Division  durch  425 
den  Höchstbetrag  an  Kalorien  gefunden  wird,  der  durch 
den  Stofs  erzeugt  werden  kann.  (Man  denke  an  das 
Aufleuchten  neuer  Fixsterne,  wie  „nova  Persei",  die  nach 
einiger  Zeit  auch  als  von  spiraligem  Nebel  umgeben  er- 
scheinen.) 

§  209)  Aufgabe.  An  einem  EUipsoid  befinde 
sich  wie  vorher  eine  auf  der  Halbachse  a  beliebig 
liegende  Drehungsachse  parallel  zu  c.  Wo  mufs 
das  pendelnde  EUipsoid  von  einer  Masse  m,  mit 
Geschwindigkeit  v^  gestofsen  werden,  damit  die 
Pendelgeschwindigkeit  ein  Maximum  werde? 

Auflösung.  Ist  PM=:e^  und  erfolgt  alles  in  der 
oben  beschriebenen  Weise,  so  ist  folgendermafsen  zu  rechnen. 
Der  Punkt  A  der  Achse  befinde  sich  in  der  Entfernung  / 
von  P,  dann  ist  die  dorthin  reduzierte  Masse  des  EUipsoids 
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Die  Gresohwindigkeit  von  A  nach  dem  Stofse  wird 

2)  v^       *"'^' "*'"' 


"«  +  1* 
die  Winkelgeschwindigkeit  also 

S)  y=^=        "••"' 


'         f 


w       • 


/  7p 

Dies  wird  ein  Maximum,  wenn  der  Nenner  ein  Minimum  ist^ 

Ans  der  Elementargeometrie  ist  non  bekannt,  dafs  unter 
aUen  Bechtecken  desselben  Inhalts  das  Quadrat  den  kleinstea 
Umfang  bat,  also  auch  den  kleinsten  halben  Umfang.  Dem- 
nach ist   bei  konstantem  xy^=%  der  Wert  von  ^  +  y  arn^ 

kleinsten,  wenn  a?  =  y  ist.     Die  Glieder  mA  und  — ^  geben 

nun   das  konstante  Produkt  m,  l .  — ^  =  m^  Tjf»,  also  ist  die- 

Summe  m^Z-j — y-  ein  Minimum,   sobald  m^l  =  —~  oder 


4)  1  = 


ist.  Hat  also  der  Punkt  A  diese  Entfernung  von  P^ 
so  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  y  ein  Maximum^ 
Der  betreffende  Punkt  heifst  der  Stofspunkt. 

Der  Leser  untersuche,  wie  grofs  bei  solchem  Stofs  der 
Energieverlust  ist  und  wieviel  Wärme  dieser  bedeutet.  (An- 
wendung auf  den  Erdball  und  auf  ihn  stürzende  Meteore.^ 
Auch  berechne  er  die  Verhältnisse  fttr  den  vollkommen, 
elastischen  Stofs. 

ß)    Segmente,    Faralielaohichteny    Sektoren    und    Zonen-^ 

Pyramiden  des  Ellipeoida. 

§  210)  Die  Grundfläche  des  Segmentes  sei 
parallel  zur  Symmetrieebene  (a,i)  des  Ellipsoids. 
und  habe  von  dieser  den  Abstand  r^.  Der  Inhalt, 
soll  berechnet  werden. 
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Auflösung.     Nach   §   196  ist  fOr  die   von    0   bis  z^ 
reichende  Parallelschicht 

J  =  rc  ab  2.  —  7t — T-^i ' 
0  ^  c-      * 

Der  Inhalt  des  Halbellipsoids  ist 

J  =  -^7t  abc. 

Für  das  kleinere  der  durch  die  Schnittebene  gebildeten 
Segmente  ist  daher 

1)    J^—jtabc-{uab2^-jT~^z])=-^[2c*-3z^c'+z»^]. 

für  das  grOfsere  dagegen 

c         ö  C  öC 

Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

Es  ist  aber  zweckmäfsig,  die  Höhe  K  =  c  —  ^i  ein- 
zuftlhren,  so  dafs  in  den  Formeln  für  z^  der  Ausdruck 
c  —  lic  zu  setzen  ist.     Die  erste  geht  dadurch  über  in 

^)  J=^\:^<''-3c\c-h)M<'-K)*]  =  '^[3c-h;[. 

Die  zweite  wird  damit  gleichlautend,  wenn  man  A^  =  <?-(- r,, 
die  gröfsere  Höhe  einführt.  (Für  a  =  b  =  c  =  r  erhalt 
man  die  bekannte  Formel  fttr  das  Eugelsegment.)  Für  den 
Fall,  dafs  die  Grundfläche  den  anderen  Ebenen  parallel  ist, 
findet  man 

T         ^bcha  r^  .1  -B  7tCah^  r- ,  •   , 

J=-j^[3a-K],  J  =  -^^[3b-h]. 

§  211)  Das  Segment  sei  durch  einen  ganz  be- 
liebigen Schnitt  gebildet,  zu  dem  der  konjugierte 
Durchmesser  2a^  gehöre,  you  dem  der  n^  Teil  ab- 
geschnitten sei    Der  Inhalt  soll  berechnet  werden« 
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Auflösung.     Fttr  das  Eugelsegment  ist,  wenn  seine 
Höhe  gleieh  h  gesetzt  wird,  der  Inhalt 

S,  =  ~y-(5r  — A). 
Setzt  man  f Or  h  den  Ausdruck  ein,  so  wird 


«.-f(^)'[--^]=4 


»  Sn  —  2 


n 


4 
während  der  Eugelinhalt  ist  J^  =  — -  7tr\ 

o 

Wird  also  von  der  Engel  ein  Segment  von  der  Höhe 

2r 
Ji  =  —  abgeschnitten,  so  ist  der  Inhalt  des  Segmentes 
n 

Wird  vom  Ellipsoid  ein  Segment  so  abgeschnitten,  daCs 
«eine  Grundfläche  die  zu  einem  beliebigen  Durchmesser  2a^ 
konjugierte  Lage  hat  und  von  diesem  Durchmesser  den  n^* 
Teil  abschneidet,  so  ist  aus  AfSnitätsgrttnden  ebenso 

^        3n  —  2      ^       3n  —  2    4         , 

O  = = .  J  = 5 r-  TT  aÖC, 

n*  n*        3 

(Wird  z.  B.  der  dritte  Teil  yom  Durchmesser  abgeschnitten, 

28 
so  wird  der  Inhalt  des  Segments   S=  -^j-nabc) 

§  212)  Die  horizontale  Parallelschicht  des 
Ellipsoids  zu  bestimmen,  wenn  die  Schnittebenen 
vom  Scheitel  die  Abstände  A«  nnd  hi  haben  (von  denea 
der  erstere  der  gröfsere  ist). 

Auflösung.    Der  Inhalt  wird 

-       7t ab  ,2/A         »x       7t ab  ,,o /A         i»v 

j=^^h\{3c  —  1i,) ^-^ä;«(5(j  — a;) 

oder 

J=  ^  \h\  {3c  -  K)  -  *;»  {Bc  -  AÖ]. 
Die  Formel  kann  noch  umgestaltet  werden. 

Holin&IUr,  Stortmetrto  lY.  14 
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§  213)  Die  Parallelsohicht  eines  Ellipsoids  zu 
berechnen,  die  dadurch  entsteht,  dafs  yon  einem 
beliebigen  Durchmesser  durch  zwei  Ebenen  von 
zu  ihm  konjugierter  Lage  der  n^  und  der  n^^  Teil 
(in  demselben  Sinne)  abgeschnitten  werden. 

Auflösung. 

-         3n  —  2j      Sn^—2   j_  yf 3n  — 2         3n^ — 2'\ 

oder 

^         4         .    \Bn  —  2         3n,—2\ 
J^  =  -nahc\—^, !L__J. 

404 
(Ist  z.B.  n  =  5,  w^  =  ^,  so  wird  •'p  =  '77v7öt"^^*^) 

Die  zuletzt  angewandte  Methode  ist  von  besonderer 
Einfachheit  fflr  den  Sektor. 

§214)  Den  Sektor  des  Ellipsoids  zu  bestimmen^ 
der  dadurch  entsteht,  dafs  die  beliebig  liegende 
Segmentfläche  vom  konjugierten  Durchmesser  den 
n*^  Teil  abschneidet 

Auflösung.     Setzt  man   bei   einem   Eugelsektor   die 

2r 
Segmenthöhe  h  = ,  so  wird  der  Inhalt  des  Sektors 

2  2  2r        4  i         i 

SO  dafs  es  sich  um  den  n^  Teil  des  Kugelinhalts  J  handelt. 
Fttr  das  Ellipsoid  wird  aus  Affinitätsgrttnden  der  Inhalt  des 
Sektors 

o  =  — J  =  —  -—n:  abc. 
n  n    3 

4 
(Macht  man  z.  B.  fi  =  — /r,  so  wird  der  Sektorinhalt  S'=abc.} 

Legt  man  also  durch  ein  Ellipsoid  parallele 
Ebenen  derart,  dafs  der  konjugierte  Durchmesser 
in  gleiche  Teile  zerlegt  wird,  und  verbindet  man  die 
Punkte  aller  elliptischen  Schnitte  mit  dem  Mittel- 
punkte des  Ellipsoids,  so  haben  sämtliche  Zonen- 
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Pyramiden  (bezw.  Sektoren)  denselben  Inhalt  Der 
Satz  ist  eine  Folge  des  Satzes,  dafs  bei  der  Kngel  Zonen 
von  derselben  Höhe  flächengleich  sind. 

§  215)  Die  horizontale  Parallelsehicht  des 
Ellipsoids  von  z=^0  bis  z  hat  in  Bezng  anf  die 
untere  Grenzfläche  welche  Planmomente  erster  und 
zweiter  Ordnung,  welchen  Schwerpnnktsabstand 
und  welchen  Trägheitsabstand? 

Anflösang.    Die  Fläche  hatte  in  Höhe  z  den  Qner- 

Bchnitt  qg^=n:ab — n — ^z\    Dessen  statisches  Moment  in 

c 

Bezng  anf  die  genannte  Grundfläche  ist  also 

jj  =  ^a6z — n — 5"  -2  , 

c 

demnach  ist  das  gesuchte  statische  Moment 

Der  Sebwerpanktsabstand  ist 

7  4c*      ^^*'       '^         3       2c«-z« 


A.=  -^  = 


z 


J         J^(3c*-z^        '      ^''-' 

Der  Querschnitt   hat   in  Bezug    auf  die   Grundfläche   das 
Trägheitsmoment 

n  L    9  ab     . 

q"=z7tabz^ — 7t — 1-2:*, 

c 

das  Trägheitsmoment  der  Parallelschicht  wird  also 

*  _  z*  ah    z*        nabz*    ,<  «      o  %i 

T^„ab--n-^^-  =  ^j-^[5c*-3z*]. 

Der  mittlere  TriLgheitsabstand  wird  also 


Ttabz^ 

-15?- (^ "  - ^ '^ ^yz*   5c*-3z^ 


Jtabz    ,^  ^       ox        ^     ö      Sc^ — 2^ 


14< 
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§  216)  Der  Leser  löse  noch  die  entsprechenden  Aof- 
gaben  für  Segmente  und  Sektoren  von  einfacher  und 
Yon  allgemeiner  Lage.  Bei  der  letzteren  ist  der  Winkel  y 
za  beachten,  den  der  Durchmesser  mit  der  konjugierten 
Ebene  bildet. 

Durch  Behandlung  beliebig  liegender  Segmente  gelangt 
man  auch  zu  den  Formeln  für  nicht  parallel  begrenzte 
Zonenkörper. 

§  217)  Fttr  die  von  0  bis  z  reichende  horizontale 
Parallelschicht  des  Ellipsoids  das  Trägheitsmoment 
in  Bezug  auf  die  z  Achse  zu  ermitteln. 

Auflösung.  Der  in  der  Höhe  z  liegende  elliptische 
Schnitt  hat  die  Halbachsen 


c   ^  ^         c 

Das  polare  Trägheitsmoment  der  Ellipsenfläche  in  Bezug  auf 
ihren  Mittelpunkt  ist  aber  hier  gleich 

also 

7t  ab  (c* — z^y  ,  •  I    .«v 

Nach  der  Schichtenformel  wird  ftlr  den  Körper 

=  ^^^.(a^^b^)z[iöc^—10c^z^-\-3z^l 

Der  Leser  suche  noch  andere  Trägheitsmomente  zu  ent- 
wickeln und  sie  nach  dem  schon  berechneten  Schwerpunkt 
zu  verlegen,  auch  fttr  T,  den  Trägheitsradius  zu  bestinunen. 

Auch  hier  lassen  sich  Anwendungen  auf  Segmente  und 
Sektoren  von  einfacher  Lage  machen. 
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Auf  physikalische  Anwendungen,  die  sich  auf  physische 
Pendel,  Schwingungspunkt,  Aufhängepnnkt,  Reversionspendel, 
Stofstheorie  u.  dergl.  beziehen,  sei  auch  hier  aufinerksam 
gemacht. 

y)  Die  ähnlich  begrenzte  Ellipsoidsohioht  von  endlicher 

und  unendlich  kleiner  Dicke. 

§  218)  Die  ähnlich  begrenzte  Ellipsoidschicht 
Yon  endlicher  Dicke.  Sind  die  beiden  Grenzflächen  des 
Hohl-Ellipsoids  konzentrisch  und  ähnlich,  und  setzt  man  die 
Halbachsen  der  äufseren  Fläche  a^=w<jj,  6^=7iCj,  Cj=Cj, 
so  mufs  man  die  der  inneren  a^=^mc^^  b^  =  nc^j  ^2  =  ^2 
setzen.    Der  Inhalt  des  ganzen  ElUpsoidis  ist  dann 

y.  47t         ,  47t  47t  , 

der  des  inneren  Ellipsoids  ist 
also   der  des  Hohlellipsoids 

47t 

1)  Jz=.J^  —  J^=  — 5— ^w(öf —  ^^i)- 
Nun  ist 

wobei  de  die  Dicke  bei  der  Halbachse  c  ist,  also  kann  man 
auch  schreiben 

2)  J  =  -j-  mndc  {c]  +  V2  +  ^2)  • 

§  219)  Denmach  lassen  sich  auch  die  verschiedenen 
Momente  des  Körpers  ohne  weiteres  hinschreiben.  So  war 
das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers  in  Bezug  auf  die 
horizontale  Mittelpunktsebene 

+«        4  47t 


—  c 


15        ^  '   »        16 
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also  ist  es  fttr  den  Hohlkörper 


3) 


T=^mn{c\-cl\ 


wofür  man  auch  schreiben  kann 

In  derselben  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  Momente 
erster  und  zweiter  Ordnung,  die  Trägheitsradien,  die  Sehwv- 
ponkte  u.  dergl.  ohne  weiteres  hinschreiben. 

Die  Absicht  dieser  Betrachtangen  liegt  aber  darin,  dab 
sich  von  hier  ans  eine  interessante  Infinitesimal-Unter- 
snchnng  mit  endlichen  Hilftmitfceln  durchführen  labt,  die 
jetflst  Yorgenommen  werden  soll. 

§  220)  Die  ähnlich  begrenzte  Ellipsoidschicht 
von  unendlich  kleiner  Dicke.  Ist  die  Dicke  de  un- 
endlich klein,  so  folgt  aus  Gleichung  2) 


5) 


J= 


47t 


-^mndcSe^  =4nfnndcc\y 

denn  fttr  die  ßrenie 
wird  c^  =  c,,  also  geht 
c\  +  Cj  c,  -f-  c\  aber  in 
3c\. 

Dabei  ist  die  Dicke 
fttr  jeden  Punkt  A 
proportional  dem  Ab- 
stände der  zugehöri- 
gen Tangentialebene 
vom  Mittelpunkte  M, 
In  Figur  74  ist  nämlich 
die  Dicke  d  des  Ellipsoids 
bei  A^  und  A^  nicht  etvn 
gleich  A^A^  oder  A,  son- 
dern fttr  die  Grenze  gleich  dem  Abstände  d  der  Tangential- 
ebenen in  A^  und  A^.  Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  folgt 


oder 


A^B^i  Ä^A^  =  MC^:  MA^ 

d:  Ä  =  Z^:rj. 
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i  1 

Ist  also  74  =  —  r^,  80  ist  auch  d.  =  —  L.    Damit  ist 

-die  behauptete  Proportionalität  nachgewiesen. 

Macht  man  überall  die  Dicke  gleich  dem  entsprechenden 

i 

—  L.   so   ist   natttrlioh   auch   die  Dicke   bei  der  Achse  e. 
n 

gleich  —c^. 

Wird  nun  c  als  die  einzige  Variabele  x  aufgefaCst,  und 
läfst  man  im  Sinne  der  Schichtenformel  die  unendlich  kleine 
Dicke  de  weg,  so  hat  man  f  flr  die  der  Länge  z  der  kleinsten 
Halbachse  entsprechenden  Schicht 

6)  qg=47tmnz*j 

und.  daraus  folgt  nach  der  Schichtenformel  für  das  ganze 
EUipsoid 

«X  ^      A  z\        4n  ^       47t     . 

7)  J  =  47rmn-^  =  — T— mniPf  =  -^— a6(j. 

Denkt  man  sich  also  das  EUipsoid  in  lauter 
ilhnlich  begrenzte  ellipsoidische  Schichten  zerlegt, 
so  läfst  sich  die  Schichtenformel  auf  die  Unter* 
«uchung  anwenden. 

In  ähnlicher  Weise  folgt  fflr  das  Trägheitsmoment  in 
Bezug  auf  die  horizontale  Mittelpunktsebene  aus  Gleichung  4) 

4  4 

8)  ^J==:——7tmnöz^=  —  7tmnz^, 

Nach  der  Schichtenformel  folgt  daraus  f  ttr  das  ganze  EUipsoid 
'         4  z^  4  4 


0 


ö  15  ^        16 


§  221)  Untersuchung  einer  EUipsoidfläche  mit 
einer  Massenbelegung,  die  in  jedem  Punkte  pro- 
portional dem  Abstände  der  Tangentialebene  yom 
Mittelpunkte  ist  und  im  Endpunkte  der  kleinsten 
Halbachse  e  den  Betrag  d«  ftlr  die  sehr  klein  za 
denkende  Flächeneinheit  hat. 
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An  Stelle  der  Dicke  de  ist  de  getreten,  daher  wird  die 
Oesamtmasse  m  der  Belegung  fttr  die  EUipsoidfläehe  mit 
den  Achsen  a,  b^  c  nach  Gleichung  5) 

10)  m  =  iTtmndcC^  =  4ft  aböe. 

Ebenso  wird  das  Trägheitsmoment  dieser  FlächenbelegoDg^ 
in  Bezng  auf  die  Mittelpunktsebene  nach  Gleichung  8) 

11)  T=  ^  mfide'^  =  -^  abc\ 

In  derselben  Weise  sind  die  sonstigen  Momente  für  diese 
Belegung  zu  bestimmen. 

Die  Untersuchung  der  homogenen  Belegung  der  EUipsoid- 
fläehe ist  weit  schwieriger.  Die  hier  behandelte  Belegnng^ 
ist  aber  wichtig  fttr  die  Potentialtheorie  (auf  Gmnd  des 
]Newtonschen  Gesetzes)  und  fttr  die  Lehre  von  der  Influenz- 
elektrizität, da  in  der  Elektrizitätstheorie  Belegungen  solcher 
Art  zur  Untersuchung  kommen. 

Damit  ist  der  Weg  zu  eiaer  weiteren  Gruppe  von 
Übungsbeispielen  eröffnet,  die  an  sich  zwar  keinen  besonderen 
Wert  haben,  aber  geeignet  sind,  die  neueren  Anschauungs- 
weisen ttber  gewisse  physikalische  Theorieen  zu  veranschau- 
lichen und  somit  das  Verständnis  zu  erleichtem.  (Vergl.  die 
Ingenieurmathematik  des  Verfassers,  Bandll,  Seite409bis417.) 

§  222)  Man  kann  z.  B.  auch  Ellipsoidkörper  unter- 
suchen, fttr  welche  die  spezifische  Masse  (oder  das 
spezifische  Gewicht)  auf  den  ähnlichen  Ellipsoid- 
schichten  in  dieser  Weise  verteilt  ist  Nach  10) 
wird  dann  fttr  die  c  =  z  entsprechende  ellipsoidische  Schicht 

qg  =  dTcmndaZ^. 

Ist  z.  B.  fttr  die  Entfernung  i  auf  der  Z-Achse  d  =  x  ge- 
dacht, so  ist  fttr '  die  Entfernung  z  auf  derselben  Achse 
dg  =  xzy  also  wird  fttr  jede  Schicht 

q'g  =  471  mn  {xz)  z^  =  4n  tan  %  z^, 
also  vnrd  die  Masse  ftlr  dieses  ganze  nicht  homogene  Ellipsoid 

z^ 
mg=  47tmnii—r-  =  tc  abc^x, 

4 


Das  eiimiAiitelige  Hyperboloid,  aeiie  Segmente  etc»         217 

In  ähnlicher  Weise  wird  das  Trägheitsmoment  der 
ellipsoidischen  Einzelschioht  in  Bezug  anf  den  horizontalen 
Mttelpnnktsschnitt  nach  Gleichung  8) 

4  4  4 

q"  =z  —  7t  mn  dgZ^=  —7t  mn  (xz)  z^=z  —  7t  mn  xz^j 

ö  ö  ö 

also  wird  das  Trägheitsmoment  fttr  den  ganzen  Körper 
i  =—  Ttmnx  ~-  =  — —  mwxisj  =  — —  a6c*x. 

Hier  also  handelt  es  sich  nm  Körper,  bei  denen  die  Dichte 
der  Massenverteilong  anf  jedem  Halbmesser  r  proportional 
dem  Abstände  vom  Mittelpunkte  M  ist,  wobei  aber  fttr 
jeden  Halbmesser  der  Faktor  von  r  ein  besonderer  ist  und 
von  dem  Winkel  A^  A^  B^  abhängt,  unter  dem  der  Radius 
die  Flächennormale  schneidet.  Dieser  Winkel  ist  aber 
fttr  jeden  Badius  in  seiner  ganzen  Länge  derselbe. 

Der  Leser  behandle  auch  die  sonstigen  Momente  fttr 
einen  solchen  Körper,  auch  die  Trägheitsradien  u.  dergl.^ 
die  Schwerpunkte  fttr  den  halben  Körper  u.  s.  w.  Die  Unter- 
suchungen lassen  sich  auch  auf  Segmente,  Parallelschichten, 
Sektoren  u.  s.  w.  solcher  Körper  ausdehnen. 

Noch  sei  bemerkt,  dafs  die  Zunahme  der  Dichtigkeit 
auf  der  Z- Achse  nicht  dem  Gesetze  d  =  ')iz  allein  unter- 
worfen werden  kann,  sondern  auch  anderen  Gesetzen  wie 

d  =  x^r»,  oder  auch  <J  =  a  -f-  62?  -j-  c;?*  -f~  ^^'  +  •  •  •  >  wobei 
auch  Potenzen  mit  beliebigen  rationalen  Exponenten  ein- 
geschaltet werden  können,  die  also  auch  negativ  sein  können. 

X  X 

So  ist  z.  B.  auch  ö  =  —  oder  5  =  -s-  von  Interesse,  weil 

z  z 

dieses  auf  Zunahme  der  Dichtigkeit  nach  innen  ftthrt. 

S)  Das  einmantelige  Hyperboloid,  seine  Segmente, 
Farallelsohiohten  und  Sektoren. 

§  223)  Figur  ^h  stellt  einen  senkrechten  Kreiscylinder 
quadratischen  Querschnitts  und  vom  Badius  a  dar,  dem  der 
Diagonalkegel  und  die  zugehörige  Kugel  einbeschrieben  ist. 
Aufserdem  ist  ihm  die  gleichseitige  Hyperbel 
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anbeschrieben.    Bei  dieser  ist  der  Qaerscbnitl  in  der  Höhe  z 

1)  qa  =  nx^  =  TT  (a*  -f-  **)> 

80  dafs  nach  der  Schiehtenformel  der  Inhalt  der  Yon  0 
bis  z  reichenden  Parallelschioht  des  Drehangshyper- 
boloids  ist 

2)  j  =  ,r[a«-l  +  ^]  =  ^45a«+z«]. 


Zt   C    JBf              i 

^ 

Fttr  2:      a  wird  dem- 
B    c  DE     nach 

1 

^ 

y^l/^                                            T              ^                tL 

yfy                       J——na\ 

1/                          0        *f 

l^                Der  Inhalt  des  ganzen 
l                  Körpers  ist  also 

V.           3)        J      ^fta*. 

^ 

A 

9 

76. 

A 

oder  das  Doppelte 
des  Eugeiinhalt& 

Die  Inhalte  der  vier  Körper  verhalten  sich  also 
wie  1:2.3:4, 

§  224)  Man  kann  diese  Reihe  beliebig  fortsetzen.  Win 
man  z.  B.  das  Drehungshyperboloid  anbeschreiben,  dessen 
Inhalt  der  5-fache  von  dem  des  Kegels  ist,  so  setze  man 
nach  der  Simpsonschen  Regel 


oder,  da  Z7=  0  ist, 


2a 


5.2 


also 


[0  +  2  i/]  = -5- [7ra?I  +  2fra«]  =  ^-- TT  a 


7t  al  =  öfta^  —  27cd^  =  37ta\ 


Demnach  mnfs  der  Radios  des  Oberschnittes  sein  x^  =  aVJ. 
Die  neue  Hyperbel  ist  nun  leicht  anznbeschreiben. 
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Dieselbe  Berechnung  f ttr  den  n-fachen  Inhalt  fuhrt  auf 
d?^=:aV«  —  2.    Allgemein  folgt,  macht  der  Reihe  nach 

QE=aV6—2j...,  aVn  —  2j  ... 

so  erhält  man  bezw.  das  3-fache,  4-fache,   5-fache, 
6-fache, . . .  n-fache, . . .  des  einbeschriebenen  Kegels. 

Darin  liegt  eine  interessante  Erweiterung  des 
bekannten  Archimedischen  Satzes,  die  anch  ftlr  ge- 
brochene n  gilt.  (Man  yergleiche  damit  das  in  Bd.  II 
Seite  306  bis  309  Gesagte  und  erweitere  die  dortigen  Be- 
merkungen.) Für  ganzes  n  ergiebt  sich  folgende  einfsiche 
Konstruktion.  Man  macheQC=if5,  QD  =  MC, 
QE=MD  und  fahre  damit  beliebig  weit  fort,  dann 
erhält  man  alle  einmanteligen  Drehungshyper- 
boloide, welche  die  Archimedische  Proportion i:2:d 
beliebig  weit  als  i  :2:3 :4:5:...:n..,  fortsetzen. 

(Mit   Drehungsparaboloiden   lä&t    sich  Analoges   nach 

i     i     i 
innen  hin  erreichen,  i  :—:  —  :—.. .) 

^        O        4e 

§  225)  Unterwirft  man  das  Gebilde  einer  Cayalierischen 
Erweiterung  in  senkrechter  Richtung  mit  Hilfe  des  Faktors 

— ,  senkrecht  gegen  die  Ebene  der  Zeichnung  einer  solchen 

mit  dem  Faktor  — ,  so  geht  die  Kugel  in  ein  ElUpsoid  yon 

et 

den  Achsen  a,  &,  c  tlber,   das  erste  der  Hyperboloide  in  ein 
solches  von  den  Halbadisen  o,  b  und  c,  das  folgende  in  ein 

solches  von  den  Halbachsen  o,  b  und  —  ^^v  ^^  folgende 

in  ein  solches  mit  den  Halbachsen  a,  b  und  —  KD^  u.  s.  w. 

Werden  alle  für  die  Höhe  2  c  der  Zeichnung  berechnet,  so 
sind  die  Inhalte  der  Reihe  nach 

2  2  2  2 

4---7tabcj    ö  —  7tabcj    ß—mabc^    7—7tabe^ 

3  o  o  o 

Unter?rirft  man  es  jetzt  denselben  beiden  horizontalen 
Cayalierischen   Verschiebungen,    die   in   §   196   angewandt 
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Würden,   so  erhält  mao  ein  EUipsoid  mit  den  Halbachsen 

b  c 

a.=a,   b.  =  - — -j  €.  =  -. — ,  wo  ß  wieder   der  Winkel 
^        '     *      Bin/J'    ^      siny'  ^ 

zwischen  a^  und  b^^    y  der  Winkel  zwischen  c^    nnd    der 

Ebene  (a^,  5J  ist,  nnd  alle  Hyperboloide  werden  wieder 

Hyperboloide,  fttr  die  a^,  b^  nnd  c^  konjugierte  Richtnngen 

haben.    Die  Inhalte  werden  dieselben  wie  vorher  und  lassen 

sich  schreiben 

2  2 

4— /rajftjCj  sin/?j  sin/j,     ^  — ^a^ft^Cj  sin/?i  siny^, 

6—  7t a^  Jj  c^  sin  ß^  sin  /i,  . . . 

nur  ist  jetzt  c^  nur  für  das  erste  Hyperboloid  Halbachse, 
nicht  für  die  anderen.  Fttr  diese  geben  die  Bilder  der 
D^^  D^^ . . .  dit  Achsenlängen  der  betreffenden  Richtung  an. 
Dagegen  ist  +  c  =  +  c^  sin  7^^  der  Abstand  der  die  Schichten 
begrenzenden  Horizontalebenen.  Natttrlich  kann  man  anch 
die  symmetrischen  Schreibweisen  wählen. 

§  226)  Berechnung  beliebiger  Hyperboloid- 
schichten aus  den  Hauptachsen  a,  6,  c  nach  der 
Schichtenformel.  Nach  der  Gleichung  des  senkrechten 
durch  a  gelegten  hyperbolischen  Hauptschnittes,  welche  lantet 

..2  —  -*? 


a«        c^ 


ist  die  halbe  QuerUnie  in  der  Höhe  z 

c  ' 

Fttr  den  durch  b  gelegten  Hauptschnitt  ist  ebenso 

der  elliptische  Querschnitt  hat  also  die  Fläche 

1)  Qm  =  nxy  =  7t  — jp  (c«  +  z^) . 
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Die  ParallelBchioht  Yon  0  bis  ^   hat   demnach   den  Inhalt 
(nach  der  Schichtenformel) 

4 
(Für  z  =  c   ergiebt  sich  -^Tcabc,  was  mit  dem  in  §  225 

gesagten  übereinstimmt,   da  es  sich  hier  nur  um  die  halbe 
Höhe  handelt) 

Wird  jedoch  die  Parallelschicht  durch  Ebenen 
begrenzt,  die  in  den  Höhen  z^  und  z^  liegen,  so  ist 
der  Inhalt 

oder 

= J^ L*^^  +^2+«a^iH-^iJ- 

§  227)  Berechnung  beliebiger  Hyperboloid- 
schichten aus   den  zugehörigen  konjugierten  Halb- 

messern  a.=a.  o.=    »   ^   >  c,=— . 

Der  Querschnitt  ist,  wenn  wieder  ß  den  Winkel  zwischen 
a^  und  b^j  y  den  Winkel  zwischen  c,  und  der  Ebene  (a^,  h^ 
bedeutet,  von  der  Form 

1)     ?.  =  «7r(«''  +  ^')  =  -;r^55^M8«>Vi+^'], 

also   ist  nach  der  Schichtenformel  fttr  die  Parallelsehieht 
TOD  0  bis  za  beliebigem  t 

Tra-J-  sinÄ     ro  *   •  «         i     «i 
3c\  sin'yj      ^     *        ^i    ^     J 
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Demnach  ist  f fir  die  durch  z^  und  z^  bestimmte  horizontale 
Parallelschicht 

J  =  — o  ,   >  t        f^g?  Bin  Vi  «t  +^l] 
^  3c\  sm'/i     *^     *        /i  ■   I     jj 

oder 

oder 

§  228)  Verschiedene  Planmomente  des  drei- 
achsigen Hyperboloids.  Es  soll  sich  hier  nor  mn  horizon- 
tale Parallelschichten  handelni  die  von  z  =  0  his  za  einem 
beliebigen  z  gehen,  denn  die  allgemeinen  Schichten  dieser 
Art  lassen  sich  durch  Snbtraktion  oder  Addition  ans  solchen 
herstellen,  was  Schwierigkeiten  nicht  im  (befolge  hat  E31>eD8o 
soll  es  sich  nnr  am  die  senkrechten  Halbachsen  Oj  bjC 
handehi,  da  das  über  andere  koigogierte  Achsen  m  sagende 
nur  eine  Umschreibung  in  a^  =  o,  ft^  sin/}^«»  b,  c^  sin/^  =  c 
erfordert 

Der  Querschnitt 

hat  in  Bezug  auf  die  Ebene  (a,  b)  das  Planmoment  erster 
Ordnung 

demnach  ist  das  Planmoment  erster  Ordnung  fttr  die 
von  z=zO  bis  z  reichende  Schicht  in  Bezug  auf  die  &nmd- 
fläche 


2) 


'  ab  {Sc^z^    .    z^\  «*    ,^  ,  .  ,     4x 
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Der  Sehwerpunktsabstand  der  Schicht  ist  demnach 

Ä  _JL__i^f_____  — A     ^^  +  ^ 


,?c 


Derselbe  Querschnitt  giebt  als  Planmoment  zweiter  Ordnong 
in  Bezug  auf  die  Grundfläche 

C 

das   Planmoment   zweiter  Ordnung   fttr   die  Schicht 
ist  abo  in  Bezug  auf  die  Ebene  (a,  b) 

Der  Trägheitsmittelpunkt  also  liegt  in  der  Höhe 


6,*.=|/|=l/ 


Die  weniger  wichtige  Formel  fttr  den   durch  Aa=  ^  -^ 
charakterisierten  Punkt  stelle  der  Leser  selbst  auf. 

Die  entsprechenden  Planmomente  zweiter  Ordnung  fttr 
den  Hauptschnitt  (a,  c)  ergeben  sich  folgendermaßen. 

Eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  x  und  y  hat  in  Bezug 

auf  die  Achse  x  das  Trägheitsmoment  — -j—. 

Eine  solche  Ellipse  ist  die  OuerschnittselUpse  in  der 
Höhe  z^  deren  Halbachsen  nach  §  226  sind 


^  =  — Vc«-f ;?«,     y  =  A/?+?. 


Ihr  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  x  und  damit  in  Bezug 
auf  die  Hauptebene  (a,  c)  ist  also 


224    n.  Anwendaiij^  der  biBherigen  Berechmmgimetiiodtt  etc. 

7)       ^."=^  =  ^±V7r^^.^Vir^' 

Demnach  ist  das  Trägheitsmoment  der  Parallelsehicht 
von  ;s  =  (?  bis  2r  in  Bezug  auf  die  Ebene  o,  c 

Dorch  Vertauschung  von  a  und  b  ergiebt  sich  für  die  Ebene 
(6,  c)  ohne  weiteres 

§  229)  Die  Azialmomente  der  Hyperboloid- 
schicht ergeben  sich  aus  5),  8),  9)  des  vorigen  Paragraphen 
durch  Addition  zu  zweien.  So  ist  in  Bezug  auf  die  Achse  a 
aus  5)  und  8) 

oder 
1)  r.  ==  ^^^  [15b*c^-\-  (2  c*+  6«)  iOe*z*-\-  (4c«+  6«)  5«*]. 

Ebenso  ist 

n  =  r,..  +  Im = ^^  (5c« + 3  z*) 
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oder 

Aufserdem  ist 

T.=  1-,..+  n,.  =  i^^^(^l±^[/5c*  +  iöc«.«+  5z*]. 

Letzteres  ergiebt  sich  auch  aus  dem  Polarmomente 

des  Elüpsenquerschnitts  in  der  Höhe  z, 

§  230)  Das  Polarmoment  der  Schicht  in  Bezug 
anf  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  ist 

7rab(a^4-b')z  . 
= 60c^  [^^"'  +  ^^'"'"  +  ^"'J 

,     Ttabc^z  __-   a  -   ,    ,^   ^,        Ttabz  ^.^  a,  a   ,    .«k 
+      60c*     ^^^'"^  +  ^^  "^  J  ^  -ßÖi*  f^^"  (''  +  *^ 

•oder 

Symmetrie  in  Bezng  auf  a,  i  nnd  c  findet  nicht  statt,  weil 
die  Achse  c  eine  Ausnahmestellung  einnimmt,  denn  nur  ihre 
Normalschnitte  sind  elliptische. 

Man  versuche  auch  die  Sektoren  des  Hyperboloids  zu 
behandeln. 

§231)  Für  die  symmetrische  Schicht  des  Hyper- 
boloids von  — z  bis  -{-z  sind  die  Werte  doppelt  so  grofs. 
Diese  Schicht  eignet  sich  sehr  gut  zu  Übungsbeispielen  aus 
der  Mechanik,  weil  die  Achsen  a,  b,  c  u.  s.  w.  als  freie  Um- 
drehungsachsen  auftreten  können,  wie  es  auch  beim  Ellipsoid 

Holim filier,  Stereometria  lY.  15 


226    n.  Anweadangen  der  biBherigen  BerechnongsmethodeiL  etc. 
der  Fall  war.    Man  berechne  z.  B.  die  Energie  Ea=     " 


Tj,&^ 


2 
bei  der  Umdrehung  um  die  Achse  a,   £5  =  ^V"     für   die 

Achse  6,  ^c=— ^ —  für  die  Achse  c,    die  Trägheitsradien 


«.=y-5"'  ^»=1^^'  ?'=y-j- 

fttr  diese  Achsen.  Die  reduzierten  Pendellängen  bei 
Schwingungen  um  eine  Achse,  die  entweder  parallel  zu 
einer  der  Achsen  a,  6,  c  ist,  lassen  sich  ebenfalls  leicht  be- 
rechnen. Endlich  sind  noch  Stofsaufgaben  u.  dergl.  zu 
empfehlen.  Auch  Quadranten  und  Oktanten  lassen  sich 
leicht  untersuchen. 

Segmente  im  gebräuchlichen  Sinne  giebt  es  beim  einmante- 
ligen  Hyperboloid  nicht.  Denkt  man  sich  aber  die  symmetrisch 
begrenzte  Parallelschicht  einem  Cylinder  einbeschrieben,  so 
entsteht  ein  Restkörper,  dessen  Horizontalschnitte  ähnliche 
Ellipsen  sind.    Ist  die  halbe  Höhe  gleich  z^^  so  sind  die  beiden 

a 


Grundflächen  Ellipsen  mit  den  Halbachsen  x.  =  —  V  c*-\-z] 

b  ^ 

und  yj  =  — Vc^-^z],  der  Cylinderinhalt  also 
c 

abz.    ,  a   ,      .^ 
nx^  yi2z^  =  2«  — r*-  (c*  +  z]), 

der   des   Hyperboloids   —    ,  ^  [^^*"l"^i]y    ^^^  des   Rest- 

ö  c 

körpers  also 

J .^[3c^J^3z\-Sc^-z\]  =  ~^z\'-^. 

(Ist  im  besonderen  Falle  ab  =  c^^  so  handelt  es  sich  zugleich 
um  einen  Kugelinhalt.) 

Der  Querschnitt  dieses  Restkörpers  hat  in  der  Höhe  2 
die  Fläche 
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oder 

Daraus  folgt  als  Inhalt  von  z  =  0  his  z 
also 


— «1 

wie  vorher. 


5c«      ^      »         ''  3c 


Dieser  fiestkörper  besitzt  Segmente,  z.  B.  solche,  die 
dorch  senkrechte  oder  schräge  Ebenen  abgeschnitten  werden. 
Er  kann  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt  werden,  so  dafs  die 
Höhe  beliebig  grofs  sein  kann. 

Alle  Momente  erster  nnd  zweiter  Ordnung,  die  für  ihn 
oder  f  tlr  seine  Schichten  oder  Segmente  von  Interesse  sind, 
lassen  sich  leicht  berechnen,  sehr  bequem  mit  Hilfe  des 
Gylinders  und  des  Hyperboloids.  Dies  und  die  Lösung 
mechanischer  Aufgaben  sei  dem  Leser  überlassen,  ebenso  die 
Bearbeitung  des  Falles,  wo  der  Cylinder  durch  Cavalierische 
Verschiebung  zu  einem  schrägen,  unsymmetrischen  Cylinder 
elliptischer  Basis  geworden  ist,  dessen  Achsen  den  konjugierten 
Achsen  des  geänderten  Hyperboloids  entsprechen. 

Man  versuche  auch  ähnlich  begrenzte  hyperbolische 
Schichten  (des  Hohl-Hyperboloids)  für  endliche  und  unendlich 
kleine  Dicke  und  daran  anschliefsend  Hyperbelflächen  mit 
entsprechender  Massenbelegung  zu  behandeln. 

€)  Das  Bweimantelige  Hyperboloid,  leine  ParaUelschiohten, 

Segmente  u«  s.  w. 

§  231)  Das  gleichseitige  Drehungshyperboloid 
mit  zwei  Mänteln  hat  in  der  Lage  der  Figur  einen  Haupt- 
schnitt von  der  Gleichung 

Da  aber  der  obere  Teil  nur  in  Höhen  ^^a  Schnitte 
hat,   ist  es  für  die  Anwendung  der  Schichtenformel  besser, 

15* 


228    n.  Anwendangen  der  biBherigen  Berechnongsinethodeii  etc. 


fttr  diesen  die  Höhen  von  S  ab  za  zählen.  Dann  wird 
z  =  ^  —  a,  und  statt  f  ist  einzusetzen  z-\-a^  für  §  kann 
man  einfach  x  setzen,  und  so  entsteht  als  mafsgebende 
Gleichung 

(^-|.a)«— .r«=a« 

oder 

1)  0?«=  2  a  z -{- 2*. 

lg    ^        Der   Querschnitt    in 
Höhe  z^  wird 

2)  ?i,=  ^J?| 
1—5        =ft[2az,  +  z]]. 

Das  Segment  von  0 
bis  z^  erhält  den  Inhalt 

3)  i=.[2a:^+^] 

TC  Z^ 

Pig.  76.  =-y^(^«  +  ^i)- 

In  Bezug  auf  die  Ebene  xt/  wird  das  statische  Moment  von  qg 

4)  qg  =  7c[2az^-^z% 

also  das  statische  Moment  des  oberen  Segmentes  in  Bezog 
auf  diese  Ebene 


5) 


7t  Z* 


^=^[2«-  +  ^]  =  ii-[«a  +  54 


Die  Schwerpunktshöhe  also 


M 

0 


6)      h.=  -^  = 
J 


7t  Z* 

~l2 


[8a-\'3z] 


7t  Z^ 


0 


[3a-\-z] 


z     8a-\-3z 
~4      3a-{-z 


Das  Trägheitsmoment  von  g«  in  Bezug  auf  die  Ebene  ^y  ist 

7)  q',=7t[2az^-\-z% 

also  das  des  Segments 

8)    T=^[2a-'*-^^]  =  ^[5az*-{.2z-]=='^[5a  +  2z]. 
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Will  man  das  Trägheitsmoment  für  die  entsprechende 
Schwerpnnktsachse  haben,  so  hat  man  noch  zu  yermindem 

um  l^tJj  so  dafs  man  erhält 

was   sich    erheblich   umformen  läfst,    da  der  zweite  Posten 

sich  zu     ,,,       Ol vereinfacht 

48        3a-\-z 

Der  Leser  versuche  im  Anschlnfs  an  das  beim  ein- 
manteligen  Hyperboloid  Gesagte  die  sonstigen  Momente  erster 
und  zweiter  Ordnung  fttr  Segmente  und  Schichten  zu  be- 
rechnen, da  hier  der  allgemeine  Fall  behandelt  werden  soll. 

§  232)  Erweitert  man  das  Hyperboloid  in  der  Richtung 

b  c 

y  mittels  — ,  in  der  Richtung  z  mittels  — ,    so  werden  die 

Gleichungen  der  Hauptschnitte  (ac)  und  {hc)  ftlr  die  Mittel- 
punktslage M  des  Koordinatenanfangs 

Da  man  um  c  zu  verschieben  hat,  um  von  S  aus  zu 
rechnen,  gehen  die  Gleichungen  ähnlich  wie  vorher  in 
andere  über: 


c*  a 


s 


^)  .«  .2  —  h  ^a  ^t  —  ^• 


Denmach  wird 


2) 


Der  elliptische  Querschnitt  in  der  Höhe  z  wird  also 

3)  q,=  7txy  =^7t—^{:2ez-\-z'^, 


230    n.  Anwendungen  der  bisherigen  Berechnnngsmetlioden  etc. 

der  Inhalt  des  Segmentes  von  Höhe  z  wird 

'       nah  /       z'^    ,    z^\        nabz^  ,^      ,     . 

Das  statische  Moment  des  Querschnitts  in  Bezog  auf  die 
Ebene  xy  wird 

5)  3i=^-^r(^^^*+-')» 

das  statische  Moment  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene  also 
/»N     iä        7t ab  /      z^    ,    z^\         Ttabz*  r^      .    **   , 

Die  Schwerpunktsachse  des  Segments  wird 

_^_    -l27^i'<^  +  '^]  .     .C  +  3Z 

Das  Trägheitsmoment   des  Querschnittes  in  Bezug  auf 
die  Ebene  xy  wird 

c 

das  Trägheitsmoment   in   Bezug   auf  dieselbe  Ebene,    also 
Ixy  oder 

-^         •        7tab  /       z^    .    z^\   Ttabz^  ^^      ,    ^   i 

Der  mittlere  Trägheitsradins  also 


10)      Ä,= 


..VI 


lA 

7tabz^ 
10  c^ 

■{öc-\-2z) 

y 

Ttabz* 
3c^ 

-{3c +z) 

'    3        t 

• 

}C  +  2z 

10        3c'^z 
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Das   kleinste  Trägheitsmoment   in  Bezug  auf  eine  der 
Horizontalebenen   erhält   man   durch  Verlegung   nach    dem 

Segmentschwerpunkte,  also   durch  Verminderung  um  A^.«/. 
Es  wird  also 

*  10c*     *■       '       ^       \4    3c-\-z  /       3c*     ^        '     ■' 

oder 

in        T—   "^^^^^    /  (^^  +  ^^)  {8c-}-3z)*    1 

Ai;       ^.—        ^2-       \  ^Q  48{3c^z)    J 

Trafen*       40c*+24cz'}'3z* 


c*  240  (3c-^z) 

Das  Trägheitsmoment   der  Ellipse   mit  den  Achsen  a 
und  t/  ist  in  Bezug  auf  die  ^-Achse 


Hier  ist  aber 


t 


also  fttr  den  Querschnitt  in  Höhe  z 

VI)  q.  =  n^{:2cz^z*y=n^{4c*z*^4cz^^z% 

Demnach  wird  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die 
Ebene  xz  fttr  das  Segment  von  (7  bis  2 

Ttah^z^ 
Ebenso  das  in  Bezug  auf  die  ^^r-Ebene 

1*)  ^'v.^^^^-Caoc'+iÄcz+Äz'). 


232    n.  AnwenduDgen  der  bisherigen  Berechnmigsmethodeii  etc. 
In  Bezag  anf  die  o;- Achse  wird  das  Trägheitsmoment 


i;=T,,+  7„  =  -!i^^(5o  +  2z) 


ld~c' 


oder 

0 1/  c 

Ebenso 

71CO.OZ 

16)     2^  =  -— -i-[20aV+i5c(a«4-2cV+3(a»+<c«)i«], 

Ol/  C 

Das  Polarmoment  zweiter  Ordnung  für  den  Schnitt- 
punkt der  Achsen  x,y,  zv&i  T^  =  7;^+  7;,+  T,^=  T^J^l^^ 
oder 

18)  r,  =  ^a6(a«+6«)z«  ^^^^.  _^  ^^^^  ^  ^^.^ 

o(/C 

was  sich  ebenfalls  noch  vereinfachen  läfst 

Der  Leser  verschiebe  noch  alle  Bezugsebeneo,  alle 
Achsen  und  den  Pol  des  letzten  Moments  nach  dem  Schwer- 
punkte, wobei  die  betreffenden  Abzüge  zu  machen  sind. 
Auch  versuche  er  die  Ebenen,  Achsen  und  den  Pol 
nach  dem  Mittelpunkte  M  des  Hyperboloids  zu  verschieben. 
Endlich  stelle  er  die  Formeln  für  konjugierte  Achsen  (wie 
beim  EUipsoid  und  beim  einfachen  Hyperboloid)  auf. 

Mit  Hilfe  zweier  Segmente  werden  noch  die  Parallel- 
schichten erledigt.  Auch  die  Sektoren  sind  leicht  zu  be- 
handeln.   Dann  kann  man  mit  Hilfe  der  Ausdrücke 

^  ^«          ^  ^^  ^  &^ 

T  T  T  — - 
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die  Energie  solcher  Hyperboloide  berechnen,  die  nm  eine 
der  Hauptachsen  sich  drehen  und  auch  Pendelaufgaben, 
Stofsaufgaben  u.  s.  w.  wie  beim  Eliipsoid  berechnen.  Alle 
diese  Beispiele  zu  wiederholen,  ist  hier  nicht  nötig,  da  die 
Methode  und  der  Rechnungsgang  im  wesentiichen  überein- 
stimmen. Dasselbe  gilt  von  den  ähnlich  begrenzten  Hohl- 
hyperboloiden und  den  Flächen  mit  entsprechender  Massen- 
verteilung. 


Q  Das  dreiachsige  Paraboloid,  das  hyperbolisohe 
Paraboloid  und  sonstige  Flächen  zweiten  Orades. 

§  233)  Das  Drehungsparaboloid  ist  schon  behandelt, 
es  ist  also  nur  noch  eine  „Erweiterung^  mit  einem  kon- 
stanten Faktor  in  irgend  einer  Normalrichtung  zur  Drehungs- 
achse nötig,  um  das  Paraboloid  mit  elliptischem  Querschnitt 
zu  erhalten.  Die  Berechnung  der  Segmente  und  Parallel- 
schichten in  geometrischer  und  mechanischer  Hinsicht  schliefst 
sich  an  das  Vorangegangene  so  einfach  an,  dafs  diese 
Übungsaufgaben  dem  Leser  überlassen  bleiben  können. 
Dies  gilt  auch  von  der  Behandlung  der  Schräglagen  mit 
konjugierten  Richtungen  nach  dem  Muster  der  beim  Eliipsoid 
ausgeführten  Untersuchungen.  Als  Hauptachsenrichtungen 
betrachte  man  die  Normale  auf  der  Tangentialebene  im 
Scheitelpunkte  und  die  Richtungen  der  gröfsten  und  kleinsten 
Achse  des  elliptischen  Parallelschnitts.  Den  Scheitel  wähle 
man  zum  Ausgangspunkte  der  Berechnung  (Schnittpunkt 
der  Achsenrichtungen). 

Konjugierte  Richtungen  findet  man  folgendermafsen. 
Man  mache  einen  beliebig  liegenden  elliptischen  Schnitt  und 
gebe  der  Ellipse  ein  beliebiges  Paar  konjugierter  Durch- 
messer. Dann  lege  man  an  den  Körper  eine  dem  Schnitt 
parallele  Tangentialebene.  Die  Verbindungslinie  des  Be- 
rührungspunktes mit  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  giebt  die 
dritte  konjugierte  Achse. 

§  234)  Das  hyperbolische  Paraboloid  und 
seine  statischen  Momente.  Schon  in  Figur  28  war 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  dargestellt,  und  zwar  in 
einer   Lage,   in   der   seine    Gleichung   die   einfache   Form 


234    IL  Anwendungen  der  bisherigen  Berechnnngsmethodea  etc. 

z  =  xy  hat.*)   Nur  der  Teil  über  einem  Quadrate  AB  CD 
mit   der  Seite  i    war  gezeichnet,   bezw.  mit  den  Seiten  jt^ 

nnd  yi,    was  auf  den  Inhalt  J=     '^'    ftlhrte.    [Zieht  man 

noch    die   Gerade   JEJ^,    so   hat  man  die   Zeichnung   einer 
Pyramide  mit  Grundfläche  x^y^  und  der  Höhe  x^y^^    also 

x^  t/^ 

vom  Inhalte  «7^  =    \^ ' .    Zieht  man  davon  ab  den  Inhalt  «7, 
so  hat  man  als  Inhalt  des  stehen  bleibenden  Halbtetraeders 


Die  statischen  Momente  des  gezeichneten  Körpers  in 
Bezug  auf  die  Grundfläche  sind  leicht  zu  berechnen.  Die 
senkrecht  zur  X-Achse  stehende  Parallelschicht  hat  in  Ent- 

X    t/  X     t/ 

fernung  y  den  Inhalt  x^  .  —^  =  ——--    Die  Schwerpunkts- 


2 


*)  In  der  Figor  ht  GH  mit  z  atatt  mit  y  zu  beseiehnen. 
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höhe  dieses  Dreiecks  ist  -^^ly,  das  statische  Moment  der 

ö 

Schicht  also  in  Bezug  anf  die  Grundfläche  ist 

Das  statische  Moment  in  Bezug   anf  die  Grundfläche  ist 
daher  fttr  den  ganzen  Körper  nach  der  Schichtenformel 

^  "'~  6      3~     18   • 

Die  SchwerpnnktshOhe  also 


M^y  18  2 

4 
Das  statische  Moment  derselben  Schicht  in  Bezug  auf 

die  Ebene  ist  von  der  Gröfse  —^ . y  =     ^^  .    Nach  der 

Schichtenfonnel  ist  daher  das  Moment  fttr  y=Q  \m  y 

Der   Abstand    der   Schwerponktshöhe    von    der   Ebene  xz 
ist  also 


.,  M,,  6  2 

4 
Ebenso  ist  5)  M.,  =  ^^,  und  6)x.  =  =P  =  4«i- 

Die  Lage  des  Schwerpunkts  ist  durch  die  Koordinaten 

a  o  o 

y^i>  y^i?  T^*^*  vollständig  bestimmt. 

§  235)  Die  Trägheitsmomente  des  hyperboli- 
schen Paraboloids  in  Bezug  auf  die  Koordinaten- 
ebenen  und  Achsen. 


236     n.  Anwendungen  der  bisherigen  Berechnnngsniethodea  etc. 

Das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezog  anf  die 
Grundfläche   bestimmt  sich  ans  dem  der  zuerst  betrachteten 

Schicht  — J-^ ,  die  ein  Dreieck  von  Grundlinie  g  =  x^    nnd 

der  Höhe  h  =  x.y  ist,  als  -^—-  =  x.  .  -^-f-  =  -^ ,     nach 
der  Summenformel  wird  für  den  ganzen  Körper 


,   _x\    yf  _  x\i/ 


4  9/4 
I 


Dieselbe   Schicht  giebt   in   Bezog   anf  die   Ebene  jcs   das 
Trägheitsmoment 

•2    •!>  —        2        -^  ~  2    ^  ' 
Fttr  den  ganzen  Körper  folgt 

'i)  ^"—~2    r~~8'' 

Ebenso  ist 
3)  7'="'^' 


Demnach  ist  fttr  die  X-Achse 

A.\    T'—T  -ur  —  ^fy-   I  ^?y|  _^?yi(^T  +  gi 
*j    -'*— ^-f-r^"— -4^     I     ä~~         48 • 

fttr  die  anderen  Achsen 

Das  Polarmoment  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  ist 
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§  286)  Alle  diese  Trägheitsmomente  sollen  jetzt  nach 
dem  Schwerpunkte   hin  redaziert  werden.    Dabei  wird 

Jxy— Jx,       Vs    *^V  48  81     '^''      4 

27 — 16  9 

'^'      1296  '^'   1296 

oder 

^y.—  ly.      1^5  V  8  9      '       4      ~    '^      72' 

oder 

3)  T„=r;.-(4^,)V=4fl-. 

Demnach  wird 

^^    T_T  JL.T  _^tyi  I  ^ty?  _^iyi  (y? +  ^) 

r;^      T  -  T     -L  T     ^  ^tyi     I    ^?yf  _  ^?  ^?  (^?+y?) 

a,    r-T  o-T  _^?yt  I  ^tyt_^?yt(^  +  ^?) 

o;      ^,_  2,^-t- iojy—     7^     -r   ^44    —  ^44 

Das  Polarmoment  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  ist 

7T    rp       _\      rp      _[     rp      T    J^  T      ^t  V  \    wT      1     ^J 
p J-xy-T  J-yM-J-  ■'■MX ^y-f  -**« ^^^ 


144 


,  ^?yt  ^^tyf  +  ^^ty?  +  ^^?yt 

oder 
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Die  entsprecbeoden  Trägheitsabstände  und  Trägheiteradien. 
Schwingtmgspnnkte  u.  dergl.  sind  nun  leicht  zu  berechnen. 
Dies  und  die  Lösung  mechanischer  Übungsaufgaben  sei  dem 
Leser  überlassen. 

Zu  empfehlen  ist  noch  die  Aufgabe,  das  allgemeine 
Tetraeder  (mit  senkrechter  Achse)  in  der  Stellung  der  Fig.  100 
in  Band  I  und  das  daraus  entspringende  Halbtetraeder 
in  gleicher  Weise  zu  behandeln. 

Ferner  sei  die  Au%abe  gestellt,  senkrechte  Cylinder 
von  beliebiger  Grundfläche  und  Stellung  zu  untersuchen^ 
die  durch  die  Fläche  z  =  xy  begrenzt  werden. 

Statt  der  Fläche  z  =  xy  die   Fläche -^  =  ^ .  |^   oder 

c        a    b 
c  ** 

z  =  —j-a;f/  =  kxy  zu   behandeln,   ist   eine   leichte  Ubongs- 

aufgabe.  Nur  wenig  komplizierter  ist  die  Bezugnahme  auf 
konjugierte  Richtungen. 

Man  untersuche  auch  ähnlich  begrenzte  Hohlparaboloide 
elliptischer  und  hyperbolischer  Art,  die  entsprechenden  Massen- 
belegungen auf  beiden  Arten  von  parabolischen  Flächen  und 
ihren  Segmenten,  Parallelschichten  u.  dergl. 

§  237)  Sonstige  mit  Eegelschnittsflächen  zusammen- 
hängende Körper,  wie  senkrechte  und  schiefe  Kreiscylinder, 
elliptische,  parabolische,  hyperbolische  Cylinder,  senkrechte 
und  schiefe  Kreiskegel,  elliptische,  parabolische,  hyper- 
bolische Kegel  und  ihre  Schichten  und  Abschnitte  aller  Art 
in  entsprechender  Weise  zu  untersuchen,  giebt  einfache 
Übungsaufgaben  in  grofser  Zahl. 

Nur  die  Flächen,  z.  B.  schon  die  des  schrägen  Kreis- 
cylinders,  des  elliptischen  Gylinders,  des  schrägen  Kreiskegels, 
des  elliptischen  Kegels  u.  s.  w.  machen  Schwierigkeiten,  die 
übrigens  auch  der  höheren  Analysis  nicht  erspart  werden, 
da  es  sich  dort  um  elliptische  und  hyperelliptische  Integrale 
handelt.  Das  elementar  zu  behandelnde,  z.  B.  die  Ober- 
fläche des  Paraboloids,  kann  an  der  Hand  der  schon  be- 
handelten Yoraufgaben  in  Angriff  genommen  werden.  Wohl 
aber  lassen  sich,  wie  vorher  Flächen  mit  besonderen  Massen- 
belegungen ganz  elementar  behandeln.  Sonst  ist  wesentlich 
Neues  hier  nicht  mehr  zu  vermerken. 
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i;)  Einiges  über  Centrifagalmomente  solcher  Korper. 

§238)  Ein  geometrischer  Hilfssatz  nebst  mecha- 
nischen Folgernngen.    Zur  Behandlnng  der  Centrifagal- 
momente sei  folgender  Hilfssatz  bewiesen.    Schneidet  man 
von    einer    Ecke 
eines    Parallelo- 
gramms ans  —  der 

tn, 

einen  nnd  —  der 

anderen  Seite  ab, 
80  schneidet  die 
Verbindungslinie 
der  Teilpnnkte 

1  Fig.  78. 

von    der   Länge    der    dortigen   Diagonale    ab,    und 
letztere   teilt   die   Verbindungslinie   im   Verhältnis 

Beweis.    AE=a  st\—AB,  AF=h  —  AD,ACdx^ 

m  m 

Diagonale  von  ABCDj   welche  FE  in  S  teilt.    Man  ziehe 

noch  BB  II  JEFy  was  auf  der  Diagonale  G  giebt.    Aus  der 

Ähnlichkeit   der   entsprechenden   Dreiecke   folgt   HG:  GB 

=  AH :  B C  =  mb  :  m^b  =  m:m^.   Folglich  ist  auch  FJS : SE 

=  m :  m^.     Damit   ist   die    eine   Behauptung   bewiesen.  — 

Femer  ist  AG:  GC=AH:BC=m:m^j  also 

AG:{AG-^GC)  =  m:m  +  m^, 

Nun  ist  aber  AG  =  mASj  also  folgt  mA S :  J.C=  m :  m  -j- m^y. 

AC 

folglich  ist  AS  = i .    Damit  ist  die  andere  Behaup- 

m  -|-  m^ 

tung  bewiesen. 

Folgerungen.  Man  denke  sich  E  und  F mit  Massen 
m  und  m^  belegt  und  um  die  in  A  auf  der  Ebene  von 
AB  CD  errichtete  Normale,  mit  der  sie  starr  verbunden 
sind,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  &=  1  rotierend.  Dana 
ist  die  eine  Gentrifugalkraft  ma&*  =  ma.i^y  also  wird  sie 
bequem   durch   AB  =  ma   dargestellt,    wenn  AEr=  a  veX^ 
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Die  andere  ist  m^b&^  =  m^bl^,  also  wird  sie  durch  AD 
dargestellt,  wenn  AF=b  ist.  Die  Resultante  beider  Kräfte, 
die  durch  EF  starr  verbunden  sind,  ist  -4  C  =  (m  -f-  m^)A S 
=  {7n-\- rnjAS ,  1'.  Letzteres  ist  aber  gleich  der  Centn- 
fugalkraft  der  in  S  angebrachten  Masse  (m  -f-  «*i)-  Da  femer 
FS  :  SE  =  m\m^  ist,  so  ist  S  der  Schwerpunkt  der  beiden 
Massen.  Also  geht  die  Resultante  durch  den  Schwerpunkt 
und  ist  gleich  der  Centrifugalkraft  der  in  diesem  angebrachten 
Masse.  Diese  kombinierte  Masse  kann  man  nun  mit  einer 
dritten  in  derselben  Ebene  lagernden  Masse  m^  kombinieren, 
was  ein  entsprechendes  Resultat  giebt.  Fährt  man  so  fort, 
so  folgt  z.  B.  fttr  eine  homogene  mit  Masse  belegte 
ebene  Fläche,  dafs,  wenn  sie  um  eine  zu  ihr  nor- 
male Achse  rotiert,  die  Centrifugalkraft  nach  Gröfse 
und  Richtung  gleich  der  Centrifugalkraft  der  im 
Schwerpunkt  angebrachten  Masse  ist. 

Ist  ein  homogener  Körper  symmetrisch  zu  einer  solchen 
Ebene,  so  lassen  sich  stets  je  zwei  symmetrische  Massen- 
teilchen mit  ihren  Centrifugalkräften  ersetzen  durch  die  ver- 
einigte Masse,  die  im  Schnittpunkte  der  Verbindungslinie 
und  der  Ebene  angebracht  ist.  Macht  man  dies  mit  allen 
symmetrischen  Teilchen,  so  ist  das  Problem  auf  das  vorige 
zurückgeführt.    Folglich : 

Hat  ein  homogener  Körper  eine  Symmetrie- 
ebene und  dreht  er  sich  um  eine  zur  letzteren  nor- 
male Achse,  so  ist  die  Centrifugalkraft  nach  Gröfse 
und  Richtung  gleich  der  Centrifugalkraft  der  im 
Schwerpunkte  vereinigten  Masse. 

Denkt  mau  sich  in  irgend  welcher  Höhenlage  eine  zur 
vorigen  parallele  Ebene,  z.  B.  im  Abstände  z^  so  hat  die 
Centrifugalkraft  p  in  Bezug  auf  diese  Ebene  ein  Centri- 
fugalmoment  p.^  im  mechanischen  Sinne. 

§  239)  Anders  ist  es,  wenn  die  homogen  mit  Masse 
belegte  ebene  Fläche  um  eine  Achse  rotiert,  die  in  ihrer 
Ebene  liegt.  In  diesem  Falle  werden  alle  Centrifngalkräfte 
parallel,  die  Resultante  ist  also  gleich  der  Summe  der 
Kräfte  und  horizontal  gerichtet,  aber  sie  geht  im  allgemeinen 
nicht  durch  den  Schwerpunkt  der  Massen.  Denkt  man 
sich  z.  B.  in  ^  und  A^  Massen  i,  die  mit  der  Drehungs- 
achse PQ  fest  verbunden  sind  und  von  ihr  die  Entfernungen 
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_— ^*Ä.__, 


VIg.  79. 


a  und  x^  haben,  8o  verhalten  sich  die  Gentrifogalkräfte 
i.a?^*  und  ix^^^  wie  x  nnd  x^.  Die  Besultante  x-^-x^ 
greift  also  in  einem  Punkte  P  an,  der  die  Verbindnngslinie 
im  umgekehrten  Verhältnis  der  Kräfte  teilt.  Dieser  liegt 
hier  tiefer  als  der  Schwerpunkt.  Da-  q 
gegen  ist  die  Gröfse  der  Centrifngal- 
kräfte  so,  dafs  sie  gleich  der  Gentri- 
fugalkraft  der  in  &  yereinigten  Masse 
ist.  Ebenso  ist  es,  wenn  man  in  A 
und  B  Massen  m  und  m,  anbringt, 
was  Centrifugalkräfte  mxd-'^  und 
m^  x^  ^*  giebt.  Dann  teilt  die  Re- 
sultante die  Verbindungslinie  wieder 
im  umgekehrten  Verhältnis  der  Kräfte.  ^ 
Die  Summe  der  Kräfte  (ma?-|-w^dr)^* 
ist  aber  ebenso  grofs,  wie  die  Centrifugalkraft  der  im  neuen 
Schwerpunkte  vereinigten  Masse,  denn  es  ist  mx-\'mx^ 
==  (m  -f-  ^i)^«7  wenn  x^  der  Schwerpunktsabstand  ist.  Denn 
der  eine  Ausdruck  ist  die  Summe  der  einzelnen  statischen 
Momente  in  Bezug  auf  PQ,  der  andere  ist  das  Gesamt- 
moment der  im  Schwerpunkt  vereinigten  Masse  in  Bezug 
auf  PQ.  Entsprechendes  gilt  von  3,  4,  5  . . .  Punkten. 
Liegen  jedoch  alle  Punkte  in  einer  Parallelen  zur 
Schwerpunktsachse,  so  geht  die  Kraft  durch  den 
Schwerpunkt. 

Die  Höhenlage  des  Angriffspunktes  bestimmt  sich 
dabei  allgemein  folgendermafsen.  Die  Abstände  der  Punkte 
AjA^,A^...  von  einer  Normalebene  zu  FQ  seien  2, z^j z^..^ 
dann  sind  die  statischen  Momente  der  Centrifugalkräfte  in 
Bezug  auf  diese  Ebene 


;^2 


.2 


;»« 


^^-^^  +  ^1^1-ir^i  +  ^2  ^2  -5-^9  +  •  •  • 


2 


& 


=  —  {mxz-}-m^  ^1  h  +  ^2  ''^2  ^2  +  •  •  •)• 


Dieses  statische  Moment  ist  gleich  dem  Momente  der  Mittel- 
kraft, also  gleich 


.2 


?  {mx-^  m^x^  _j-  ,n,a?a  +  . . .)  — . 


HoUmftller,  Stereometrie  IT. 
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Der  Abstand  ^  der  Mittelkraft  von  der  Bezngsebene  ist  also 

mxz-\-m^x^z^'\-m^:e^z^-\-.. .  CentrifiLgalmoinent 

^  mai'\-m^Xj^-\-m^x^ -{-...  Resultante 

Ist  die  Resultante  gleich  Null,  was  stattfindet,  sobald 
die  Achse  durch  den  Schwerpunkt  geht,  und  ist  das  Centn- 
fugalmoment  endlich,  so  wird  ^  unendlich  grofs,  d.  h.  es 
handelt  sich  um  ein  Ejräftepaar.  Im  besonderen  Falle  kann 
auch  dieses  gleich  Null  sein.  Dem  entsprechen  z.  B.  die 
Figuren  80,  81.  In  der  einen  befindet  sich  ein  Eräftepaar 
mit  dem  Momente  pe,  in  der  andern  hat  das  Moment  des 
Eräftepaars  den  Wert  Null. 


Das  allgemeine  Resultat  ist  folgendes:  Die  Centrifugal- 
kraft  einer  mit  Masse  belegten  ebenen  Fläche,  die 
sich  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Achse 
dreht,  ist  der  Stärke  nach  gleich  der  Centrifngal- 
kraft  der  im  Schwerpunkte  vereinigten  Masse,  auch 
ist  sie  parallel  gerichtet  zu  dieser  Kraft  Im  all- 
gemeinen geht  sie  aber  nicht  durch  den  Schwer- 
punkt. Ihre  Angriffshöhe  in  Bezug  auf  eine  be- 
liebige Normalebene  zur  Achse  bestimmt  sich  ans 

^        Centrifugalmoment       .  .  ^-     i>       i.     .       i   •  i. 

L  = =: — ^ — .    Ist  die  Resultante  gleich 

^  Resultante  ^ 

Null,    so    ist    das    Centrifugalmoment    gleich    dem 

Momente  des  Eräftepaars. 

Folgerung.  Zerlegt  man  einen  Körper  durch 
Normalebenen  zur  Drehungsachse  in  Scheiben,  und 
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liegen  deren  Schwerpunkte  in  einer  durch  die 
Drehungsachse  gehende  Ebene,  so  ist  die  Cen- 
trifugalkraft  des  Körpers  nach  der  zuletzt  ge- 
gebenen Methode  zu  behandeln,  denn  für  jede  Scheibe 
gilt  der  Schwerpunktssatz  des  §  238.  Das  Eräftepaar  hat, 
wie  Fig.  80  zeigt,  das  Bestreben,  die  Drehungsachse  umzu- 
werfen, selbst  wenn  die  Kräfteresultante  gleich  Null  ist. 

§  240)  Ist  der  Körper  von  allgemeiner  Gestalt 
und  die  Drehungsachse  z.  B.  senkrecht,  so  lege  man  durch 
den  Schwerpunkt  eine  Horizontalebene.  Projiziert  man  alle 
Massenteilchen  auf  diese  Ebene,  so  bleibt  der  Schwerpunkt 
ungeändert,  ebenso  jede  Centnfugalkraft  ihrer  Gröfse  und 
Sichtung  nach.  Dadurch  findet  man  im  Anschlufs  an  §  238 
die  gesamte  Gentrifugalkraft  der  Stärke  nach  als 
die  Gentrifugalkraft  der  im  Schwerpunkte  ver- 
einigten Masse. 

Diese  Verlegung  der  Massen  ist  aber  nur  in  folgendem 
Sinne  gestattet:  Man  projiziere  jeden  Massenpunkt  auf  die 
Hilfsebene  und  bringe  dort  die  Gentrifugalkraft  gleich  und 
entgegengesetzt  gerichtet  an.  So  erhält  man  eine  in 
jener  Ebene  liegende  Kraft,  deren  Richtungslinie 
durch  die  Drehungsachse  geht,  und  ein  Kräftepaar, 
welches  in  einer  durch  die  Achse  gehenden  Ebene 
wirkt.  Die  Kräfte  werden  nach  §  238  behandelt,  die  Kräfte- 
paare, die  in  einem  durch  die  Achse  gehenden  Ebenenbttschel 
liegen,  sind  nach  der  bekannten  Methode  der  Mechanik  zu 
einem  resultierenden  Kräftepaare  zu  vereinigen.  Fallen  dann 
die  Besultante  und  das  resultierende  Kräftepaar  in  dieselbe 
Ebene,  so  lassen  sie  sich  zu  einer  Kraft  vereinigen,  die  im 
allgemeinen  nicht  durch  den  Schwerpunkt  geht.  Liegen  sie 
aber  nicht  in  derselben  Ebene,  dann  ist  eine  weitere  Ver- 
einfachung nicht  möglich.  —  Geht  die  Drehungsachse  durch 
den  Schwerpunkt,  so  verschwindet  die  Kraft,  aber  im  all- 
gemeinen nicht  das  Kräftepaar.  Weil  sie  aber  nicht  beide 
in  derselben  Ebene  zu  liegen  brauchen,  kann  im  allgemeinen 
das  Kräftepaar  verschwinden,  ohne  daüs  die  Kraft  ver- 
schwindet, und  die  Kraft  kann  verschwinden,  ohne  dafs  das 
Kräftepaar  verschwindet. 

Diese  Sätze  reichen  hin,  eine  Reihe  von  Gen- 
trifugalaufgaben  zu  lösen.    Und  wie  man  von   den 

16* 
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baryceDtrischen  Methoden  aus  Schlüsse  aaf  die 
Planimetrie  und  Stereometrie  ziehen  kann,  kann 
man  dies  anch  von  diesen  Gentrifagalanfgaben  aus, 
so  dafs  man  eine  grofse  Anzahl  von  Resnltaten  fflr 
die  Übungsbeispiele  erhält. 

Will  man  die  Gentrifngalmomente  unmittelbar 
erhalten,  so  gebe  man  jedem  Volumenteilchen  v 
auch  die  Masse  t?,  die  Winkelgeschwindigkeit  & 
aber  (gemessen  am  Radius  1)  setze  man  von  Yorn- 
herein  gleich  i. 


Fif.  82. 

§  241)  Centrifugalmoment  für  ein  einziges 
Massenteilchen  v.  Man  mache  die  Drehungsachse,  mit 
dem  das  Teilchen  v  fest  verbunden  zu  denken  ist,  zur 
Z-Achse  des  Koordinatensystems.  Das  Teilchen  habe  die 
Koordioaten^^y^,  ^j,  so  dafs  der  Abstand  von  der  Z- Achse 

^1  =  V^i  +^1   ist    Ist  ^  =  i   die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Drehnng,  so  entsteht  die  Gentrifugalkraft 

die  in  Bezug  auf  die  Ebene  X  Y  das  Centrifugahnoment  v^^z 
im  mechanischen  Sinne  hat. 

Die  Komponente  von  p  in  Bezug  auf  die  Richtung  der 
X  ist  ^a;  =  p  cos  §  =  (vQ^)  cos  f  =  t?  (q^  cos  §)  =  r^, ,  das 
Centrifugalmoment  dieser  Komponente  in  Bezug 
auf  die  Ebene  XY  ist   also  va^z^.     (In   diesem  Aus- 
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drucke  können  z^  und  j:^  ihre  Rolle  yertanschen.  Man  hat 
also  zugleich  das  Centrifugalmoment  vz^x^  für  die  Z-Kom- 
ponente  der  Drehung  mit  Winkelgeschwindigkeit  ^  =  i  um 
die  X-Achse,  bezogen  auf  die  Ebene  ZY,) 

Für  einen  Körper  ist  bei  der  entsprechenden  Drehung 
um  die  Z-Achse  die  aus  der  Mechanik  zu  entnehmende  Gen- 
trifugalkomponente  in  der  Richtung  der  X  zu  multiplizieren 

mit  dem  Abstände  z.  Der  mathematische  Ausdruck  ^az 
für  den  ganzen  Körper  ist  nun  nach  den  vorliegenden 
Methoden  zu  bestimmen. 

§  242)  Beispiel  der  Kugel.  Die  Kugel  ist  sym- 
metrisch gegen  den  horizontalen  IGttelpunktsschnitt.  Folglieh 
ist  nach  §  238  die  Centrifugalkraft  von  der  Gröfse  der  im 
Mittelpunkt  vereinigten  Masse  und  geht  durch  diesen  Punkt. 
Ist  also  r  der  Radius  der  Kugel  und  sind  die  Koordinaten 
des  Mittelpunktes  ^i,yi,  ^i,  so  ist  die  Centrifugalkraft  unter 
den  obigen  Annahmen  {T=  i,  Masse  im  Volumen  v  gleich  v) 

p  =  — r».pj.i*  =  — r»pi. 

Die  Komponente  in  der  Richtung  x  ist 

Px  =  -j-r^Qi  cosg^  =  -^r«^i. 

Das  Moment  dieser  Komponente  in  Bezug  auf  die  Ebene 
X  Yist 

Demnach  ist  das  stereometrische  Centrifugalmoment 
der  Kugel  in  diesem  Falle 

Man  versuche  dies  auch  auf  dem  Wege  der  Schichtenformel 
nachzuweisen,  indem  man  zunächst  die  Centrifugalkraft  und 
ihr  Moment  auf  die  Ebene  X  Y  f ttr  jede  Einzelschicht  unter- 
sucht und  dann  die  Summierung  für  den  ganzen  Körper 
durchführt. 
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§  243)  Beim  senkrechten  und  senkrecht  stehenden 
Cylinder  mit  Kreis,  Ellipse,  Kreissegment,  Ellipsen- 
segment, Parabelsegment,  Hyperbelsegment  als 
Grandfläche,  beim  senkrechten  und  senkrecht  stehen- 
den Kegel  mit  solchen  Grandflächen,  d«  h.  bei  Kegeln, 
deren  Spitze  senkrecht  tlber  dem  Schwerpnnkte  der  Grund- 
fläche liegt  (bei  der  Kugel),  beim  dreiachsigen  EUipsoid, 
dreiachsigen  einmanteligen  Hyperboloid,  beide 
mit  einer  senkrecht  stehenden  Hauptachse  gedacht, 
beim  zweimanteligen  Hyperboloid  mit  senkrecht 
stehender  durch  den  Scheitelpunkt  gehender  Haupt- 
achse, beim  entsprechenden  elliptischen  Paraboloid 
liegen  die  Schwerpnnkte  der  Horizontalschichten 
sämtlich  in  einer  Senkrechten.  Demnach  geht  bei 
allen  die  Centrifugalkraft  durch  den  Schwerpunkt, 
sobald  die  Z-Achse  des  Koordinatensystems  par- 
allel zur  Drehungsachse  ist  Sind  also  die  Schwer- 
punktskoordinaten ^i,  Vxj  ^i^  so  ist  bei  allen  das 
Gentrifugalmoraent  2*»^^  =  Jor^z, ,  ebenso  das  Centri- 
fugalmoment  Svyz  =  Jy^z^,  Vertauschen  aber  x  und 
z  bezw.  y  und  z  ihre  Rollen,  so  hat  man  dieselben 
Centrifugalmomente  für  die  Drehung  um  die  X-Achse 
bezw.  Y-Achse  des  Koordinatensystems. 

Damit  ist  eine  grofse  Anzahl  von  Ubungsbeispielen  mit 
einfachen  Resultaten  für  die  Anwendung  der  Summenformel 
erledigt.  Das  hier  fehlende  Sxy  erhält  man  z.  B.  bei  der 
Drehung  um  die  X-Achse  und  die  Komponente  in  der 
Y-Richtung. 

§  244)  Sind  nun  die  Trägheitsmomente  T,,  Ty,  T,  für 
einen  solchen  Körper  in  solcher  Lage  in  Bezug  auf  die 
Koordinatenachsen  bestimmt,  so  mufs  man  den  in  §  18 
bewiesenen  Satz  anwenden  und  das  Trägheitsmoment  für 
eine  Achse  A  berechnen,  die  durch  den  Nullpunkt  des 
Koordinatensystems  geht  und  mit  dessen  Achsen  die  Winkel 
a,  ßj  y  bildet,  denn  dabei  wird  das  Trägheitsmoment  in  Be- 
zug auf  die  neuen  Achsen 

T^  =  cos^a  T;  +  cosV  ^y  +  cosV  T, 
~2cosa  Qosß^vxy  —  2 cos/?  QO&y  ^vyz  —  2cosy  Gosa  ^vzx. 


Einiges  über  Centriftigalmomente  solcher  Körper.  247 

Entsprechendes  gilt  übrigens  von  den  Formeln  des  §  17, 
wo  es  sich  um  die  Planmomente  zweiter  Ordnung  handelt, 
wobei  z.  B.  die  Drehung  um  die  Z- Achse  auf  die  Formeln 

r^g  =  cosV  Ty,  +  sinV  r„  +  sin  2y^^y, 
Tg j  =  cos«  y  r,a;  +  sin«  y  Ty ,  —  sm  ^yj^xy , 

ftthrt. 

Dadurch  sind  zahlreiche  Übungsaufgaben  für  Momente 
zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  beliebig  liegende  Ebenen 
lösbar  gemacht,  denn  die  Verschiebungen  der  Ebenen  oder 
Achsen  führen  nur  auf  einen  Zusatz  c^J,  wenn  man  vom 
Schwerpunkte  ausgeht. 

Auch  horizontale  Parallelschichten,  Segmente  und 
Sektoren  der  Kugel  und  des  EUipsoids  und  zahlreiche  andere 
Körper  lassen  sich  in  entsprechender  Weise  behandeln. 

§  245)  Liegen  die  Schwerpunkte  der  zur 
Drehungsachse  normalen  Parallelschichten  eines 
homogenen  Körpers  in  einer  Geraden,  welche  die 
Drehungsachse  schräg  schneidet,  so  fällt  die  Gen- 
trifugalaufgabe  unter  den  in  §  239  behandelten  Fall. 

Hierher  gehören  als  einfache  Fälle  der  schräge  Kreis- 
cylinder  und  Kreiskegel,  das  dreiachsige  Ellipsoid,  Hyper- 
boloid, Paraboloid  mit  schrägen  Achsen,  jedoch  so,  dafs  die 
horizontalen  Parallelschnitte  untersucht  werden.  Hier 
kommen,  da  die  Schwerpunktsachse  konjugierte  Richtung 
gegen  die  Ebenen  der  Parallelschnitte  hat,  die  oben  be- 
handelten konjugierten  Achsen  zur  Greltnng. 

Die  Angriffshöhe  der  Resultante  fällt  dabei  nicht  mehr 
mit  der  Schwerpunktshöhe  des  Körpers  zusammen.  Einige 
Beispiele  sollen  behandelt  werden. 

§  246)  Schräger  Kreiscylinder,  auf  der  XF-Ebene 
stehend,  jedoch  so,  dafs  seine  Mittellinie  BC  die  Z- Achse, 
die  Drehungsachse  sein  soll,  schneidet  und  gegen  die  XY- 
Ebene  unter  a  geneigt  sein  soll.  (Figur  83)  Die  Höhe  des 
Cylinders  sei  z^,  der  Mittelpunkt  der  Orundfläche  habe  die 
Koordinaten  a^j  yj,  z=Oj  der  der  oberen  ä,,  y^,  z^.    Der 

Abstand  q^  =  OB  ist  q^  =  Vx]-\-i/\,  der  Abstand  f^  =  KC 
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ist  ?a=Pi+^9Cota,  der  Schwerpunktsabstand  ist  g,==?i^^^tsi^ 

also    das    zugehörige    a?^=   ^T^   *,    y^  =  ^ T^ ^ ,     wobei 
d?g  =  2:2Cotaeos§^,  y,  =  ^,cota8in§i  undcos§i  = 


sin§i= 


Vx 


^ Für   die  Höhe  z  ist  der  Mittelpunkts- 

abstand    ^,  =  ^^  -["  -^  ®^*  ^  5     ebenso    ^ä=  ^i  +  -s^  cot  a  cos  t^, 


Hg.  88. 

Die  Centrifugalkraft  des  ganzen  Körpers  wird  (bei  der 
Winkelgeschwindigkeit  ^  =  i  und  der  spezifischen  Masse  i) 

die  X-Eomponente 


1) 


jPj5  =  (tt  r^-jg)  ^,  =  J  x^  =  J 


_  r.  _  T  gi  +  g« 


2 


cosg^ 


=  /(^j  -(-  -^  cota  cosfi). 
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Die  Querschnitte  des  Körpers  sind  von  der  Form 
q  =  jtr\  dazu  gehört  f ttr  die  Centrifogalkraft  der  Quer- 
schnittsausdruck  3'=7rr*^„  als  X-Eomponente  q"=nr'^Xg\ 
als  Moment  in  Bezug  auf  die  XY- Ebene 

2)  q^"=  7tr^a!gZ  =  7tr^  z{x^-\'  z  cot  a  cos  ^^) 

=  TT  r^ips^  z-{-z^  cot a  cos^j). 

Fttr  den  ganzen  Körper  wird  also  nach  der  Summen- 
formel 


«— ^  /    JB    Z  Z^  \ 


oder 

«-^  7t  T    Z*^ 

3)  ^vxz=: — ^— ^(^^1+  ^h  cotacosgj) 

=  J^  (^^1  +  2  ^8  cota  cos^i)  =  J-^  (5^1+  2^2). 

Damit  ist  das  betreffende  Centrifugalmoment  gefunden. 
Die  Angriffshöhe  der  Centrifugalkraft  wird 

J-^  {3x^-\-2  z^  cot a  cos §1) 

4)  h  =  — 


J  Xg 

=  -^3ä;^+2z^eotaeos^^)  =  -^{3x^-}-2x^). 

Will  man  in  3)  nur  die  gegebenen  Werte  x^,  y^^  z^  =  Oy 
z^,  Vy  a  haben,  so  wird 


3  all -\- 2  z,  cota         *' 


4*\  A=  *'  ^^1 +y' 


Vxi+y^ 
_  gg    3x^Vx\-\-i/]-\-2x^z^coia 
3       x^  Yx\  +  y?  +  ^1^2  c^*  " 
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§  247)  Beispiel  des  schrägen  Kreiskegels, 
dessen  Schwerpunktsachse  ebenso  steht,  wie  tof- 
her,  so  dafs  er  dem  vorigen  Ereiscylinder  ein- 
beschrieben ist.  Die  Spitze  soll  in  der  XY-Ebene 
liegen. 

Auflösung.      Der    Sehwerpunktsabstand     wird     ^«  = 

.       ?  die  gesamte  Gentrifugalkrafk 

5  4  i 

Die  X-Eomponente  wird 

1)  j^^  =  J    ^^   '^    ^^    .co8g,  =  J— ^ — '—. 

Der  Abstand  für  Höhe  z  wird  hier  ^,==^(?iZl:?il±J?L^, 

%«  ^« 

die   Quersohnittsformel  wird   q  =  7cr*  —^    hinsichtlich    der 

Gentrifugalkraft 


1 


^^'  ^«  n  _^^^-*     g(g«  — gi)  +  gi^» 

'2  '^2  « 

= 4?-  kl  ^«  ^*  +  (?i — ?i  )-•] ; 
"1 


hinsichtlich  deren  Komponente 

9"  =  4i-  f?i  ^»  -*  +  (?s  —  ?i)  «l  cos  li ; 
hinsichtlich  des  Momentes  in  Bezug  auf  die  Gmndebene 


^2 


Demnach  wird  für  den  ganzen  Körper  das  Centrifugal- 
moment 


J^''^-  =  ^\yih^  +  (Q2—Qi)^\ 


cos  5, 


TTr* 


=  -2Q-  [^Pi  ^5+4  (^,  —  ßi)  ^J]  COS  §, 
*   ■  [5?t+4ps  — 4^,]co8|, 


5  20 
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Damit  ist  das  betreffende  Centrifugalmoment  gefanden. 
Die  Höbe  des  Angriffspunktes  der  Gentrifagalkraft  ist 


Ä  = 


20 


7  ^1  H~  ^^2 

•^  4 


3_       X,  +  4x^ 

5     « 


X^-\-  oX^ 


§248)  Der  Kugel- 
oktant,    der   in    die 

Dreikantecke  des 
Koordinatensystems 

gestellt  ist.   Der 
Schwerpunkt    bat    die 
Koordinaten 


X, 


8 


3 


y"' 


8 


r. 


Fig.  84. 


Die  X-Komponente  der  Centrifogalkraft  wird 


1) 


<t¥s 


4tc     ^  7t      . 

8      3  16     ' 


Die   Schicht  hat  die  Fläche  ^^  r*  =  ^  (r»  —  r")    und   den 
Schwerpanktsabstand  x,  =  -^  =  — —  Vr*  —  z*  so  dafs  die 

3ft         ölt 

X-Komponente  wird 


07C  O 


(r^—z^)-^Vr^—2 


Das  Moment  dieser  Komponente  in  Bezug  auf  die  X  F-£bene 
ist  also 

j[  8 


Die  Summenformel  ist  hier  nur  anwendbar,  wenn  man  es 
versteht,  diesen  Ausdruck  in  eine  konvergente  Reihe  zu  ver- 
wandeln.   Man  erhält  mit  Hilfe  des  binomseben  Satzes 
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3  ^      -  ^3 


1(1-0  (4zi(^y+...] 


i.2.3 

Diese  Reihe  konvergiert  für  r<^z,  also  läfst  sich  auf  sie 
die  Schichtenformel  anwenden,  und  dies  giebt  für  den  ganzen 
Körper 


12  1        r^.4  '^    1.1 


2      r\  6 


2      2  \       2/       ;g»  1 


i.2.5 


oder,  um  wieder  auf  (  -^  )  u.  s.  w.  zu  kommen, 

3L2\r/         1.2    2\r)'^   1,2.3    2  \r ) 


5 
~2 


i.2.  J.4 

Die  Nenner  deuten  jetzt  auf  ein  mit  r^  zusammenhängendes 
-—hin,  also  schreibe  man 
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5 
~2. 


3.5 


1    \r  )  1  .2    \r  /  '^       1.2,3       \r  / 

±.1..±.(^±\  1 

2      2     2     \ 'il{h.W        I 

1.2.3.4  \r  J~^'"3' 

Um  mit  1  begimien  za  können,   füge   man   -^— ^— ^ 

3,5         3,0 

hinzu  und  setze  dabei  das  Minuszeichen  aus  der  Klammer. 

So  erhält  man 

■' -^['-f-(^y+#(^)* 


15 
5     3 


2     2     2    M  \*  ,     T  2   TV     T/   /^j^y     , 
i.2.5      Vr  /  +  i.2.5.4  \r  )  '  * 'J 


oder  endlich 

2) 


-^['-(f)"] 


['-( 


.2 


:22  \i 


,2 


)'] 


15         10  L  \r/  j  10  l_  \       r 

Hier  hat  man  für  z^  als  gröfste  Höhe  r  zu  setzen.  Dann 
fällt  der  zweite  Posten  in  der  Klammer  weg,  und  man 
erhält  als  das  gesuchte  Centrifugalmoment^) 

5 


3) 


^vxz  = 


15  • 


*)  Man  sieht,  dafs  man  en  Beihen-Üntersnchnngen  genötigt  wird, 
die  es  angezeigt  erscheinen  lassen,  solche  Aufgaben  der  ätegral- 
rechnnng  zu  überlassen.  Unüberwindlich  sind  aber  die  Schwierigkeiten 
auch  für  den  elementaren  Weg  nicht.  —  Die  oben  entwickelte  Integral- 
formel würde  sein 


f  ^r 


1^ 
3 


f   dz 

.r/r«" 

-z»' 

1 

^  3 

J 

0 

r 

(r«- 

5 

(r*- 

5 

(r 


«—««»2 


Z") 


—  5 


Es  ist  also  damit  ein  brauchbares  Beispiel  für  die  Integration  durch 
Reihen  gegeben. 
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4) 

15             16 

r 

16 

also  rund 

47,124../ 

oder  etwa 

mehr 

T 

als  — .  —  Nimmt  man  z^  < 

Z,rj   BO  wird 

Formel  2)  fOr  ^xz  mafsgebend  und  gilt  fOr  die  horizontale 
Parallelschicht. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lassen  sich  Oktanten  des  drei- 
achsigen Ellipsoids,  Paraboloids,  Hyperboloids  behandeln, 
nnd  zwar  aach  solche  mit  schrägstehenden  Achsen.  Anfser- 
dem  sind  Oktanten  der  ans  Parabeln  höherer  Ordnung  ent- 
stehenden Cylinder  und  Drehungskörper  der  elementaren 
Behandlung  fähig. 

Damit  sollen  diese  Aufgaben  abgeschlossen  werden. 

&)  Die  einfachsten  Gleiohuzigan  der  Kegelaohnittsfliohen, 
einige  Andeutungen  und  der  Sats  Tom  Trftgheitsellipsoid. 

§  249)  Die  einfachste  Gleichung  des  drei- 
achsigen Ellipsoids.  Fallen  die  Koordinatenachsen  Z,y,/ 
mit  den  Halbachsen  a,  b,  c  zusammen,  so  hat  nach  §  198  dei 
in  der  Höhe  z^^    geführte  Horinzontalschnitt  die  Halbachsen 

Die  Gleichung  dieser  Querschnittsellipse  ist 


7 


oder,  wenn  man  die  Werte  von  x^  und  y^  einsetzt 


y* 


A ^ =i 

a*  '6* 
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oder 

Macht  man  die  willkürlich  gewählte  Höhe  2,  zur  veränder- 
lichen Höhe  z^  so  geht  die  Gleichung  über  in 

^M^-J-^  —  i 

^2-t-    ^«-t-    ^.2— ^• 

Diese  Gleichung  stellt  die  Bedingung  dar,  der  ein  Punkt 
x,y,z  genügen  mufs,  wenn  er  auf  dem  genannten  Ellipsoid 
liegen  soll. 

Die  Gleichung  läfst  sich  auch  durch  Cavalierische  Er- 
weiterung mittels  des  Faktors  —  in    der   Richtung  i/    und 

des  Faktors  —  in  der  Richtung  z  aus  der  einfachsten  Kugel- 
gleichung 

leicht  ableiten. 

§  250)  Die  einfachste  Gleichung  des  einmante- 
ligen  dreiachsigen  Hyperboloids.  Fallen  die  Eordinaten- 
achsen  wieder  mit  den  Hauptachsen  dieser  Fläche  zusammen^ 
so  hat  der  in  der  Höhe  z^  geführte  Horizontalschnitt  nach 
§  226  die  Halbachsen 

die  Querschnittsellipse  hat  also  die  Gleichung 

Setzt  man  wie  vorher,  die  Werte  von  x^  und  y^  in  die 
Gleichung  ein,  und  verfährt  man  wie  vorher,  so  wird  schliefs- 
lieh  die  Gleichung  der  Hyperboloidfläche 
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§  251)   Einfachste    QleiohnQg:   des  dreiachsigen 
Hyperboloids    mit  zwei  Mänteln.    Wählt  man  die  in 
Fig.  85  dargestellte  Lage,  so  hat  die  senkrechte  Hjpeibel 
die  Gleichnng 

4-4=', 

so  dai^  der  Normal- 
schuitt  an  der  Stelle 
>*     x^  die  Halbachse 

Fig.  9(.  O 

giebt.     Die  horizontale  Hyperbel  dagegen  hat  die  Gleichung 
—^  —  ^=  i  nnd  giebt  bei  x^  die  Halbachse 


6/4- 


der  elliptische  Schnitt  hat  also  die  Gleichnng 

»!  ^  -•! 

Setzt  man  die  Werte  von  y,  nnd  z^  ans  Gleichung  1)  nnd  2) 
ein,  so  geht  sie,  ähnlich  wie  vorher  über  in 

oder 

-^+4+4=-- 

Kehrt  man  die  Vorzeichen  um  nud  macht  man  a:^  veränder- 
lich (als  x),  80  wird  die  Gleichung  der  Hyperboioidfläche 
sohliefslich 
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§  252)  Einfachste  Gleichung  des  elliptischen 
Paraboloids.  Die  Lage  sei  die  in  Fig.  86  dargestellte, 
dann  ergiebt  sich  die  Gleichung  der 
in  der  XZ-Ehene  liegenden  Parabel 
aus  der  Proportion 


als 

1) 


9*9 


a' 


x*:a\ 


X' 


die  der  in  der  Y-Z-Ebene  liegenden 
Parabel  entsprechend  aus 


als 

2) 


z:Zy 


y*-y\ 


y\ 


Z. 


Führt  man  aber  die  Parameter  p  = 


2z. 


so 


gehen  die  Gleichungen  ttber  in 

1*)  x^  =  2pz, 

2*)  yz  =  2Tp^z. 

Der    Horizontalschnitt    in    der    Höhe  z^    hat    nach    diesen 
Gleichungen  die  Halbachsen 


Die   Gleichung  der  Schnittellipse  läüst  sich  also  schreiben 

*  'WM 


X 


oder 

3) 
oder 

3*) 


2pz^       2p^z^ 


X 


y' 


Macht  man  z^^  variabel,  und  schreibt  man  es  als  z^  so  hat 
man  in  3)  und  3*)  die  Gleichung  f  ttr  die  Fläehe  des  ellip- 
tischen Paraboloids. 


HolsmfllUr,  SterMmeiri«  IT. 
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§  253.  Die  einfachste  Gleichung  des  hyper- 
bolischen Paraboloids  war  schon  in  §  234  in  der  Fonü 

dargestellt  worden.  Die  einfachsten  Gleichnngen  der  ellip- 
tischen, hyperbolischen  nnd  parabolischen  Cylinder 
und  Kegel  und  ihrer  Sonderfälle  suche  der  Lieser  selbst 
au&ustellen.  Sämtliche  führen  auf  Gleichnngen  vom  zweiten 
Grade. 

§  254.  Eonfokale  Kegelschnitte  in  der  Ebene. 
Alle  Ellipsen  der  XY-Ebenen  von  der  Gleichung 

wobei  x^  zwischen  o  und  -|-  oo  liegt,  sind  konfokal,  denn 
es  ist  («^  -\-  X*)  —  (o*  -|-  x®)  =  «*,  so  daüs  die  Brennpunkte 
die  Lage  +«  haben. 

Ist  dagegen  x*  zwischen  o  und  — «*  gelegen,  so  stellt 
dieselbe  Gleichung  eine  Hyperbel  dar,  wie  sich  aus  der 
Sehreibweise 


««  -j-  X«         —  X 


2 


ergiebt,  in  der  beide  Nenner  positiv  sind.    Denkt  man  sich 
x^  positiv  und  als  x\  geschrieben,  so  hat  man  zu  schreiben 

_^! il^, 

e^  —  xl       xf  ' 

denn  (e*  —  x*)  -|-  x*  =  e\ 

Verbindet  man  einen  Punkt  ^,  y,  in  dem  sieh  zwei 
solche  Kurven  schneiden,  mit  den  an  den  Stellen  x  =  -\-e. 
t/  =  o  liegenden  Brennpunkten,  so  giebt  die  Halbierung  deä 
von  den  Radii  vectores  eingeschlossenen  Winkels  und  die 
seines  Nebenwinkels  die  Tangenten  beider  Kurven,  und 
diese  stehen  auf  einander  senkrecht.  Es  handelt  sich  also 
um  zwei  orthogonale  Scharen  von  Ellipsen  und  HTperbeln. 
Jacobi,  der  etwa  gleichzeitig  mit  Lamö   die   elUptischen 
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Koordinaten  zuerst  aufgestellt  hat,  schreibt  die  Doppelschar 
dieser  Kurven  in  der  Form 


J £ =  i 


a^  -f~  ^        ^9  "f"  ^ 

wobei  für  die  Ellipsen  X  zwischen  —  o^  und  +  oo ,  f ür  die 
Hyperbeln  zwischen  — a,  und  — a^  liegen  mufs. 

Sind  a!  =  a!^  und  y=^y^  gegeben,  so  giebt  es  stets 
zwei  bestimmte  Werte  von  A,  die  dieser  Gleichung  genügen, 
einen,  der  eine  Ellipse  giebt,  und  einen,  der  eine  Hyperbel 
giebt. 

An  Stelle  der  x^  und  y^  kann  man  also  diese  beiden 
Werte  l^  und  X^  einführen,  d.  h.  statt  einen  Punkt  der 
Ebene  durch  die  Geraden  x  =  x^  und  y=^y^  zu  bestimmen, 
kann  man  ihn  auch  durch  die  dem  \  entsprechende  Ellipse 
und  die  dem  X^  entsprechende  Hyperbel  bestimmen. 

§  255)    Ahnliches  geschieht  im  Räume.    Die  Gleichung 


a^-\-X    '    ötj-j-A        ^-f"^ 

stellt  ein  Ellipsoid  dar,  wenn  alle  drei  Nenner  positiv  sind, 
ein  einmanteliges  Hyperboloid,  wenn  einer  davon  negativ  ist, 
ein  zweimanteliges  Hyperboloid,  wenn  zwei  davon  negativ 
sind.  Ist  «1  >  ^2  >  Og,  so  ist  für  positive  a  die  Fläche  ein 
Ellipsoid,  sobald  X  zwischen  —  a^  und  -f-  oo  liegt ;  .ein  ein- 
manteliges Hyperboloid,  sobald  X  zwischen  — a,  und  — a^ 
liegt;  ein  zweimanteliges,  sobald  X  zwischen  — a^  und 
—  a^  liegt.  Alle  drei  Arten  von  Flächen  sind  kon- 
fokal, was  sich  ebenso,  wie  vorher  zeigen  läfst.  An  Stelle 
der  Ortsbestimmung  eines  Punktes  im  Räume  durch  die 
Ebenen  a?  :=  a?j ,  y  =  y , ,  z=iz^  kann  man  die  Bestimmung 
seiner  Lage  durch  3  Gröfsen  X^^  X^^  \  durchführen,  welche 
der  obigen  Gleichung  genügen  und  je  ein  Ellipsoid,  ein 
einmanteliges  und  ein  zweimanteliges  Hyperloid  geben.  Die 
analytische  Geometrie  zeigt  ganz  elementar,  dafs  die 
Tangentialebenen  im  gemeinsamen  Schnittpunkte  der  drei 
Flächen  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  dafs  ihre  Schnitt- 
linien eine  rechtwinkelige  Dreikantecke  bilden.  Es  handelt 
sich   demnach  um  drei  orthogonale  Scharen  von  Flächen. 

17» 
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Weil  dies  Überall  geschieht,  läfst  sich  der  Ranm  durch 
Bolche  Flächen  in  ein  System  kleiner  „Reehtecks- 
zellen"  einteilen.  Diese  Zellen  werden  mit  snnehmendn 
Kleinheit  sohliefslich  zu  wirklichen  kleinen  Rechteckg- 
kßrpem,  so  dafa  die  sämtlichen  Flächen  jeder  Zelle  als 
ebene  Rechtecke  zu    betrachten  sind.     Liegeo   aber  zwei 


parallele  Kachbarkanten,  die  Normalen  derselben  Flürbf 
sind,  in  einer  Ebene,  so  schneiden  sie  sich  im  E^dlicbMi 
oder  Unendlichen,  kreuzen  sich  aber  nicht.  Ihre  FufBpnnkie 
geboren  aleo  einer  ErUmninngBlinie  der  Fläche  an.  Die 
beiden  Scharen  von  Hyperboloiden  schneiden  also 
jedes  EllipBoid  der  Schar  in  dessen  beiden  Sebarei 


Die  einfachBten  Gleichungen  der  Eegekchnittsflftchen  etc.     261 

von  Erttmmangsliiiien.  Ebenso  wird  jedes  Hyper- 
boloid der  einen  (bezw.  der  anderen)  Schar  von  den 
EUipsoiden  and  den  Hyperboloiden  der  anderen 
(bezw.  der  ersten)  Schar  in  den  Ertlmmangslinien 
geschnitten.  Die  Erttmmnngslinien  jedes  Ellipsoids  legen 
sich  nm  je  zwei  der  von  der  Fokalhyperbel  bestimmten 
Punkte  als  „Brennpunkte^,  nm  die  sog.  Nabelpunkte  oder 
Kreispunkte.*)  Jeder  der  drei  Hauptschnitte  des  Ellipsoids 
wird  durch  die  beiden  anderen  Flächenscharen  in  konfokalen 
Ellipsen  und  Hyperbeln  geschnitten.  Entsprechendes  gilt 
von  den  beiden  anderen  Flächen.  Die  Sonderfälle  der  drei 
Scharen  konfokaler  Flächen  zweiten  Grades  sind  schon  in 
Bd.  I  besprochen,  besonders  der  Fall,  wo  jedes  Ellipsoid  in 
eine  Kugel  übergeht,  während  die  Hyperboloide  zu  hyper- 
bolischen Kegeln  werden.  Die  Nabelpunkte  sind  bei  der 
Kugel  als  zwei  Paare  von  Gegenpunkten,  die  auf  einem 
Hauptkreise  liegen,  willkürlich  zu  bestimmen.  (Auch  hier 
gilt  die  Fadenkonstruktion  ftir  die  „sphärischen  Kegel- 
schnitte". 

Nachdem  Binet  den  Satz  über  das  Schneiden  der  kon- 
fokalen Flächen  zweiten  Grades  in  den  Krümmungslinien 
gefunden  hatte,  dehnte  Dupin  dessen  Geltung  für  alle  Arten 
von  je  drei  orthgonalen  Flächen  aus.  Die  angegebene  Be- 
trachtung über  kleine  Bechteekskörper  läfst  sich  nämlich 
auch  für  diesen  allgemeinsten  Fall  mit  zvdngender  Kraft 
wiederholen. 

Die  Schlufsbetrachtungen  des  ersten  Bandes  können  von 
hier  aus  zum  Teil  mit  elementaren  Hilfsmitteln  weitergeführt 
werden. 

§  256)  Wird  ein  Ellipsoid  ans  seiner  einfachsten  Lage 
gegen  das  Koordinatensystem  entfernt,  indem  der  Mittelpuiükt 
nach  einer  beliebigen  Stelle  des  Baumes  gebracht  wird,  seine 
Hauptachse  aber  in  beliebige  Lagen  ge&eht  werden,  so  ist 
die  Gleichung  in  Bezug  auf  die  alten  Koordinaten  wieder 
eine  solche  vom  zweiten  Grade«    Während  aber  vorher  nur 


*)  Für  diese  Kurven  gilt  die  Fadenkonstmktion  auf  dem  Ellip- 
soid, wobei  die  Kreispunkte  die  Rolle  der  Brennpunkte  übernehmen. 
Die  Kurven  ermOfflicliMn  eine  isothemusche  Einteilung  der  EUipsoid- 
fläche.  Dadurch  land  Jacobi  die  konforme  Abbiidnng  des  Ellipsoids 
auf  das  ebene  äechteck  und  auf  die  gaase  Ebene. 
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Glieder  mit  x\y^^z^  nnd  ein  konstantes  vorhanden  waren, 
sind  jetzt  anch  Glieder  mit  xy^  yz^  zx  vorhanden,  gegebenen- 
falls aach  solche  mit  «,  y  nnd  z. 

Entsprechendes  gilt  von  den  übrigen  Flächen  zweiten 
Grades,  die  oben  aofgeftthrt  wurden. 

Daher  darf  man  vermuten,  dafs  alle  Gleichangen  zweiten 
Grades  zwischen  den  Yariabelen  x^y^z  auf  Kegelschnitts- 
fläcfaen  der  obigen  Art  führen.  Die  analytische  Geometrie 
weist  dies  in  der  That  nach.  Jeder  ebene  Schnitt  führt 
nämlich  auf  eine  Kurve  zweiten  Grades,  da  mit  der  Gleichung 
zweiten  Grades  eine  solche  vom  ersten  Grade  kombiniert 
wird.    Es  handelt  also  um  Eegelschnittsflächen. 

Die  analytische  Geometrie  bestimmt  anch  die  Lage  der 
Hauptachsen  dieser  Flächen  aus  der  Gleichung  der  Fläche 
zweiten  Grades  und  giebt  Kriterien  an,  welcher  Gruppe  von 
Flächen  jede  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades  (für 
x^y^z  von  der  Form 

aj?*-|-  Äy*-|-  cz'^'\-dxy-\-  eyz-\-fzx-\-gx  -|-  hy  -\-iz-\-k=  0) 

dargestellte  Fläche  angehört,  je  nach  den  vorliegenden 
Konstanten. 

Ist  die  Gleichung  von  der  Form 

ax*  -|~  ^y  *  "h  ^^*  "f"  ^^y  ~h  *y^  "h  A^  -\-k  =  Oy 

so  handelt  es  sich  um  eine  Mittelpunktsfläche, 
deren  Mittelpunkt  im  Nullpunkte  des  Koordinaten- 
systems liegt,  also  entweder  um  ein  Ellipsoid  oder  um 
ein  Hyperboloid  der  beiden  Hauptarten.  Giebt  man  nämlich 
den  sämtlichen  Yariabelen  zugleich  entgegengesetzte  Zeichen, 
so  bleibt  der  ganze  Ausdruck  doch  unverändert.  Der  Null- 
dunkt  mufs  also  Mittelpunkt  sein.  Sind  auch  dj  «,  /  gleich 
Null,   so  handelt  es  sich  um  eine  Gleichung  von  der  Form 

ax^-\-by^-\-cz^'j-k  =  0, 
die  sich  schreiben  läfst 


(I)'    (I)     (4) 
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Dividiert  man  noch  beiderseits  durch  —  ib,  so  hat  man  eine 
Gleichung  von  der  Form 


a'i  ^  62  -r  ^2        ^y 


die  je  nach  den  Vorzeichen  eine  der  drei  Mittelpnnktsflächen 
darstellt,  jedoch  so>  dafs  die  Eoordinatenrichtongen  den 
Hauptachsen  entsprechen. 

§  257)  Das  Trägheitsellipsoid  von  Poinsot.  Diese 
Bemerkungen  hatten  nur  die  Absicht,  der  Lehre  von  den 
Trägheits-  und  Gentrifhgalmomenten  einen  gewissen  Abschlufs 
zu  geben.  Schon  in  §  18  wurde  gezeigt,  dafs  man  das 
Trägheitsmoment  eines  Grebildes  in  Bezug  auf  eine  beliebig 
durch  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  gelegte  Achse 
berechnen  kann,  sobald  man  die  Trägheits-  und  Gentrifugal- 
momente  des  Gebildes  in  Bezug  auf  die  Koordinatenachsen 
^,  y,  z  kennt.  Die  Berechnung  hatte  nach  den  Formeln  13) 
oder  15)  von  §  18  zu  geschehen.    Die  eine  davon  war 

1)  T=  cos«a  T^  +  cos«  ß  Ty 

-|- cos*y  r,— 2  cosacos/J  Ca-y— 2cosjJcosyCy,— 2cosy  cosa  Cgaj, 

wobei  a,  ßy  y  die  Winkel  sind,  welche  die  willkttrlich  ge- 
wählte Achse  mit  den  Koordinatenachsen  bildet. 

Nimmt  die  Achse  T  beliebige  Lagen  an,  so  ändern 
sich  nur  a,  ß^  y,  aber  nicht  T»,  Ty  u.  s.  w.  Man  kann  bei 
jenen  Änderungen  die  T  und  C  als  Konstante  betrachten, 
die  der  Reihe  nach  mit  A\  B,  (7, 1)\  E,  P  bezeichnet 
werden  mögen. 

Für  eine  bestimmte  Lage  a^,  ß^y  y^  der  Achse  hat  man 
dann  das  besondere  Trägheitsmoment 

2)  T^  ==  Ä  cos«aj  +  B' cos  Vi 

+  Ceos'/i--  2Z>'co8aiCOS/?i  -2  -B'cos/?!  cosyi-2jF'co8yi  cos  a^. 

Poinsot  wählt  nun  folgende  graphische  Darstellung. 
Er   bestimmt   fOr  diese  Achse  den  Ausdruck  T^  mit  Hilfe 

der  letzten  Gleichung,  berechnet  dann  \  -yp-  und  trägt 
vom  Nullpunkte  der  Koordinaten  ab  den  letzteren  Ausdruck 
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als  die  entsprechende  Länge  auf  der  Achse  ab.  Der  so 
bestimmte  Endpunkt  der  letzteren  möge  die  Koordinaten 
^11  y  11^1  l^A^^Q-    Dann  ist 

^'^TF"^^*'"'  ^'""7t"^^^^"  ^1=7^^^»^!' 

daraus  folgt 

coscri=Äil^2\,     cos /Jj  =  y^  VT^j     ^^Yi^^x^'^i* 

Man  setze  diese  Werte  in  Gleiehnng  2)  ein,  dann  ver- 
wandelt sie  sieh  in 

oder  nach  beiderseitiger  Division  durch  T^  in 

i  =  A'x\-{-B'f/\-^Cz]—2D'w,y,—  2E'y^z^  —  2F'z,x,. 

Denkt  man  sich  die  Richtung  der  Bezugsachse  variabel, 
also  die  a,  ß,  y  variabel,  so  werden  auch  die  x^  y,  z  ver- 
änderlich und  man  hat  die  Gleichung 

3)     i  =  A'x^'\-By'^-\-Cz^—2iyxy—2Eyz—2Pzx. 

Dies  ist  dann  die  Gleichung  der  Fläche,  auf  der  die 
Endpunkte  aller  nach  dieser  Methode  begrenzten  vom  Noll- 
punkte  ausgehenden  Achsen  liegen.  Dies  ist  aber  die 
Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades,  und  zwar  die 
Mittelpunktsgleichung  einer  Mittelpunktsfläche 
zweiten  Grades,  weil  sie  unverändert  bleibt,  wenn  x,  y 
und  z  gleichzeitig  das  Vorzeichen  wechseln.  (Paraboloide 
elliptischer  und  hyperbolischer  Art  sind  also  im  allgemeinen 
ausgeschlossen.) 

Diese  Fläche  besitzt  drei  Hauptachsen  o,  i,  c  (absolut 
genommen  a  >>  6  ]>  c),  zu  denen  nach  der  Konstruktion 
Trägheitsmomente 


/!=-  n=^  n-« 

gehören.    Dreht  man  das  Koordinatensystem   in  die  Lage 
dieser   Achsen,    und   nennt    man    die    neuen   Koordinateo 
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§j  t]j^j   so   muls   die   Flächengleichang   übergehen   in    die 
einfachste  Form 

t2  ^«  J-« 

oder 

5)  ^§«4_Si?«+C^«=i. 

Wenn  nun  durch  die  Koordinatentransformation 
Gleichnng  3)  in  Gleichung  5)  Übergegangen  ist,  so  ist  der 
noch  zu  erwartende  Teil 

zu  dem  noch  Glieder  mit  §,  tj,  ^  allein  und  eine  weitere 
Konstante  treten  könnten,  weggefallen.  In  dem  Oktanten 
z.  B.,  der  nur  positive  §  und  rj  hat,  mufs  jedes  Glied  ftlr 
sich  weggefallen  sein,  was  dort  nur  der  Fall  sein  kann, 
wenn  die  Gentrifugalmomente  Z>,  E  und  F,  die 
konstante  Gröfsen  sind,  den  Wert  Null  haben. 

Da  übrigens  die  Trägheitsmomente 

positive  Grö&en  sind,  so  ist  Gleichung  5)  die  Gleichung 
eines  Ellipsoids. 

Dies  ist  das  sogenannte  Trägheitsellipsoid  von 
Poinsot,  welches  aber  eigentlich  schon  von  Cauchy 
behandelt  worden  ist 

Das  Resultat  ist  also  folgendes: 

Hat  ein  gegebener  Körper  in  Bezug  auf  die 
Achsen  eines  beliebigen  Koordinatensystems  die 
Trägheitsmomente  r^.,  Ty,  Tg  und  die  Gentrifugal- 
momente Cxyy  Cygj  Cgjsj  SO  läfst  sich  das  Trägheits- 
moment in  Bezug  auf  jede  beliebige  durch  den  Ntill- 
punkt  gehende  Achse  berechnen. 

Trägt  man  auf  jeder  der  neuen  Achsen  den 
Wert  y  -^  als   Länge   vom   Nullpunkt  aus   ab,   so 
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liegen  die  Endpunkte  der  Aehsen  auf  einem 
Ellipsoid,  dem  Poinsoitschen  Trägheitsellipsoid, 
dessen  Gleichnng  von  der  Form 

ist,  wobei  A\B\,..F'  die  obigen  Momente  sind. 
Jeder  Halbmesser  q  dieses  EUipsoids  ist  gleich 

dem  Ausdrucke   y  -^,  also  ist  das  zugehörige  Trag- 

i 
heitsmoment  T=—^^  so  dafs  jedes  Trägheits- 
moment eine  einfache  Darstellung  gefunden  hat.  Das 
Ellipsoid  hat  drei  Hauptachsen  a,  fr,  c,  von  denen 
a  der  gröfste  Halbmesser  des  EUipsoids  ist,  e  der 
kleinste.    Die  zugehörigen  Trägheitsmomente   sind 

i  i  1 

^  =  ^,    -0  =  -^»     ^=-^' 

Dabei  ist  A  das  kleinste  Trägheitsmoment  des 
Körpers,  C  das  gröfste  unter  allen,  die  in  Bezug 
auf  alle  durch  den  gewählten  Nullpunkt  gehenden 
Achsen  bestimmt  sind. 

In  Bezug  auf  die  Ellipsoidachsen  a,  6  und  o  sind 
die  Centrifugalmomente  des  Körpers  gleich  Null. 

Statt   auf  den  durch  den  Nullpunkt  gelegten  Strahlen 

i 
T7=-  abzutragen,  hätte  man,  wie  es  bisweUen  geschieht,  auch 


i 


'  n 


-n 


J 


abtragen  können,  was  nur  das  Gröfsenverhältnis  beeinflufst. 
Dabei  wäre  dann  wie  in  §  114  bei  der  Trägheitsellipse  zu 
verfahren. 

§  258)  Das  Centralellipsoid  von  Poinsoi 
Wählt  man  den  Schwerpunkt  des  Körpers  als  Nullpunkt 
des  Koordinatensystems,  so  heilst  das  Trägheitsellipsoid  jetzt 
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Central ellipsoid.  Als  Koordinatensystem  wählt  man  am 
besten  das  den  Achsen  a,  b,  e  entsprechende.  An  diesem  ist 
die  mechanische  Bedeutung  am  besten  anfznklären. 

Ta  ist  das  kleinste,  Tc  das  gröfste  Trägheitsmoment 
des  Körpers.  Für  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten  bei  der 
Drehung  um  die  Achsen  a,  oder  c  oder  um  irgend  welche 
andern  Achsen   ist  bei   der  Achse  a   die  Drehungsenergie 

&^ 

r—   am   kleinsten y   bei   der  Achse  c   am   gröfsten.    Die 

Centrifugalmomente  ,in  Bezug  auf  die  Achsen  a,  h^  c  sind 
gleich  Null. 

Bei  der  Drehung  um  jede  dieser  Achsen,  die  zugleich 
Schwerpunktsachsen  sind,  ist  erstens  die  Resultante  der 
Centrifugalkräfte  gleich  Null,  zweitens  auch  das  Gentrifugal- 
moment  gleich  Null.  Ruht  also  die  Achse  und  erteilt 
man  dem  Körper  eine  Drehung  um  sie,  so  erhält 
die  frei  schwebend  zu  denkende  Achse  durch  die 
Drehung  keinen  Antrieb  zu  fortschreitender  Be- 
wegung, aber  auch  keinen  Antrieb  zu  einer  Rich- 
tungsänderung. Sie  ist  und  bleibt  freiwillige 
Drehungsachse  oder  sog.  freie  Achse. 

Hat  die  Achse  aus  sonstigen  Gründen  (Beharrungs- 
bewegung, freier  Fall,  parabolische,  hyperbolische  oder 
elliptische  Bewegung  von  Weltkörpem  u.  s.  w.)  eine  fort- 
schreitende Bewegung,  so  verschiebt  sie  sich  stets  parallel 
zu  sich  selbst  und  bleibt  Drehungsachse. 

Jeder  Körper  hat  ein  Gentralellipsoid,  folglich 
hat  jeder  Körper  mindestens  drei  freie  Drehungs- 
achsen. 

Ist  das  Gentralellipsoid  ein  Drehungsellipsoid, 
so  besitzt  der  Körper  unendlich  viele  freie  Achsen. 
Ist  z.B.  a=b,  so  ist  jeder  Radius  des  kreisförmigen 
Hauptschnitts  eine  freie  Achse.  Dazu  kommt  noch 
die  freie  Achse  c. 

Ist  das  Gentralellipsoid  eine  Kugel,  so  ist  jeder 
Radius  eine  freie  Achse. 

Bei  der  Drehung  um  eine  Schwerpunktsachse, 
die  nicht  zu  den  freien  gehört,    stellt  sich  ein  die 
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Achse   aus  ihrer  Bichtung   bringendes  Gentrifng'al- 
moment  ein. 

Man  erkennt  daraas  die  grundlegende  Bedentang'  für 
die  Drehungstheorie  der  Mechanik« 

§  259)  Aus  der  Lehre  vom  Trägheitsmoment  kann  man 
Sätze  über  das  EUipsoid  ableiten,  umgekehrt  aus  der  Theorie 
des  Ellipsoids  Sätze  ttber  das  Trägheitsmoment.  Ein  Bei- 
spiel sei  dazu  gegeben.    Aus 

in  Bezug  auf  irgend  ein  System  von  Koordinatenaehsen 
folgt  durch  Addition 

Hier  ist  T^  das  polare  Trägheitsmoment,  also  z.  B.  für  den 
Schwerpunkt  eine  konstante  G-röfse.  In  der  obigen 
Schreibweise  hat  man  also 

wobei  X  konstant  ist.     Für  A^  B,  C  kann  man  aber  setzen 


so  dafs  man  hat 


J_^      i       1 

^         ^w         ^n 


111 

^     '     Ä^"  "•"  "2"  —  ^• 
On  O^  C» 


Hier  bedeuten  a« ,  &«  ^  ^n  drei  auf  einander  senkrechte  Radien 
des  Trägheitsellipsoids.  Die  Summe  der  Reciproken  zu  den 
Quadraten  dieser  Badien  ist  also  konstant,  folglich  gilt  fflr 
jedes  EUipsoid  der  Satz: 

Die   Summe   der  Beciproken  der  Quadrate  Ton 

je   drei   aufeinander   senkrechten   Radien    ist    eine 

1        1         i 
konstante   Gröfse.     Die   letztere    ist    -s^  +  ittH — •j 

wo  a,  b,  c  die  Hauptachsen  des  Ellipsoids  sind. 

Näheres  über  diesen  Gegenstand  findet  man  in  den 
Lehrbüchern  der  Mechanik  und  der  graphischen  Statik, 
wo  höchst  interessante  Untersuchungen  angestellt  werden. 
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§  260)  Gesohiehtliches  über  das  Trägheits- 
moment und  das  Centrifngalmoment.  Der  Begriff 
des  Trägheitsmoments  wurde  durch  Huygens  in  die  Physik 
eingeführt,  der  mit  seiner  Hilfe  die  Lehre  vom  physischen 
Pendel  anbahnte.  Der  Name  dagegen  rtthrt  von  Euler  her. 
Huygens  gelangte  bis  zum  Satze  von  der  Vertauschbarkeit 
des  Anfhängepunktes  und  Schwingungspunktes.  (Vgl. 
Huygens,  Opera  yaria,  Seite  154,  Satz  20.)  Euler  hatte 
bemerkt,  dafs  das  Trägheitsmoment  in  der  Mechanik  bei 
Drehungen  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  sonst  die  Masse.  So  ent- 
sprechen einander  hinsichtlich  der  geradlinigen  Beschleunigung 
g  und  der  Winkelbeschleunigung  /  bei  Drehungen  (gemessen 
am  Radius  1  die  Formeln  für  eine  Kraft  bezw.  für  mehrere 
Parallelkräfte  am  starren  Punktsystem 

^.  p  Kraft 

^  ^~'m~  Masse' 

oder 

1*)  9- 


J^p        Summe  der  Einzelkräfte 


F/Ti      Summe  der  Einzelmassen 

und   ftlr   ein   oder  mehrere  Kraftmomente,   die   an   einem 
starren  um  eine  Achse  rotierenden  Punktsystem  wirken 

^^  VQ  Kraflmoment 

2)  y=^=- 


T       Trägheitsmoment ' 
oder 

r.*N  ^PQ  Summe  der  Kraftmomente 

2i)     y  = —  ^^        — 


y  T        Summe  der  Trägheitsmomente  ' 

Ebenso  ist  die  Formel  fttr  die  Drehungsenergie  (für  sich 
drehende  Massen)  analog  der  Formel  fttr  (Ue  kinetische 
EInergie  geradlinig  bewegter  Massen,  nämlich 

3)  E=^,  4)     E,=.^-,      ■ 

bezw. 


3*)        £  =  j;m4-,  4*)    £,  =  2' 


Dabei  ist  das  eine  Mal  v  die  Geschwindigkeit  der  gerad- 
linigen Masse,    das  andere  Mal  ^  die  Winkelgei^hwindig- 
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keit    der    Drehung,    gemessen    am    Radius    i.      Die    oben 
behandelten  Beispiele  geben  weitere  Analogien. 

Später  stellte  sich  das  Bedürfnis   heraus,    den  Begriff 
des  Trägheitsmomentes  in  die  Mathematik   hereinzuziehen, 

wobei  z.  B.  an  Stelle  des  Ausdrucks  ^mr^  der  Ausdrack 

2^vr^    trat,    wobei    v    ein    kleines   Volumen,    statt    einer 
kleinen  Masse  bedeutet. 

Während  nun  fiHher  ftlr  den  Raum  nur  an  axiale 
Trägheitsmomente  gedacht  wurde,  verlangte  die  Mathematik 
auch  Planmomente  und  Polarmomente.  Die  ersteren. 
für  die  ich  den  Namen  Planmomente  zweiter  Ordnong 
vorgeschlagen  habe,  wurden  von  Bin  et  als  Trägheits- 
momente in  Bezug  auf  eine  £bene  bezeichnet,  was  etwas 
lang  erscheint.  Dies  geschah  in  dem  „Memoire  sar  la 
th^orie  der  axes  conjuguös  et  des  moments  d'inertie^, 
Journal  de  TEc.  polyt.  cah.  XVI,  S,  127. 

Dafs  man  in  der  Planimetrie  nur  Axial-  und 
Polarmomente  (für  ebene  Flächen  oder  Linien)  kennt,  ist 
selbstverständlich.  Ihre  Bedeutung  für  die  Lehren  von  der 
Festigkeit  (Biegungs-,  Knick-  und  Drehungsfestigkeit),  für 
die  Schwerpunktsberechnungen  bei  abgeschrägten  Gylindem, 
bei  Sektoren  von  Drehungskörpem,  für  den  Angrifibpankt 
des  seitlichen  Massendrucks  gegen  Ebenen,  für  die  Drehimgs- 
energie  cylindrischer  Körper  und  für  sonstige  mechanische 
Probleme  ist  in  der  Ingenieurmathematik  des  Verfassers 
durch  zahlreiche  Beispiele  auseinandergesetzt. 

Das  Trägheitsellipsoid  von  Poinsot  ist  eigentlich 
zuerst  von  rein  räumlichen  Gesichtspunkten  aus  von  Canchy 
behandelt  worden,  Exercices  de  Math.,  Bd.  2,  Seite  93. 
Poinsot  aber  erkannte  die  Bedeutung  dieses  EUipsoids  für 
die  Drehungsbewegungen.  Seine  grundlegende  Abhandlung 
ist  die  „Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps".  Liou- 
villes  Journal  de  Math.  XVI,  wo  auf  S.  58  das  Central- 
ellipsoid  eingeführt  wird. 

Die   Bestimmung   des   Trägheitsmomentes   für   Achsen 

von  beliebiger  Richtung  führte  auf  die  Ausdrücke  ^r.ry. 

J^vyz^   ^vzxy    die    zunächst    als    Centrifugalmomente 
bezeichnet  wurden.     Später  wurden  sie  von  den  Engländern 
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als  Deviationsmomente  bezeiohnet,  zuerst  von  Rankine 
in  dessen  Werke  „A  manual  of  applied  meebanies^.  In  der 
dritten  Ausgabe  findet  man  diese  Bezeichnung  auf  S.  522. 
Andere  verstehen  unter  Deviationsmoment  das  resultierende 
Moment  von  je  zweien  der  genannten  Momente.  Häton 
de  la  Goupilliöre  hat  in  dem  „Memoire  sur  une  th^orie 
nouvelle  des  masses^^,  Journal  de  I'Ecole  polyt.  XXXYU  diese 
Bezeichnung  beibehalten. 

Weitere  Litteratur  findet  man  in  der  „Ingenieur- 
mathematik^  Bd.  L  Dort  wird  auch  das  sog.  zweite 
Trägheitsellipsoid,  welches  von  Glebsch  im  57.  Bande 
des  Crell-Joumals  Seite  401  eingeführt  wird,  behandelte 
Auch  in  Rouths  Mechanik  und  in  Schells  Theorie  der 
Bewegung  und  der  Kräfte  findet  man  zahlreiche  litterariscke 
Angaben.  Hier  soll  nicht  näher  auf  den  Gegenstand  ein- 
gegangen werden,  der  doch  in  höherem  Grade  der 
Mechanik  angehört. 


i)   Sohlufobemerkongen« 

§  261)  ,Die  sogenannten  barycentrischen  Methoden, 
zu  denen  die  Guldinsche  Regel  für  Drehungskörper 
und  Drehungsflächen,  die  Sätze  ttber  abgeschrägte 
Prismen  und  Cylinder  und  ihre  Mantelflächen  ge- 
hören, lassen  sich  zusammenfassen  als  eine  Methode  der 
statischen  Momente,  allgemeiner  als  eine  Methode  der 
Momente  erster  Ordnung,  wobei  es  sich  um  Plan- 
momente, Axialmomente  und  Polarmomente  erster 
Ordnung  handelt.  Diese  Methode  erleichtert  den  Über- 
blick ttber  ein  ausgedehntes  Gebiet  der  Planimetrie  und 
Stereometrie. 

Ganz  ebenso  kann  die  Lehre  von  den  Momenten 
zweiter  Ordnung,  bei  denen  es  sich  ebenfalls  um  Plan- 
momente, Axialmomente  und  Polarmomente  räum- 
licher Gebilde  (Punktsysteme,  Linien  und  Liniensysteme, 
Flächen  und  Flächensysteme,  Körper  und  Körpersysteme) 
handelt,  und  endlich  die  Lehre  von  den  Centrifugal- 
momenten  benutzt  werden,  einen  entsprechenden  Überblick 
ttber   weite  Grebiete   der  Planimetrie   und   Stereometrie   zu 
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gewinnen.     Das  in  den  beiden  Abschnitten    dieses    Bncbes 
Gegebene  bringt  Beispiele  dafür. 

Oben  sind  aber  nicht  nnr  Momente  erster  nnd  zweiter 
Ordnung  behandelt  worden,  sondern  auch  Momente 
n*«'  Ordnung.  Auch  solche  von  der  Ordnung  Null  wurden 
behandelt. 

Die  einfache  Inhaltsberechnung  z.B.  mit  Hilfe  der 
Schichtenformel  (oder  der  Simpsonschen  Regel)  war 
nichts  als  eine  Addition  der  Momente  von  der  Ordnung  Null 
für  die  aufeinander  lagernden  Horizontalschichten.  Die 
Addition  der  Momente  erster  Ordnung  für  diese  Schichten 
ftthrte  auf  die  Berechnung  des  statischen  Momentes 
des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Grundfläche;  die  der 
Momente  zweiter  Ordnung  auf  die  Berechnung  des  Träg- 
heitsmomentes in  Bezug  auf  die  Grundfläche  n.  s.  w. 
Mit  Hilfe  dieser  Formeln  wurden  Schwerpunkte,  Trägheits- 
mittelpunkte, „Schwingungspunkte''  u.  dergl.  bestimmt. 

Aber  auch  Axialmomente  und  Polarmomente 
verschiedener  Ordnung  kamen  zur  Sprache,  wobei  fOr 
die  ersteren  konzentrische  Cylindersohichten,  fttr  die  anderen 
konzentrische  Eugelschichten  in  Frage  kamen,  an  deren 
Stelle  gelegentlich  auch  ähnliche  Schichten  elliptLscher 
Cylinder  und  ähnliche  Ellipsoidschichten  traten  oder  treten 
konnten. 

Alle  diese  Untersuchungen  könnten  zusammengefaEst 
werden  unter  dem  Namen  einer  Methode  der  Momente 
höherer  Ordnung  für  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der 
Planimetrie  und  Stereometrie,  der  Mechanik  u.  s.  w. 

In  derselben  Weise  kann  man  die  Lehre  vom  Newton- 
scheu  und  vom  logarithmischen  Potential  in  den 
Dienst  der  geometrischen  und  planimetrischen  Forschung 
stellen.  In  der  „Ingenieurmathematik  H,  Potentialtbeorie'', 
hat  der  Verfasser  gezeigt,  wie  weit  man  elementar  vor- 
gehen kann. 

Es  eröffiiet  sich  also  yon  hier  aus  ein  Einblick  in  weit- 
reichende Gebiete  der  Raumlehre  und  ihrer  Anwendungen, 
die  zum  Teil  noch  unerforscht  vor  uns  liegen,  obwohl  sie 
durchaus  elementar  sind  und  daher  zu  den  Elementen 
gehören. 
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Die  höhere  Analysis  kann  selbstverständlieh  solche 
Untersuchnngen  auch  ansftlhren  und  die  geschlossenen 
Resnltate  der  Differential-  und  Integralrechnung  benutzen, 
«tätt  die  hier  bisweilen  durchgeftthrten  Beihensummierungen 
zu  verwenden.  Aber  schliefslich  ist  sie  in  den  höheren 
Oebieten  doch  auch  auf  Sununierungen  der  Reihen  ange- 
wiesen, nach  denen  sich  die  analytischen  Funktionen  ent- 
wickeln lassen.  Und  diese  Seihen  sind  doch  die  Grundlage 
der  gesamten  Weierstrafsschen  Funktionentheorie.  Die 
Methode  der  Beihensummierung  zu  verbannen,  würde  also 
eine  nicht  unbedenkliche  Mafsregel  sein.  Auch  ist  die 
Möglichkeit,  solche  vielfach  entbehren  zu  können,  durchaus 
nicht  ausgeschlossen,  wie  manche  Beispiele  beweisen. 

JedenfaUs  ist  der  hier  angedeutete  Forschungsweg  ein 
solcher,  der  sich  stets  mit  dem  Wesen  der  Sache  und  der 
Anwendung  der  elementaren  Grundbegriffe  beschäftigt  Er 
seigt  auch,  wie  etwa  die  elementare  Mathematik  sich  weiter 
hätte  entwickeln  können,  wenn  die  Sprache  der  Differential- 
und  Integralrechnung  nicht  zur  Einführung  gelangt  wäre. 
Es  handelt  sich  dabei  um  das  Arbeiten  mit  gewissen  Vor- 
stellungsbildem,  wobei  auf  die  Vorstellungsbilder  bezw. 
Symbole  der  Differential-  und  Integralrechnung  verzichtet 
vnrd.  Steiner  z.  B.  verzichtete  ganz  auf  die  letzteren  und 
hat  trotzdem  gewaltige  Erfolge  erzielt,  auch  Mob  ins  hat 
mit  den  ihm  eigenen  Methoden  Grofses  geschaffen.  Es 
virürde  höchst  einseitig  sein,  alles  den  Differentialen  und 
Integralen  anheimzustellen. 

Der  Leser  versuche  also  nicht  nur  die  hier  gegebenen 
Elementarmethoden  auf  sämtliche  der  behandelten  Baum- 
gebilde anzuwenden,  sondern  auch  den  Andeutungen  ent- 
sprechend selbständig  auf  das  Entdecken  weiterer  Yor- 
fitellungsbilder  auszugehen. 

Der  Abschlufs  des  Buches  ist  also  durchaus  nicht  ein 
Abschlufs  der  Elemente  der  Stereometrie  —  denn  Baltzer, 
Steiner,  Möbius,  von  Staudt,  Poncelet,  Chasles, 
€arnot  und  andere,  auch  die  Potentialtheorie  hätten  noch 
weiter  herangezogen  werden  können,  und  die  Gleichungen 
dritten  und  vierten  Grades  sind  noch  gar  nicht  zur  Geltung 
gekommen  —  sondern  nur  ein  vorläufiges  Abbrechen  der 
Betrachtungen  aus  rein  räumlichen  Gründen. 

HolimfiUar,  Storeometrie  lY.  18 
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Man  betrachte  das  Ganze  als  eine  Anregung,  die 
Grenzen  der  Elementarmathematik  weiter  and 
weiter  hinauszaschieben,  nnd  zwar  nicht  nnr 
hinsichtlich  der  Planimetrie  nnd  Stereometrie, 
sondern  anch  hinsichtlich  der  Mechanik,  der 
Kartographie,  der  Geodäsie,  der  kosmischen 
Physik,  der  Potentialtheorie  nnd  anderer 
mathematischer  Gebiete  nnd  ihrer  Anwen- 
dungen. 


Dritter  Absohnitt. 


Nachtrag  über  Katenoid,  Ganlssche  Psendo- 
spMre  und  MinimalschranbenregelfläclLe. 

§  262)  Nebenstehende  Figur  stellt  eine  Eettenlinie  vom 
Parameter    08  =  1    mit    der    zugehörigen    Evolvente    und 


►— « 


Evolute  dar.    Ihre  Gleichung  ist  y  =  --—- — .  (Vgl.  Bd.  III 

§  122.)  Die  beiden  letzteren  Kurven  sollen  untersucht  werden. 
Aus  Raumgründen  ist  die  X-Achse  senkrecht  gezeichnet 
worden.  BDE  ist  das  in  Band  III  von  Seite  127  ab  unter- 
suchte charakteristische  Dreieck,  in  dem  BD  He  Tangente 
der  Eettenlinie  im  Punkte  BBE  die  zugehörige  Ordinate, 

ED  die  Kathete  von  der  Länge  i,  BD  die  Länge  der 
Kettenlinie  von  B  bis  S  ist  Demnach  ist  D  ein  Punkt  der 
Evolvente,  D  E  eine  Tangente  der  letzteren.  Diese  Tangente 
hat  aber  stets  die  Länge  i,  und  daraus  folgt,  dafs  die 
Evolvente  der  Kettenlinie,  die  vom  Scheitelpunkt  iS 
ausgeht,  stets  eine  Traktrix  ist  Dazu  vergleiche 
man  Band  I  Seite  303.  Alle  anderen  Evolventen  der 
Kettenlinie  sind  äquidistante  Kurven  dieser  Trak- 
trix. Da  man  nach  Band  KI  die  Kettenlinie  mit  beliebiger 
Genauigkeit  konstruieren  kann,  so  ist  damit  auch  die  Trak- 
trix sowohl  hinsichtlich  der  Punkte  als  auch  der  Tangenten 
ebenso  genau  zu  konstruieren.  Der  auf  Seite  303  des 
ersten  Bandes  gegebenen  Konstruktion  ist  dandt  eine  neue 
beigefügt. 

§  263)  In  Figur  88  ist  ADBE^AEFB,  also: 
DE:EB=EB:BF,  oder,  wenn  man  J5F  als  Normale 
der  Kurve  mit  n  bezeichnet,  1  :y  =  t/:n,  also  n  =  y*.     Um 

18* 
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die  Länge  MB  =  Qj  d.  h.  den  Erttmmnngsradinfl  der  Eetten- 
Unie  zu  finden,  betrachte  man  zwei  unendlich  benachbarte 
llormalen  A  A^  nnd  B  F^  deren  Längendifferenz  gleich  B^  F 

Bei.  Dabei  ist  5^  F=  n  —  n^  =  y*  —  y ?  =  (y  +  yi)  (y— yi)> 
oder,  da  für  die  Grenze  y^=y^  wird,  B^F=z2y(y  —  yj 
Die  sehr  kleine  Differenz  (y  —  y. )  f  ttr  die  Nonnalenausgangs- 

punkte   B  nnd   A    ist    aber  ^C  oder    was    dasselbe    ist 
i 

A  B . .     Dagegen   ist    der   kleine   Abstand   A.  Ä  = 

cosy  ^^  °  ^  *     * 

^j  F.tany  =  2y  (y  —  yj  tany  =  2-4 S. .ysiny,  oder 

da   im    charakteristischen   Dreieck   y  sin  y  =  2>  £  =  i    ist, 

A.B.  =  2AB, ,  d.  h.  für  die  Grenze  ist  a7b.  =  2ÄB. 

^    ^  cosy  *     * 

Folglich  ist  f  ttr  die  Grenze  im  Dreieck  A^  B.  M  die  Seite 
A^M  m  A  halbiert.  LäDst  man  A^A  unenmich  nahe  an 
B^  F  heranrücken,  so  ist  anch  die  Gerade  M  F  durch  die 
Eettenlinie  in  B  halbiert  Folglich:  Der  Krümmungs- 
radius BM  der  Eettenlinie  ist  gleich  der  Normale 
BF^  d.  h.  es  ist  stets  ^  =  n  =  y*. 

§  264)  Demnach  ergiebt  sich  für  die  Eettenlinie  folgende 
praktisch  brauchbare  Annäherungskonstruktion.  Ist 
0  F  die  Direktrix  und  0  S  der  Abstand  des  Scheitelpunktes  S 
von  der  Direktrix,  so  mache  man  GS  =  1  und  schlage  um 
G  mit  dem  Radius  G  S  einen  Ereis,  den  kleinsten  Erümmungs- 
kreis    der  Eurve.    Darauf  ziehe   man   einen  benachbarten 

d.  h.  sehr  naheliegenden  Radius  6ri  bis  zum  Schnittpunkte  1 
mit  der  Direktrix  und   schneide   auf  ihm  yon  i  aus  nach 

rechts  die  Strecke  i  I  ab,  was  den  folgenden  Erümmungs- 

radius  sehr  genau  als  i  G.  giebt  Um  G^  schlage  man  mit 
diesem  Radius  einen   zweiten  Erümmungskreis.     In  diesem 

ziehe  man  einen  neuen  Nachbarradius  G^2  bis  zum  Durch- 
schnitt //  mit  der  Direktrix  und  trage  auf  ihm  von  2  aus 
nach  rechts  die  Strecke  J72ab,  was  den  folgenden  Erümmungs- 

radius  2  6r,  giebt.  Mit  dieser  Eonstruktion  fahre  man  be- 
liebig weit  fort  Die  Ereise  schattieren  um  so  genauer 
die  gesuchte  Eettenlinie  aus,  je  dichter  die  Radien 

auf  einander  folgen.  Die  Radien  S6r,  iGj^,  2G^  u.s.w. 
schattieren  die  Evolute  der  Eettenlinie  aus  und  berühren 
sie  in  den  Punkten  G,  G^,G^... 
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§  265)  Die  Gleichang  der  Evolnte  ergiebt  sich, 
wenn  man  die  Koordinaten  von  M  mit  ^  nnd  i;  bezeicbnet, 
folgendermafsen :  Im  Dreieck  MHFiBt^  da  B  der  Halbiemngs- 
punkt  von  MF  ist,  MB=2BE,  d.  h.  der  Abstand  r]  =  2v- 
Im  Dreieck  MJB  ist  Jf5»=  Jf  J»-f  ÄJ«,  oder,  da 
MJ=BE  =  yy  AB=(§  —  x)  ist  (^  und  x  sind  in  der 
Figur  entgegengesetzt  gerichtete  Koordinaten)  ^*=(§— af)*+y* 

oder  y*  =  (§  —  «)*  +  y*.    Hier  setze  man  für  y  ein  -^,  für 

X  den  aus  der  Gleichung  y  =  — -^^ folgenden  Ausdrack 

X  =  Hg  [y  -|-  Vy' — i]  oder,  indem  man  y  durch  ^  ersetzt 

Die  pythagoreische  Gleichung  geht  dadurch  ttber  in 


^=(i_-^i+i^y+iL 


oder  in 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Evolute. 

§  266)  Ebenso  leicht  ist  die  Gleichung  der  Evolvente, 

d.  h.  der  Traktrix  zu  ermitteln.    Man  bezeichne  jetzt  die 

Koordinaten    des    Kurvenpunktes    D    mit    $    und    17.     Im 

charakteristischen    Dreiecke    BDE    ist    nach    Pythagoras 

DE^  =  EK.EB  =  ri.y,   also,  da  DE=l  ist,   i].y  =  i 

i 
und  y  =  — .    Aufserdem  ist  dort  DK^  =  EK.KB   oder 

V  1 

{x  —  ^«  = »/ ,  (y  —  Tj).    Hier  ersetze  man  y  durch  —    und, 

ähnlich  wie  oben,  x  durch  *lg  [y-\-Vi/^ — i]  oder 


■''[i+V^'h-'^^ 


VT^ 
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Die  Höhengleichong  geht  dadurch  über  in 

was  sich  leieht  umformt  zn 


iJ^Vi-r,^ 


2)  ^=ng^^^ '1 Vi-ri^. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Evolvente,  d.  h.  der  Traktrix  fttr 
den  Parameter  i. 

Denkt  man  sich  um  E  mit  dem  Radius  i  einen  Kreis 
geschlagen,  so  wird  dieser  von  der  Traktrix  orthogonal 
geschnitten.  Daraus  folgt:  Die  Orthogonalkurve  gleich 
grofser  Kreise,  die  ihre  Mittelpunkte  auf  einer 
Geraden  haben,  ist  eine  Traktrix. 

Im  Dreieck  BEL  ist  DL.DB=DE^=i  (abgesehen 

i 
vom  Vorzeichen),  also  DLr=  Nun  ist  Z>Z  die  Nor- 

male der  Traktrix,  DB  der  entsprechende  Krümmungsradius. 
Daraus  folgt:  Das  Produkt  aus  der  Normale  und  dem 
Krümmungsradius  ist  für  alle  Punkte  der  Traktrix 
konstant,  nämlich  gleich  dem  Quadrate  des  Para- 
meters.   (Letzterer  ist  hier  gleich  i.) 

Bei  der  Kettenlinie  ist  dasselbe  Produkt  gleich  ^^, 
also  proportional  der  vierten  Potenz  des  Abstandes 
von  der  Direktrix. 

§  267)  Läfst  man  die  Figur  88  um  die  Direktrix 
rotieren,  so  entsteht  ein  Katenoid,  eine  Gaufssche 
Pseudosphäre  und  aufserdem  der  DrehungskOrper  (posi- 
tiver Krümmung)  der  Evolute. 

Für  das  Katenoid  ergeben  sich  die  zum  Punkte  B 
gehörigen  Hauptkrümmungsradien  als 

3)  Qi=y\    9%=  —  y\ 

und  daraus  folgt 
4)  ±^±  =  0. 
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i         i 
Den  Aasdnick 1 bezeichnet  man  als  die  mitt- 

lere  Erttmmang  einer  Fläche.  Ftlr  das  Eatenoid  also 
folgt  der  Satz: 

Die  mittlere  Krümmung  des  Katenoids  ist  kon- 
stant nnd  Überall  gleich  Null. 

[Dies  ist  nur  ein  Sonderfall  eines  allgemeinen  Satzes 
ttber  Minimalflächen.] 

Anfserdem  folgt  ans  den  Gleichungen  3)  und  4) 

11  1 

und  damit  der  Satz: 

Beim  Katenoid  ist  das  Gaufssche  Erttmmangs- 
mafs  umgekehrt  proportional  der  vierten  Potenz 
des  Abstandes  von  der  Achse. 

Fttr  die  Traktrix  folgt  aus  Dreieck  B  EL  die  Gleichung 
DB .DL=^  —  DE*  =  —  i,  oder  wenn  man  die  Haupt- 
krttmmungsradien  für  die  Stelle  D  mit  r,  und  r,  bezeichnet^ 

1      1 

wodurch  sich  die  Fläche  als  Fläche  konstanten  nega- 
tiven Krttmmungsmafses  bestätigt.  Ihre  mittlere  Krüm- 
mung ergiebt  sich  als 

Die  zu  den  Ereisschnitten  des  Eatenoids  gehörigen 
Tangentenkegel  werden  von  der  Pseudosphäre  orthogonal 
geschnitten,  die  zu  den  Ereisschnitten  der  Evolutenfläche 
gehörigen  ebenso  vom  Eatenoid. 

§  268)  Soll  eine  Drehungsfläche  Minimalfläche  sein,  so 
mufs  nach  Guldin  der  Schwerpunkt  des  rotierenden  ebenen 
Bogens  möglichst  nahe  an  der  Drehungsachse  liegen,  was 
auf  die  Eettenlinie  führt,  und  aufserdem  mufs  die  Drehungs- 
achse Direktrix  des  leteteren  sein.  Dies  ist  in  Band  lU 
nachgewiesen.    Daraus  folgt: 
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Unter  den  Drehangsflächen  giebt  es  nur  eine 
einzige  Hinimalfläche,  nämlich  das  Eatenoid. 

Jede  Schranbenregelfläche  läfst  sich  im  allgemeinen  auf 
ein  Drehungshyperboloid  abwickeln,  die  Minimalschrauben- 
regelfläche  ai^  ein  Eatenoid.  Die  Yerbiegnngsflächen  des 
Drehungshyperboloids  und  die  der  Minimalschraubenregel- 
fläche,  insbesondere  die  so  entstehenden  Begelflächen,  lassen 
sich  demnach  auf  Drehungsflächen  abwickeln.  [Beiläufig 
sei  bemerkt,  dafs  dies  die  einzigen  Regelflächen  sind,  bei 
denen  dies  möglich  ist,  dafs  femer  die  Minimalschrauben- 
regelfläche  unter  allen  Regelflächen  die  einzige  ist,  die  den 
Charakter  einer  Minimalfläche  hat.] 

§  269)  Von  Wichtigkeit  ist  auch  noch  folgender  Satz : 
Rollt  eine  Parabel  ohne  zu  gleiten  auf  einer  Ge- 
raden, so  bewegt  sich  der  Brennpunkt  auf  einer 
Eettenlinie. 


Figur  89  stellt  den  Vorgang  dar.  Die  Bewegung  gehe 
von  der  Scheitelstellung  aus.  Die  Koordinaten  des  Punktes 
A  seien  x  und  y,  der  Parameter  der  Parabel  sei  gleich  2, 
damit  SF^=  1  werde,  die  Gleichung  der  Parabel  also 


1) 


a:^=  2  py  =  4  t/. 
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Die  Länge  der  Parabel  von  5  bis  A  ist  naeh  der  m 
Band  III,  Seite  103  gegebenen  Rektifizierongsformel  [da 
dort  des  Mafsstabs  wegen  reehts  statt  y  za  schreiben  ist 

-^r—j  links  — — 1 
also  hier 


2) 


l=^V^^+'l,'  +  Y+^. 


Rollt  dieser  Teil  der  Peripherie  auf  der  Greraden  5A' 
ab,  so  gelangt  die  Parabel  in  die  zweite  der  gezeich- 
neten Lagen,  and  dabei  wird  SA^  =  l  nnd  ^SA^f. 
=  4,D AF=ß^  wobei  AT)  die  Tangente  der  Parabe 
bedeutet.    Daraas  folgen  ftlr  F^  die  Koordinaten 

3)  ri  =  A^F^Äuß  =  AF  sin  ß 
and 

4)  ^  =  SA^  —  EA^  =  l  —  A^F^ao^ß=l—A  Fcosß. 

Dadurch  ist  der  Gang  der  Becbnung  vorgeschrieben. 
Zunächst  ist  in  Figur  89 

a:  ^  JDC  X 

*any=T — r»    ^^^  =  -rnr  = 


y—i'  CA         2y 

(yergl.  Tangentenkonstruktion  für  die  Parabel),  also 

tany  —  tana  xy-\-x 

jf+länytänä        2y* — 2y-\-x^' 

Daraus  folgt 

i  2y«— 2y  +  ar« 


tan  /?  =  tan  (y  —  a)  =  ^   ,   ^_  ^^  ^_  ^  _  ^^ 


C08/5?  = 


sin/J  = 


Vi  +  tanV         /(^/  — ^y  +  ^TH-C^y  +  ^l- 
tan  ß         xy  '\-x 

/i  +  tanV  ""vT^y"— ^y  +  ^T+(^y  +  ')-' 
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Endlich  ist  noch 

Setzt  man  die  entsprechenden  Werte  in  Gleichung  3) 
ein,  80  wird 

oder,  da  der  Nenner  sich  durch  die  erste  Wurzel  ohne  Rest 
teilen  läfst, 

^^         .gy  +  g? 

oder,  wenn  man  nach  Gleichung  1)  y  durch  -p  ersetzt, 

4 

5)  ,  =  i-/^-T. 

Entsprechend  wird 


/««+4y« 


oder  wenn  man  wieder  y  durch  —  ersetzt,  gleich  —  V 0:^-^4. 
Demnach  wird  (nach  Gleichung  4) 


|  =  Z-^F. cos /?=[■!- /^T+Vj,^+i^|!±i-] 


oder 


6)  .       .  , 

Dafttr  kann  man  sehreiben 

2  — * 
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Daraus  folgt 

=  e    *. 


x^Ya^^i 


Durch   Addition    und   Halbienmg   folgt   daraus    (unter  Be- 
rttcksichtigimg  von  Gleichung  5) 


2  ~2l  2  "'"^  +  V:r«4-4  J 


Demnach  besteht  fttr  ^  und  17  die  Beziehung 


7)  1?  = 


:^ 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  Kettenlinie  und  damit  ist 
die  Behauptung  bewiesen. 

Daraus  folgt  fttr  die  durch  Drehung  um  die  Direktrix 
entstehende  Fläche: 

Die  Drehungsfläche  der  vom  Brennpunkte  einer 
(auf  der  Geraden)  rollenden  Parabel  beschriebenen 
Kurve  ist  ein  Katenoid,  d.  h.  eine  Fläche  von  der 
konstanten  mittleren  Krümmung  Null. 

[Auch  dieser  Satz  ist  nur  ein  Sonderfall  eines  all- 
gemeineren. Die  Drehungsflächen,  die  in  entsprechender 
Weise  aus  den  Brennpunktswegen  rollender  Eklipsen  und 
Hyperbeln  hervorgehen,  sind  ebenso  Flächen  konstanter 
mittlerer  Krttmmung,  wie  Delaunay  bewiesen  hat.  Positiv 
ist  diese  Krttmmung  fttr  die  elliptischen  Fälle,  negativ  fttr 
die  hyperbolischen.  Null  fttr  die  parabolischen.  Unduloid 
und  Nodoid  sind  die  Namen  der  Flächen  fttr  den  elliptischen 
bezw.  hyperbolischen  Fall.  —  Man  wird  erkennen,  dafs  die 
oben   angewandte  Methode   in  den  Fällen   die  Ermittelung 
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der  Rollknrvengleichimg  ermöglicht,  in  denen  die  Rektifikation 
der  rollenden  Earve  bekannt  ist  und  Gleichnngschwierig- 
keiten  nicht  auftreten.] 

§  270)  Die  sphärische  Abbildung  der  Eatenoid- 
fläche  auf  die  Kugel  giebt  die  konforme  Abbildung 
der  ersteren  auf  die  letztere. 

Beweis.  Die  sphärische  Abbildung  des  Katenoids  auf 
die  Kugel  im  Gaufsschen  Sinne  wird  nach  Band  I  Seite  293 
gefunden,  indem  man  in  der  Kugel  Radien  zieht,  die  den 
Normalen  der  ersteren  Fläche  parallel  sind.  Die  Endpunkte 
der  Radien  sind  den  Fufspunkten  jener  Normalen  zugeordnet. 
Da  es  sich  um  Drehungsflächen  handelt,  kann  man  sich  auf 
einen  ebenen  Hauptschnitt  beschränken.  Nimmt  man  die  in 
Fig.  88  nach  oben  gehenden  Normalen,  so  entsprechen  die 
Winkel  y  den  Polabständen  auf  der  Kugel. 

Nach  Band  III  Seite  140  erhält  man  die  quadratische 
(isothermische)  Einteilung  des  Katenoids  mit  Hilfe  von  Normal- 
schnitten zur  Achse,  die  unter  gleichen  Abständen  aufeinander- 
folgen. Dies  giebt  zugleich  die  Übertragung  der  quadratischen 
Einteilung  airf  den  einbeschriebenen  Cylinder  des  Katenoids. 
Die  kleinen  Quadratseiten  auf  dem  Cylinder  verhalten  sich 
zu  den  Quadratseiten  auf  dem  Katenoid  wie  i :  y,  oder,  da 

dort    siny  =  — =  -^  =  —   ist,   wie   i:— ; oder  wie 

n        y^        y  smy 

sm  / :  i. 

Ist  aber  auf  der  Kugel  der  Polabstand  der  zugeord- 
neten Punkte  ebenfalls  durch  y  gegeben,  so  verhalten  sich 
bei  der  konformen  Abbildung  des  Gylinders  auf  die  Kugel 
die  Seiten  der  einander  entsprechenden  kleinen  Quadrate 
nach  Band  I  Seite  252  und  Band  H  Seite  379  ebenfalls 
wie  sin ;/ :  i. 

Die  konforme  Abbildung  des  Gylinders  auf  die  Kugel 
vermittelt  aber  die  des  Katenoids  auf  die  Kugel.  Ed  sind  also 
zur  konformen  Übertragung  nur  Radien  nötig,  die  zu  den 
unter  y  gegen  die  Achse  geneigten  Normalen  der  Fig.  88 
parallel  sind.    Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Will  man  das  Resultat  aus  der  Fig.  88  durch  Rechnung 
ableiten,  so  kann  man  folgendermafsen  verfahren  und  direkt 
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auf  die   in  Band  11  Seite  379   gegebene   Formel    für    die 
ÄqnatorialabBtände  gelangen.    Aas 

12  2^ 


Bin  y  =  —  = 


folgen  für  den  Äquatorialabstand  r/?  =  90^  —  &  die  Formeh 
Fttr  den  halben  Winkel  ist 


rp         —  iA-Yi^  tan*  o)  i  —  cos  g> 

tan  ^  = ^— r ' ^—  = ; 

2  tan  fp  sin  qp 

Daraus  folgt  durch  Einsetzung  der  Werte 

ten  -V  = TZ z , 

2  e**  —  1 

also  wird 

l+tan-'' 


i  —  tan-T- 


ond 


i  +  tan^ 


i_tanf 

Dies  stimmt  mit  der  in  Band  II  Seite  379  gegebenen 
Formel  ttberein,  nur  ist  — ^  an  Stelle  von  a  zu  setzen,  was 
jedoch  ohne  Belang  ist  und  nur  mit  der  wiUkOrlichen  Wahl 
der  Eoordinatenrichtung  in  Figur  88  zusammenhängt.  Da- 
mit ist  die  Richtigkeit  der  Behauptung  ebenfalls  bewieset 

Ftthrt  man  in  der  Figur  die  quadratische  Ein- 
teilung des  Eatenoids  aus,  und  zwar  mit  Hilfe  der 
Projektion  der  quadratischen  Einteilung  des  Cylin- 
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ders  auf  das  Eatenoid,  and  zieht  man  dann  die  ent» 
sprechenden  Normalen  and  die  ihnen  parallelen 
Radien  der  Engel,  so  hat  man  eine  geometrische 
Elementar-Konstruktion  für  die  Übertragung  der 
Mercatorkarte  auf  die  Kagel.  Aach  die  umgekehrte 
Übertragung  ist  damit  erledigt. 

Die  obigen  Darlegungen  sind  also  auch  von  karto- 
graphischem Interesse. 

[Auch  der  hier  bewiesene  Satz  ist  nur  ein  Sonderfall 
eines  allgemeineren,  denn  Bonnet  hat  bewiesen,  dafs  die 
sphärische  Abbildung  jeder  Minimalfläche  eine  konforme  ist» 
Ihre  konformen  Abbildungen  auf  einander  hängen  also* 
ebenso  zusammen,  wie  die  entsprechenden  konformen  Ab- 
bildungen der  Kugelflächen  aufeinander.] 

§  271)  Die  Eettenlinie  ist  ein  interessante» 
Beispiel  zu  den  in  Band  lU  auf  Seite  99  besproche- 
nen imaginären  Schreibweisen.  Dort  zeigte  sich,  dafs- 
die  gleichseitige  Hyperbel  gewissermafsen  die  imaginäre 
Fortsetzung  der  Hyperbel  ist,  und  schon  in  Band  U  Seite  294 
wurde  das  aus  der  ersteren  entstehende  zweifache  Drehungs- 
hyperboloid als  Fortsetzung  der  Engel  betrachtet.  Es  fragt 
sich,  ob  ähnliches  bei  der  Eettenlinie  bezw.  beim  Eatenoid 
stattfindet. 

Die  Gleichung  der  Eettenlinie  ist 
oder 


2)  e-=y+/y»-i. 

Dafür  kann  man,  ohne  dafs  sich  etwas  ändert,  schreiben 

3)  e^^y^iYJZZ^^ 


wo  «  =  +  V  —  i  ist.  Für  reelles  y  >  i  steht  rechts  nur 
scheinbar  Imaginäres.  Für  y  <  /  dagegen  wird  die  rechte 
Seite  ebenso,  wie  in  Gleichung  2)  komplex.  Im  letzterea 
Falle  kann  also  links  auch  a:  nicht  reell  bleiben.  Was  ist 
dann  daftLr  zu  schreiben? 
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Jede    komplexe    Gröfse    läfst    sich    auf    die    Fom 
r{eoBq>-\-ism(p)  bringen.     Aus 

4)  y-{-iVl  —  }/*  =  r  (cos  y  -f-  *  «io  g>) 

folgt  durch  Gleichsetzung  der  reellen  und  imaginären  Teile 

y  =  r  cos  q>j     Vi  — y*  =  r  sin  flp. 
Durch  Quadrierung  und  Addition  folgt 

r*  (cos*  9>  +  *  sin*  qp)  =  y*  -|-  i  —  y*=  l^ 

oder,   da   die  Klammer  auch  gleich  1   ist,   r=i  1.     Daraus 

aber  folgt  y  =  cos  %  was  von  selbst  mit   sin  qp  =  Vi  — y* 
zusammenstimmt    Die  Gleichung  4)  wird  also 


cos  qp  -|- 1  sin  9)  =  y  -f- 1 VT^^^ 
oder 

^  =y  +  i/i  — y*. 

Der  Vergleich  mit  3)  zeigt,  dafs  man  für  x  eine  rein 
imaginäre  Zahl  zu  schreiben  hat.  Hätte  man  statt  7 
Ton  vornherein  x  geschrieben,  so  hätte  man  erbalten 

5)  €-'  =  y  +  i/i^=^. 

Gleichung  1)  aber  würde  übergegangen  sein  in  die  auch 
aus  5)  folgende 

6)  y  = — =  cos  X. 

Das  Resultat  ist  folgendes: 

Sobald  y^i  ist,  sind  1)  und  2)  Gleichungen  der 
Eettenlinie.  Diese  Gleichungen  verlieren  ihre  Bedentnng, 
sobald  y  <ii  ist.  SoUen  sie  auch  für  y  <C  ^  eine  Bedeutung 
erhalten,  so  ist  eine  Änderung  nötig,  die  darin  besteht,  dal^ 
man  xi  statt  x  schreibt.  Dadurch  aber  geht  Gleichung  1) 
aber  in  die  einfache  Gleichung 

7)  y  =  cos  X, 
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d.  h.  in  die  Gleichung  einer  Kurve,  die  sich  von  der  durch 
j/  ^=  sia  a   dargestellten   Sinuskurve   nur   durch    eine  Ver- 

Schiebung   um  die  Strecke   —    auf   der    Z- Achse    unter- 

Bcheidet.    Folglich : 

Die  imaginäre  Fortsetzung  der  Kettenlinie 
ist  eine  Sinuskurve. 

(Beide  Kurven  gehören  also  ebenso  zusammen,  wie  die 
Hyperbel  x^ — y*  =  ^  oder  «•-|-(iy)*  =  i  und  der  Kreis 
a?'-f-^*  =  i.  In  den  Scheitelpunkten  berühren  sie  ein- 
ander.) 

Führt  man  die  von  Gudermann  aufgestellten  hyper- 
bolischen Funktionen  mittels  der  Gleichungen 


gof  X  =  —3^- ,    ©in  X  = 


—  * 


2        '  2 

ein,  so  lautet  die  Gleichung  der  Kettenlinie 
8)  y  =  ®of  X. 

Läfst  man  die  Figur  um  die  F-Achse  rotieren, 
so  hat  man  den  besprochenen  Zusammenhang 
zwischen  dem  Katenoid  und  der  aus  der  Sinus- 
Kurve  entstehenden  Drehungsfläche. 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  8)  läfst  sich  also  eine  ganz 
neue  Behandlung  dieser  Fläche  durchführen,  wobei  sich 
zahlreiche  Eigenschaften  in  einfachster  Weise  ergeben. 

§  272)  Über  die  Schraubenlinie  sei  folgende  Be- 
merkung gemacht.  Man  kann  sie  sich  dadurch  entstanden 
denken,  dafs  ein  Ejreisschnitt  des  Sjreiscylinders  sich  mit 
konstanter  Geschwindigkeit  um  die  Gylinderachse  dreht, 
während  sich  sein  Mittelpunkt  auf  der  Achse  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  verschiebt.  Jeder  Ej:^iBpunkt  beschreibt 
dann  eine  Schraubenlinie.  Steht  dabei  der  Cylinder  senk- 
recht auf  horizontaler  Ebene  und  wird  er  von  der  Sonne 
irgendwie  beleuchtet,  so  ist  der  Schatten  (die  Projektion) 
des  Kreises  stets  ein  Kreis,  der  sich  mit  konstanter  Ge- 
schvnndigkeit    dreht,    während    sein   Mittelpunkt    sich    mit 

HolsnftlUr.  Stonomctri«  IV.  19 
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koMta&ter  Oeschwindigkeit  auf  einer  Grerad^i  bewegt 
Jeder  Pankt  des  SchattenkreiseB  beschreibt  also 
eine  cyklische  Knrve.  Stimmt  die  Neigung  der 
Sonnenstrahlen  mit  dem  Steigungswinkel  der 
Schraubenlinie  Uberein,  so  ist  der  Schatten  der 
Schraubenlinie  eine  gewöhnliche  Cykloide.  Fallec 
die  Sonnenstrahlen  steiler  ein,  so  entsteht  eine 
sogenannte  verlängerte,  .  mit  Schleifen  verseheDe 
Cykloide;  fallen  sie  weniger  steil  ein,  so  entsteh 
eine  verkürzte  Cykloide  ohne  Schleifen  oder  KUck- 
kehrpunkte. 

Diese  cyklischen  Kurven  sind  bekanntlich  der  elemec- 
taren  Konstruktion  und  Berechnung  zugänglich.  (Ver^l. 
z.  B.  die  Schriften  von  Zehme,  Iserlohn  1854  und  Weissen- 
born,  Eisenach  1856  über  diese  Kurven.) 

§  273;  Soll  demnach  die  Minimalschraubenregel- 
fläche  in  der  entsprechenden  Parallelperspektive  mit 
Winkel  90  ^  für  die  horizontal  nach  hinten  gehenden  Linieo 
gezeichnet  werden,  so  wird  jede  ihrer  Schraubenlinien  eine 
der  genannten  cyklischen  Kurven.  Daraus  ergiebt  sieb  mit 
Hilfe  der  in  Bd.  I  Seite  71  bis  75  gegebenen  Schräg- 
perspektive des  Kreises  eine  einfache  Konstraktion  derselben 
Schraubenlinien  in  schräger  Parallelperspektive,  und  anch 
die  Centralperspektive  ist  leicht  zu  erledigen. 

Da  nun  die  senkrechte  Projektion  der  Schraubenlinie  auf 
einen  Hanptschnitt  ihres  Cylinders  eine  Sinoide  giebt,  so 
steht  nach  obigem  die  Schraubenlinie  zum  Kreis, 
zur  Kettenlinie,  zur  Traktrix,  zur  Sinoide  und  zu 
den  cyklischen  Kurven,  besonders  zur  gewöhn- 
lichen Cykloide  in  einfachen  Beziehungen.  Von 
jeder  dieser  Kurven  aus  kann  man  also  Eigenschaften  der 
übrigen  in  einfacher  Weise  ableiten. 

Was  von  der  Minimalschraubenregelfläche  gesagt  ist 
versuche  der  Licser  anf  andere  Schraubenregelflächen,  ins- 
besondere anf  die  abwickelbare  und  aof  Schraubenfläcben 
allgemeinerer  Art,  z.  B.  auf  die  SchraubenrObrenfläche,  ans- 
zudehnen.  Auch  hierin  liegt  reichhaltiger  Übungssfoff  ftlr 
die  darstellende  Geometrie.  Analoge  Übungen  sind  aneh 
für  die  allgemeinen  Röhrenflftchen  des  dritten  Bandes 
möglich. 
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§  274)  Geaehichtliehe  Bemerkungen  zum  Nach- 
trag. Die  Delaunayschen  Sätee  findet  man  in  der  Ab- 
handlung „Sur  la  snrface  de  reyolution  dont  la  courbure 
moyenne  est  eonstante.  LiouviUes  Journal  IV,  1841.  Über 
denselben  Gegenstand  berichtet  allgemeiner  Lindelöfin  den 
MSmoires  de  la  Sociöt^  des  Sciences  de  Finlande.  Während 
Mansion  die  von  den  Brennpunkten  rollender  Kegelschnitte 
beschriebenen  Kurven  als  Delaunaysche  Kurven  bezeichnet, 
schlägt  Lindelöf  die  Bezeichnung  als  elliptische,  hyperbolische 
und  parabolische  Kettenlinien  vor.  Da  von  Kettenlinien  nur 
in  dem  einen  Falle  die  Bede  sein  kann,  während  die 
Parabel  schon  als  Kettenbrttckenlinie  eine  Bolle  spielt, 
v^ird  der  Vorschlag  schwerlich  durchdringen. 

Spitzer  behandelte  die  von  der  Ellipse  auf  diese 
Weise   erzeugten   Kurven    im   Archiv  der  Math.   Band  150 

(1868). 

Bonnet  hat  in  den  Compt.  rendus  von  1853  bewiesen, 
dafs  die  sphärische  Abbildung  von  Minimalflächen  stets 
winkeltreu  ist 

Über  Minimalschraubenflächen  im  allgemeinen  hat 
Scherk  geschrieben. 

Den  Satz,  dafs  die  Minimalschraubenfläehe  die  einzige 
Segelfläche  mit  dem  Charakter  einer  Minimalschraubenfläehe 
sei,  hat  Catalan  ausgesprochen. 

Nach  Bour  ist  jede  Schraubenfläche  auf  eine  Krümmungs- 
fläche abwickelbar.  Die  einzige  Krttmmungsfläche,  welche 
Minimalfläche  ist,  ist  aber  nach  Band  lU  das  Katenoid 
(vergl.  Schwerpunktslage  der  Kettenlinie).  Oiebt  es  nun 
neben  der  Minimalschraubenregelfläche  noch  andere  Minimal- 
schraubeuflächen,  die  also  nach  Bour  auf  Krttmmungsflächen 
abwickelbar  sind,  mtlssen  dann  diese  nicht  auf  das  Katenoid, 
also  auch  auf  die  Minimalschraubenregelfläche  abwickel- 
bar sein? 

Den  Satz,  dafs  das  Schrägbild  der  gewöhnlichen 
Schraubenlinie  (auf  dem  Normalschnitt  zur  Achse)  eine 
cyklische  Kurve  ist,  scheint  Montuclas  zuerst  bemerkt  zu 
haben.     Vergl.  Histoire  des  math.  Paris,  1799,  1178. 

Über  die  Kettenlinie  hat  Mannheim  in  Ldouvilles 
Journal,  2.  Ser.  IV,  1859  Seite  103  noch  folgenden  Satz 
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bewiesen,  der  eine  weitere  Beziehung  zur  Parabel  g:iebt: 
Rollt  die  Eetftenlinie  aof  einer  Greraden,  so  ist  der  Ort  der 
ErUmmongsmittelpankte  für  die  aofeinanderfolgenden  B^ 
rührangspnnkte  eine  Parabel. 

Wird  ein  Segel  zwischen  parallelen  Stangen  ansgespaiiDt 
so  wirkt  der  Winddmck  anf  jeden  Parallelstreif  genan  ebenso, 
wie  die  Schwerkraft  auf  jeden  Teil  der  doppelt  aii%ehängtefi 
Kette.  Die  so  entstehende  Segelkorve  ist  also  eine  Eetten- 
linie.  (Jac.  Bemonlli,  Opjera,  1  Seite  59  bis  61.)  Die  so  ent- 
stehende Gylinderfiäche,  deren  Basis  die  Eettenlinie  ist, 
demnach  eine  gewisse  praktische  Bedentang. 
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Abbildnng  konfonne,  stereogra- 
phische,  affine,  kollmeare,  pro- 
jektivische,  duale,  durch  reci- 
proke  Polaren,  durch  Inversion, 
sphäiische  von  OauTs,  äqui- 
viJente  siehe  diese  Stichworte. 

Abgeschrägte  Prismen  und 
Cylinder  1187,  H  80—92;  Kreis- 
kegel und  regelm.  Pyramiden 
II 177-185. 

Abkantung  I  46. 

Abstumpfuig  1 46. 

Absolute  Geometrie  I  307. 

Abwickelbarkeit  bei  überein- 
stimmendem Krümmungsmafs 
1 295—305 ;  der  SchraubenfLächen 
auf  Drehungsflächen  III 118 ;  der 
Schraubenregelflächen  auf  das 
Drehungshyperboloid  m  111 ;  der 
Minima^chraubenregelfläche  auf 
das  Katenoid  m  121. 

Achtflach  siehe  Oktaeder. 

Additionssatz  für  Planmomente 
2.  Ord.  lY  12 ;  für  Azialmomente 
2.  Ord.  IV  15. 

Affinität  1 131. 

Ähnlichkeit  1 131,  148. 

Ähnlichkeitspolaren    bei 
Kreisen  1 116. 

Ahnlichkeitspunkte    bei 
Kugeln  1 234—237;  bei  Körpern 
in  perspektivisch  ähnlicher  Lage 
I  167. 


Amplitude  und  Coamplitnde  der 
Dreikantecke  II 189. 

Analogien  zwischen  Kreis 
und  gleichs.  Hyperbel  III  98 
bis  100. 

Analzym-Krystall  I  56. 

Ankreis  sphärischer  Dreiecke 
1220. 

Ankegel  der  Dreikantecke  II 
203,  209. 

An-Kugeln  des  Tetraeders 
1 158-160,  n  221—228. 

Anzahl  der  zwischen  n  Punkten 
möglichen  Geraden  1 22 ;  der 
Sclmittlinien  von  n  Ebenen  1 22; 
der  Ebenen  durch  n  Baumpunkte 
122;  der  durch  n  Ebenen  be- 
stimm tenPunkte  1 23;  der  regelm. 
Körper  1 45;  der  Archimedischen 
und  Antarchimedischen  Körper 
I  58 ;  der  Flächen,  Kanten  und 
Ecken  bei  Eulerschen  Polyedern 
1 175 — 181 ;  der  homogenen  kon- 

^^  yexen  Polyeder  1 176. 

Aquidistante  Kurven  der  Ellipse 

^  I  281. 

Äquivalente  (flächentreue)  Pro- 
jektion der  Kugel  auf  den  Cy- 
linder I  256. 

Archimedische  Körper  undihre 
reciproken  152—54;  Übungen 
darüber  II 148—155. 

Archimedische  Spirale  IV  38. 


*)  Die  TftmiselieB  Zfthlen  b«d«iiton  den  Band«  die  ar»biioheB  die  Seitenialileii. 
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Archimedischer  Satz  111366; 
Erweiterung  desselben  n  306. 

Augenpunkt  I  98. 

Axiom,  elftes  des  Euklid  I  807. 

Axonometrische  Sfttze  von 
GaoTs  und  Weisbach  186—97; 
Krystallograpbie  I  54—57. 

Astronomische  Anwendungen 
II  424-472. 

Axialmomente  l.Ord.  für  Punkt- 
systeme IV  5;  2.  Ord.  ftir  Punkt- 
systeme lY  12;  (siehe  auch  Träg- 
heitsmomente). 

Berührungsaufgaben    für 
Kugeln  I  236;  für  vier  Kugeln 
II  473. 

Berührungskegel  der  Drei- 
kantecke n  205;  der  log.  Spiral- 
röhrenfläche III  268. 

Berührungskugeln  des  Tetra- 
eders 1158,  11221—228;  der 
Cyklide,  der  Bohrenflächen  siehe 
diese. 

Berührungskreise  sphärischer 
Dreiecke  II  405—409. 

Biegungssätze,  betreffend  Er- 
haltung des  Krümmungsmafses 
I  295-324. 

Biiiormale  III 17. 

Bo arscher  Satz  über  Abwickel- 
barkeit von  Schraubenflächen 
auf  Drehungsflächen  III  118. 

Brntschneiders  Satz  Über 
Doppelverhältnisse  und  Doppel - 
Winkel  bei  der  Inversion  III  213. 

Brianchons  Satz  über  Sechs- 
seite  bei  Kegelschnitten  1 109, 
118. 

Cardioidische  Kurvenscharen 
IV  139,  142. 

Cassinische  Kurven,  siehe 
Lemniskaten  2.  Ord. 

Cavalieris  Grundsatz  1 151, 155, 
1H3. 

Cavalierische  Beziehungen  II  291 
bis  312. 

Cavalierische  Verkürzung  u.  Ver- 
längerung III  72—82,  96. 

Cavalierische  Verschiebung  1 149, 
363;  III.  76—80,  82,  86,  89,  90. 


Centralprojektion  I  97 — 14L 

CentraleUipse  IV  108.  111,  186. 

Centralellipsoid  IV  i86,  266. 

Centrifugalmoment  beiPunkt- 
systemen IV  1 1 ;  für  ebene  Ge- 
bilde IV 115;  seine  Bedeatun^^ 
für  abgeschrägte  Prismen  nnl 
Cylinder  IV  76 ;  für  Drehongs- 
körper  IV  78;  seine  mechanische 
Deutung  IV  80;  seine  stereo- 
metrische  Veranschanlichnnf 
rv  83;  seine  Lemniskate  IV 
119;  Centrifugalmomente  fnr 
die  von  Flächen  zweiten  Grade» 
begrenzten  Körper  IV  247—254. 

Complanation  des  senkr.  Kreid- 
Cylinders,  seiner  Abschrägung 
1187;  des  senkr.  Kreisk^;el^ 
seines  Stumpfes,  seiner  Ab- 
schrägnng  1 194;  der  Kugel  and 
ihrer  Teüe  I  208.  212,  214.  U 
j99.  324,  325,  327,  328;  des 
Drehangsparaboloids  III  103: 
des  Katenoids  III  138;  der 
Minimalschraubenregelfläche  III 
126 ;  der  log.  Spiralröhrenflache 

III  285 ;  Giüdinscher  Drehungs- 
flächen III  37—72 ;  der  abwickel- 
baren Schraubenregelflfiche  III 
178;  obeliskischer  Mantelflftchea 
II  263. 

Coordinaten,      elliptische    TV 

258. 
Cosinussatz  für  Dreikanteckea 

'zur  Winkelberechnung    II  186. 

zur   Seitenberechnnng    II   ISd; 

für  sphärische  Dreiecke  11  li^L 
Cyklide,  Drehungscyklide  I  270 

bis  275,  276—283,  286,  291,  295, 

317,    m  48-54,    59,    66-69. 

IV  177—180;  Dupinsche  Qyklide 
I  263—283,  309—315. 

Cyklische  Kurven  als  ParaUel- 
Projektion  der  Schraubemlinie 
rv  290. 

Cylinder,  senkr.  Sjreiscylinder 
1 186- 193;  seine  Schnitte  I  324 
bis  331 ;  Berechnungen  an  ihm 
und  seinen  Teilen  II  41—67; 
allgemeine  Cylinder  und  ihre 
Abschrägungen  11  68—92. 
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Oylinder- Projektion     der 
Engel  I  256. 

Dachkörper  Till;  TergHohen 
mit  dem  Drehnngsparaboloid  309. 

Darstellende  Geometrie  I  36 
bis  143. 

Desargnes  Satz  über  perspekti- 
vische Dreiecke  I  114,  167 
bis  171. 

Delisches  Problem  II  5. 

Deviationsmoment  (siehe  Gen- 
trifngalmoment). 

Diamantoeder  156. 

Direktrix  der  Kegelschnitte 
I  333,  344;  der  Traktrix  I  304, 
der  Eettenlinie  lU  127,  129, 
132,   IV  276. 

Distanzpnnkte  198. 

Dodekaeder,  regelm&Cnges 
I  42—45,  51,  77-81,  101; 
Tafel  I.  n  113—115;  symmetri- 
sches ,n  157. 

Dom  einer  Lokomotive  II  343. 

Doppel  Pyramide  .  des  Hexa- 
gonalsystems  II  4. 

Doppelspirale,  logaritbmische 
III  297-303;  Schar  der  D. 
III.  299;  qnadrat.  Einteilung  d. 
Ebene  durch  zwei  solche  Scharen 

III  299;  Böhrenfläche  der  D. 
305—309;  Znsammenhang  mit 
den  Engelloxodromen  und  ihren 
Yerallgemeinemngen  I  250,  III 
309-313. 

Drehungsflächen  u.  -Eörper, 
Dreh.-Fl.  2.  Ord.  I  348—361 ; 
Gnldinsche  Drehungsgebilde  II 
1—110;  parabolische  Drehungs- 
körper höh.  Ordnung  IV  74—77, 
152—160. 

Drehungssatz  für  statische 
Momente  IV  4,  für  Trägheits- 
momente IV  Jü,  14;  für  Centri- 
fngalmomente  IV  119. 

Drehnngsparaboloid  (siehe 
Paraboloid) ;  Trägheitsmomente 

IV  170. 

Dreikant  und  Dreikantecke 

I  26—29,  n  186-213. 
Dreiseitiges  Prismal  163,1111. 


Dreiseitige  Pyramide  I  153 
bis  173,  II  216—251;  (vergl. 
Tetraeder). 

Dualität  (Beciprozität)  im 
Baume  1 23 —25 ;  duale  Eonstmk- 
tionsanfgaben  I  47—54,  57—62. 

Dupinsche  Cykliden  I  263—283. 

Durchdringungen  für  zwei 
regelm.  Tetraeder  I  39,  68; 
für  zwei  Würfel  I  66—71,  H 
160—164;  zwei  Oktaeder  II 
164;  zwei  Pentagondodek.  I  51; 
zwei  Ikosaeder  151;  fünf  regelm. 
Tetraeder  I  68,  82,  U  171; 
fünf  Würfel  I  71. 

Ebenen  im  Baume  I  1—7;  ein- 
ander schneidende  110;  parallele 

I  12 — 13;    harmonische  I   18, 
24,  130,  133. 

Ebenenbüschel  I  23. 

Ecken-  und  Eckenbildung  I  25 
bis  35;  Dreikantecken  (siehe 
diese) ;  Ecke  und  Polarecke  1 29; 
Ecke  und  Scheitelecke  I  28. 

Ekliptik  auf  der  Himmelskugel 
114.^5;  auf  Merkatorkarte  II 434. 

Ellipse  I  71—75,  325-375; 
Fläche  d.  E.  I  74;  Trägheits- 
moment der  E.  IV  98,  ^9. 

Ellipsoid,    Drehnngs-E.  I  349, 

II  308;   dreiachsiges  I  362,  IV 
199-213. 

Ellipsoidschicht  ähnlich  begrenzt 
IV  213-217. 

Ellip  tischer  Qylinder  1 327, 346. 

Elliptische  Krümmung  1291. 

Energieberechnnng  für  sich 
drehende  Körper  IV  199-201. 

Erhaltung  d.  Kreise,  Kugeln, Cy- 
kliden, Krümmungslinien,  Krüm- 
mungskreise, Schmiegungs- 
kug^,  Winkel,  Doppelverhält- 

'  nisse,  Doppelwinkel  bei  der 
Inversion  III  210—213;  E.  der 
Doppelverhältnisse  bei  Affinität, 
Kollineation,  Polarität  IV  226  bis 
231;  E.  des  Gaufsschen  Krüm- 
mungsmafses  der  geodätischen 
Linien,  der  quadratischen  Ein- 
teilungen b.  Biegungen  1 293-310. 
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Enlersche  InhaltBformel  für 
Tetraeder  11  2i;0;  Formel  für 
Normalschnitte  und  ihre  Erüm- 
mnngslinien  I  285;  Polyeder  I 
175—185. 

S  X  c  e  8  8  ephärischer  Dreiecke  1 213. 

Fl&chenformeln  a)  für  ebene 
Fignren :  n-Eck  11  261 ;  Ellipse 

I  74,  m  36;  Hyperbel  II  71, 
III 91—93;  Parabeln 71, m 90; 
Parabeln  p**r  Ordnung  II 28  bis 
35;  Polarparabeln  p^'  Ordnung 

II  36 — 44;  den  Parabeln  zu- 
geordnete Flächen  II  48—71; 
log.  Spirale  11  251;  b)  für 
Polyeder:  Würfel  II  1,  5.  6; 
Rechteckskörper  II  10;  Dach- 
körper II  11. 17,  21;  Prismall 
26,  33,  34,  36,  39;  regelm. 
Tetraeder  II  101,  110;  regelm. 
Oktaeder  II  111 ;  regelm.  Ikosa- 
eder  II  112;  regelm.  Dodeka- 
eder II  115;  Tabelle  für  die 
regelm.  Polyeder  II  116,  119; 
Archim.  Körper  u.  recipr.  II 
149—155;  Pyramidenwürfel  II 
156;  Bhombendodekaeder  II 156; 
abgestumpfte  Würfel  11  15^; 
abg.  Oktaeder  II  159;  zwölf- 
eckiges Stemdod.  11  167,  169; 
unregelm.  Tetraeder  II  220, 234 ; 
c)  für  gekrümmte  Baumgebilde, 
siehe  Complanation ;  d)  für  die 
Mäntel  abgeschrägter  Prismen 
und  Cylinder,  auch  solcher,  die 
durch  Kegel  oder  Paraboioide 
begrenzt  sind,  siehe  Mantel- 
fläche. 

Flächen     konst.     Krümmungs- 

mafses  I  297—309. 
Flächen  zweiten  Gr  ad esl  141. 

348—378,  IV  190-271. 
Flächennetze  f.  Polyeder  1 141. 
Flächen  treue    od.    äquivalente 

Karten  I  141. 
Flächenverhältnisse  ähnlich. 

Gebilde  I  148—185. 
Fokalellipse  I  365. 
Fokalhyperbel  I  364. 
Fluchtpunkte  I  100,  101. 


Gaufsscher  Grundsatz  der  Axo- 
nometrie I  86 — 97;  Ganfsachea 
Krümmungsmafs  I  293;  Oaufa- 
flcher  Satz  über  Erhaltung  des 
Krümmungsmafses  bei  Biegung. 
I  295. 

Geodätische  (kürzeste)  Linien 
auf  dem  Cylinder,  auf  dem 
Kegel  I  197;  auf  der  Kagel  I 
207;  auf  abwickelb.  Schrauben- 
regelfläche  I  181. 

G  e  o  d  ä  t  i  8  c  h  e  r  Satz  Yon  Legendre 
n  469. 

Geodätisches  Dreieck  auf 
Flächen  konstant.  Krümmungs- 
mafses I  305. 

Geodätischer  Kreis  I  301. 

Gerade  auf  ein  manteligem  Hyper- 
boloid I  351—355,  365;  auf 
hyperbolisch.  Paraboloid  I  3(>6 
bis  370,  n  244-250,  IV  ^2 
bis  84 ;  auf  Schraubenre^elfläch. 
III  111-118;  auf  Minimal- 
schraubenregelfiäche  III  von  1 21 
ab;  auf  abwickelb.  Schrauben- 
regelfläche  in  von  169  ab. 

Gewölbe  II  86-92.  Gewölbe- 
kappe n  87;  Gewölbewange  n 
So;  Leibungsfläche  n  88—91). 

Globoid  -  Schneckenantrieb  UI 
316 

Gradnetz  der  Kugel  I  205. 

Granatoeder,  siehe  Bhomben- 
dodekaeder. 

Gratlinie  der  Tangentenflftche 
III  18;  der  Fläche  der  Krüm- 
mungsradien einer  Fläche  I  299, 
m  283 ;  der  Fläche  der  Krfim- 
mungsachsen  bei  Baumknrren 
III  19. 

Gravitationskonstante  11373. 

Guldinsche  Begeln  m  1  bis 
110;  Inhaltsformel  III  1—6; 
Verallgemeinerungen  lEL  7 — 10, 
30—37;  Flächenformel  37—40; 
Verallgemeinerungen  41  —  45 ; 
Übungen  49—110. 

Halbecker  I  46,  51,  65,  66. 
Halbellipse    Schwerpunkt    III 
82,  Anwendungen  HI,  83,  86. 
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Halbflächner  I  40,  44.  56,  51. 
Halbregelmäfftige    Körper, 

siehe  Archimedische. 
Halb8tiimpfI48,65,  II  149,150. 
Halbtetraeder  I  3€6,   U   244, 

269. 
Harmonice  mundi  von  Kepler 

163. 
Harmonische  Ebenen  I  18,  24, 

130,  133. 
Harmonische     Transformation 

von  MOblns  I  129. 
Hanptellipse  beim  Parallelogr. 

I  73. 

Hanptkreise  der  Kugel  (grOfste 

Kr.)  I  201,  207. 
Hanptlagen    der    Ebenen    im 

Baume  I  14. 
Hauptnormale  III  11,  16. 
Hauptrichtungen  der  Geraden 

im  Räume  I  14. 
Heinzes  System  der  genetischen 

Stereometrie  II  270. 
Hemiedrie,   siehe  Halbflächner. 
Hezagonales  Erystallsystem  I 

57,  II  4. 
Hexagonale  Würfeldurchdring. 

II  5. 

Höhen  des  Tetraeders  I  160, 
n  246—250. 

Hohlkehlen  III  66,  68 

Hohlkugelll  332,  333,  339,  341, 
343,  344. 

Homogene  Punktsysteme  n.  ihre 
Momente  IV  1— lö. 

Homogen  zusammenges.  Raum- 
gebilde I  182. 

Hyperbel  I  335—342;  als  Indi- 
catrix  I  290. 

HyperbelbüBchel  2.  u.  höh. 
Ord.  IV  136,  142,  145. 

Hyperbelschar  IV  136,  141. 

Hyperbolischer  Cylinder  I  342 
bis  344. 

Hyperbolischer  Kegel  I  347. 

HyperbolischeKrümmungI291. 

Hyperbolisches  Paraboloid  I 
336,  II  244,  271,  IV  83. 

Hyperboloid.  Drehungs-H.  I 
351—360,  II  296—306;  drei- 
achsiges 1 365—370, 873,IV217. 


Ikosaeder  regelm.  1  40,  41, 
51,  77,  81;  Tafel  I.  H  112,- 
123. 

Indicatrix  I  290. 

Inhaltsformeln,  Parallelfacb 
I  146—150;  Pyramide  I  165; 
regelm.  Körper  I  174,  II  116; 
Pyramidenstumpf  II  107,  252, 
256;  Obelisk  H  259,  267:  Pris- 
matoid  II  269,  271—291;  ab- 
geschrägte Prismen  n  74^92; 
Kreiscy  1  Inder  1 1 87;  abgeschrägte 
Kreiflcylinder  II  74—92,  IV  73 ; 
Kreiskegel  I  194;  Kegelstumpf 
I  199,  II  104;  abgeschrägter 
Kreiskegel  II  178—185;  Kugel 

I  214,  II  291—293;  Kugelteüe 

II  312—372;  Drehungshyper- 
boloid, zweimantelig  II  295; 
einmantelig  I  297;  Drehnngs- 
paraboloid  II  309,  parabolischer 
Cylinder  II  311;  Verallgemeine- 
rungen U  305;  Guldinsche 
Drehungskörper  III  1—6;  ihre 
Verallgemeinerungen  III  30 
bis  33;  Schraubengewinde  III 
33-37;  Übungsbeispiele  LEI  48 
bis  110;  Katenoid  III  135; 
Minimalschraubenregelfläche  III 
124;  Schraubenröhrenfläche  m 
187;  Spiralröhrenfläche  III  289; 
parabolische  Cylinder  höh.  Ord. 
IV 18—35,  92;  polarparabolische 
Cylinder  IV  42;  parabolische 
Drehungskörper  höh.  Ord.  IV 
44—47;  parabolisch  begrenzte 
Cylinder  und  Prismen  IV  84 
bis  88,  125—144;  durch  Kegel 
begrenzte  Cylinder  n.  Prismen 
über  hyperbolischen,  lemniska- 
tischen,  cardioidischen,  paraboli- 
BchenGmndflächen  verschiedener 
Ord.  IV  125—144;  ElUpsoid, 
Hyperboloid,  Paraboloid  und 
Abschnitte,  Parallelschichten, 
Sektoren  dieser  Körper  IV  von 
190  ab. 

Inhaltsverhältnisse  ähnlicher 
Körper  I  148,  174,  185. 

I  n  -  K  r  e  i  s  sphärischer  Dreiecke 
II  405-407. 
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In-Eegel  der  Dreiktntecke 
n  205. 

In- Kugel  des  Tetraeders  1 158, 
n  222. 

Invarianteii,  siehe  Erhaltung. 

Inyersionim  Banme  1 238 — 250, 
m  210-231. 

Inversionsyerwandte  der 
Drehungscykliden,  s.  Dapinsche 
Cykliden;  des  Kreiscyb'nders, 
Kreiskegels,  ihrer  Loxodromen, 
der  Schraubenlinien  und  -flächen 
m  210—231;  der  log.  Spiral- 
rOhrenfläche  III  297—313. 

Isogonal,  siehe  konform. 

Isometrische  Projektion    n  4. 

Kartographie  1250—259. 

Katenoid  III 127— 162,  IV  Ton 
275  ab.  Sein  Erümmungsmafs  u. 
seine  mittlere  Krümmung  IV  279. 

Kegel  I  193-200.  11  93—99, 
104-106.  124—134,  177-185, 
331—342,  344—348.  375. 

Kegelschnitte  1381—348. 

Kegelschnittsfläcben  (zweiten 
Grades)  1 349—383,  IV 190-273. 

Kegelstumpf  I  198—200,  n 
104-107,  124—134. 

Ketten linie  siehe  Katenoid. 
Ihre  Evolute  und  Evolvente 
IV  278.  Als  Brennpnnktsweg 
für  die  auf  der  Geraden  sich 
abwälzende  Parabel  IV  281. 

Klostergewölbe  II  88. 

KoUineation  I  114-133,  III 
72—82. 

Kollineationscentrum  I  123. 

Kollineationsachse  1 123. 

Kollineares  Netz  I  124. 

KoUineationsebene  1 172. 

Komplanation  siehe  0. 

K  on  f  0  k  a  1  e  Flächen  zweiten 
Grades  I  373-376,   IV  260. 

Konforme  Abbildung  durch  In- 
version (siehe  diese)  und  stereo- 
graphische Projektion  (siehe 
diese) ;  logarithmische  Abbil- 
dung, siehe  diese;  konforme 
Abbildung  von  Kugel  auf  Ebene 
I  240-243,    254—256;    Kugel 


auf  Parallelstreif  I  250—252. 
n  375—390;  Drehungscykiide 
auf  Rechteck  1 277—281 ;  Dapin- 
sche Gyklide  auf  Rechteck  1 310; 
Katenoid  auf  Parallelstreif  und 
Ebene  HI  140—162;  auf  Kogel 
IV285;  Minimaischraubenregd- 
fläche  auf  Ebene  III  163-169. 

Kongruenz  der  Dreikante  130: 
der  Polyeder  1 185. 

Konkaves  Stemikoaaeder  159. 

Konstruktionen,  grondlegeide 
im  Baume  115;  stereometriscfae 
I  86—143;  stereoskopische  I 
104-106;  exakte  10  318-320 

Kontingenzwinkel  HI  15. 

Koordinaten  siehe  OoordioateiL 

Koppes  Satz  von  den  Obeliaka 
n257. 

Körperlicher  Baum d.Dreikaat- 
ecke  n  194. 

Kosmische  Aufgaben  II  367 
bis  375. 

Kreis  im  Schrägbild  I  71-75; 
in  Gentralprojektion  1 106—113. 

Kreiscylinder  1186—193,  ü 
41 92   124—134. 

Kreiskegel  I  193—200,  331 
bis  34H,  n  93—100,  104,  m 
bis  134. 

Kreispunkte  (Nabelpnnkte)  dei 
EUipsoids  I  163;  K.  im  a&- 
gemeinen  I  288. 

Kreisreihen  auf  der  Kugel  I 
260—263. 

Kreisschnitte  der  Qylinder  uni 
Kegel  zweiten  Grades  I  347; 
des  Ellipsoids  I  363;  des  am- 
manteligen  Hyperboloids  I  365: 
des  zweimanteligen  I  370;  des 
elliptischen  Paraboloids  I  370; 
der  Drehungscyklide  (4Gnippen} 
I  273;  der  Dupinschen  CykUden 
I  312,  III  213;  der  Schranbea- 
röhrenfläche  lU  183,  194  osd 
ihrer  Inversionsverwandten  DI 
225 ;  der  iogarithmischen  Spinl- 
röhrenfläche  lH  233  und  ihm 
Inversiensverwandten  m  303 
bis  313;  der  verallgemeinerten 
Bohrenflächen  III  313. 
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Kreisteilung  m  318;  per- 
spektivische I  193. 

Krenzgewölbe  II  90. 

Xreaznng  tob  Geraden  1 13—14. 

Xrümmnng  der  Flächen  I  28H 
bis  324;  elliptische,  hyper- 
bolische ,  parabolische  I  '^91 ; 
positive  und  negative  I  291, 
307;  totale  Kr.  111293;  Kr. 
der  Banmkurven  m  11 — 14  ; 
erste  Krümmung  III 11 ;  zweite 
Krümmung  HI  20;  ganze  Krüm- 
mung m  22 ;  mittlere  IV  280. 

Krümmungsachse  für  Raum- 
knrven  m  12;  Fläche  der  Kr. 
mi8. 

Krümmnngscyklide  1 196,  IQ 
195,  275. 

Krümmungsmafs,  Gaufssches, 
für  Flächen  I  293—318. 

Krümmungskreise  I  von  283 
ab. 

Krümmungslinien  I  von 283 ab. 

Krümmungsradien  für  Flächen 

I  283—324;  ihre  abwickelbare 
Fläche  I  299 ;  fär  Baumkurven 

III  11—23. 
Krümmnngsmittelpunkte  für 

Flächen  I  von  283  ab;  zwei 
Flächen  von  Krümmungsmittel- 
punkten I  294. 

Krystallographie  I  47—57, 
II 155—177. 

Kugel  I  201-259,  II  292—293, 
323 472. 

Kugelabschnitt   II  323,   328; 

Trägheitsmomente  lY  172. 
Kugelbohrung  II  341. 
Kugelbündel  I  232. 
Kugel büschel  I  231,  234. 
Kugeldreieck    I  217—225,    H 

328,  390—424;    astronomisches 

II  424 ;  nautisches  II  438—469. 
Kugelloxodromen  I  249;  ver- 

aUgemeinerte  I  250. 

Kugelkappe  II  324;  Trägheits- 
momente IV  176. 

Kugelmantel,Trägheitsmomente 

IV  175. 
Kugelperspektive  I  330,  333. 
Kugelreihen  I  263-283. 


Kngelschatten  I  331—335. 

Kugelschicht  11325,  329—333; 
Trägheitsmomente  IV  174. 

Kugelse;ktor  II  324. 

Kugelstutzen  II  342. 

Kugelzone  II  325;  Trägheits- 
momente IV  176. 

Kngelzweieck  siehe  Meridiau- 
streif. 

Kurven  konstanten  Ver- 
gröfserungs  Verhältnisses 
bei  konformen  Abbildungen  IV 
149. 


Lancretscher  Satz  über  die 
drei  Krümmungsradien  der 
Raumkurven  HE  22. 

Längenberechnungen  anPoly- 
edem,  siehe  diese;  an  Kurven, 
siehe  Rektifikation. 

Legendres  Satz  über  kleine 
geodätische  Dreiecke  III  469. 

Lemniäcate  des  Gentrif ugal- 
moments  IV  119. 

Lemniskatenschar  zweiter  u. 
höherer  Ordnung  IV  131,  136, 
142,  145. 

Leucitoeder  siehe  Trapezoeder. 

Lex  eil  s  Satz  über  sphärische 
Dreiecke  I  222. 

Logarithmische  Spirale  und 
Spiralenschar  III  232—265;  1. 
Spiralröhrenfläche  III  232—297 
l.  Doppelspirale  m  297—303 
deren  Röhrenfläche  303—309 
deren  Inversionsverwandten  309 
bis  313. 

Logarithmisches  Potential 
IV  147. 

Loxodromen    des    Gylinders   I 
190;    des    Kegels    I  197;    der 
Kugel  I  249,  II  375—390;  der 
Drehungscykiide  1 279,  in  21 6 
der  Dnpinschen  Gykliden  I  318 
des    Katenoids    III    146—162 
Kegelloxodromen  auf  log.  Spiral - 
röhrenflächen  III  234,  268,  278, 
284. 


Mantelflächen     abgeschrägter 
Prismen  u.  Gylinder  n  von  1 18  ab. 
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M.  von  Gylindern  mit  para- 
bolischer, lemiii8katischeii,hyper- 
bolischenGnmdfl&chen,  die  durch 
Kegel  und  Paraboloide  begrenzt 
sind  IV  125. 

Mascheronis  Konstruktionen 
mit  Zirkel  allein  in  318. 

Mathematische  Geographie, 
Onmdbegriffe  11  424. 

Maximum  und  Minimum,  Auf- 
gaben darüber  II 15,  1»,  20,  23, 
35—40,  61—63,  129—131,  133, 
137—138,  278,  352. 

Mercatorkarte      I    250—252. 

II  375-390,  434. 

Meridianstreif  der  Kugel  1208, 
n  327. 

Meteorologischer  Prozefs  n 
373. 

Meuniers  Satz  über  Schräg- 
schnitte bei  Fl&chen  I  292. 

Minimal-  Schraubenregelfläche 

III  124,  163—169,  IV  290. 
Minimum-  Aufgaben,  siehe  Maxi- 
mum. 

M  ö  b  i  u  8  sehe  Sätze  über  Erhaltung 
von  Doppelverhältnissen  und 
Doppelwinkeln  bei  der  Inversion 

III  210—213. 
Modelle  I  141. 

Möglichkeit  exakter  Konstruk- 
tionen m  318. 

Momente  erster  Ordnung  für 
Punktsysteme  IV  1 — 8;  zweiter 
Ordnung  für  Punktsysteme  FV 
9—18;  verschiedener  Ordnung 
für  Körper  mit  Querschnitten 
p^^  Grades  IV  19—33;  der 
Polarparabeln  höherer  Ordnung 

IV  36—44;  für  Drehungskörper 
höherer  Ordnung  IV  44—47; 
stereometrisch  veranschaulicht 
IV  73—88;  Beispiele  von  Mo- 
menten IV  88—119,  152-160; 
Gentrifugalmomente  IV  119  bis 
125. 

Mollweidesche      Formeln     für 

Dreikantecken  II  119. 
Mondmasse  II  374. 
Muldengewölbe  II  91. 


Habelpunkte  siehe  Kreispunkte. 

Nautische  Aufgaben  IE  382  bis 
385,  424—469. 

Nautisches  Dreieck  11  438. 

Negatives  Krümmungamab  I 
291,  307. 

i\^-Kant  und  n-kantige  Ecke 
I  34—35.   n  196. 

Neuere  Kugelgeometrie  I  26i} 
bu  324. 

Nicht -Euklidische  Geometrie  I 
307. 

Normale  der  Ebene  I  7;  Kor- 
malen gekrümmter  Flächen  I 
283;  Normalen  bei  Baumkorves 
(Hanptnormale,  Binormale  etci 
III  10— HO;  Normalschnitte  bei 
Flächen  I  285—293. 

Normalebene  einer  Ranmkurre 
m  Jl. 

Obelisk  H  257—267,  282—291. 
Obeliskische   Mantelflächen  n 

263. 
Oktaeder,    regelmäfsi^es    I  38, 

46,  47,   n  111;   abgestumpft  I 

47,  II  159;    abgekantet    I  49: 
gebrochen  I  50. 

Orthogonale  Flächenscharen  I 

315. 
Orthogonalkugel      für      vier 

Kugeln  I  234. 
Orthogonalprojektion,    siehe 

Parallelprojektion,  senkrechte. 
Orthographische  Axonometrie, 

Sätze  von  GauTs  und  Weisbadi 

I  86—97. 

Parabel  (gewöhnliche)  I  344. 

Parabeln  höherer  Ordnung  IV 
W8— 35. 

Parabelschar  zweiter  u. höherer 
Ordnung  IV  138,  141. 

Parabolischer  Cyiinder,  ge- 
wöhnlicher, I  344,  n  311,  IV 
171;  höherer  Ordnung  IV  26 
bis  35;  parabolischer  Kegel  I 
347,  348;  parabol.  Krümmung 
I  291. 

Paraboloid,  Drehungsparaboloid 
I  360,  n  309,  m  101,  IV  170; 
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hyperbolisches  Paraboloid  I  836, 
n  244,  271,  IV  83,  258;  elüp- 
tisches  Parab.  I  370,  IV  257; 
Drehungsparaboloide  hOh.  Ord- 
nung  IV  44—46;  Polarpara- 
boloide  höh.  Ordnung  IV  46,  47. 

Parallele  Geraden  im  Banme 
I  7;  Ebenen  I  13. 

Parallelknryen  der  Ellipse  I 
281  —  283  ;  geod&tische  bei 
Schranbenfl&chen  und  Böhren- 
flächen,  siehe  diese. 

Paralleiflach,  soikrechtes  I 
147;  schrÄgs8l49,  H  214—216. 

Parallelperspektive,  siehe 
Parallelprojektion. 

Parallelprojektion,  senk- 
rechte I  76—97;  schräge  I  36 
bis  75;  der  Engel  I  330;  der 
konfokalen  Flädien  zweiten 
Grades  I  373. 

Parallelschicht  ^ZonenkOrper) 
der  Kngel,  des  EUipsoids,  Para- 
boloids,  Hyperboloids,  siehe  diese 
Körper. 

Pascalscher  Satz  I  109—111, 
118;  Pasc.  Eure  I  120. 

Peircesche  Weltkarte  (aaf  Qua- 
drat) I  258. 

Pendelanfgaben  IV  14,  15, 
201-207. 

Pentagondodekaeder,  regel- 
mäfsiges  I  42-45,  51,  57,  77 
bis  81, 105,  Tafel  I,  n  113—115; 
symmetrisches  II  157. 

Perspektiyische  Dreiecke  I 
114,  167;  p.  Tetraeder  I  171; 
p.  Lage  I  125,  132;  p.  Mafs- 
stab  1 108;  p.  Kreisbeziehnngen 
I  115;  p.  Zeichnen  I  97—141; 
p.  Achsöikrenz  I  112. 

Planmomente  erster  Ordnung 
IV  4,  18,  44,  73;  zweiter  Ord- 
nung IV  9—12,  19,  45,  74,  82, 
94;  höherer  Ordnung  IV  16, 
18-35,  46,  47.  VergL  die 
Körper  des  Verzeichnisses. 

P eins ot sehe  Stempolyeder  I  64. 

Pol  und  Polare  bei  der  Kugel 
1 225-231 ;  bei  Flftehen  zweiten 
Grades  m  228. 


Polardreiecke  auf  der  Kugel 

I  217,  n  411-413. 
Polarecke  I  29,  30. 
Polaren,   reciproke  I  225—231, 

HI  229. 

Polarität  auf  der  Kugel  I  218 
bis  223. 

Polarmomente  erster  Ordnung 
für  Punktsysteme  IV  6,  fttr  ebene 
Kurven  und  Flächen  IV  84; 
zweiter  Ordnung  tVar  Punkt- 
systeme IV  15;  für  ebene  Kurven 
und  Flächen  IV  86;  abgeleitet 
durch  konforme  Abbildung  IV 
125-144. 

Polarparabeln  höherer  Ordnung 
IV  36-44;  ihre  Cylinder  IV  42; 
ihre  Drehungskörper  IV  46. 

P  0 1  y  e  d  e  r,regelmäf  sige  oder  plato- 
nische I  37-45;  Archimedische 
siehe  diese;  antarchimedische 
siehe  diese ;  Eulersche  siehe  diese ; 
Poinsotsche  siehe  diese;  allge- 
meine I  144 — 185. 

Positives  KrümmungsmaTs  1 291, 
307. 

Potential,  NewtonschesIV134; 
logarithmisches  IV 139, 144, 149. 

Potenzebene,  Potenzlinie,  Po- 
tenzpunkt bei  Kugeln. 

Prisma  I  150;  regelmäCnges  II 
24—40;  mit  beliebiger  Grund- 
fläche II  68—92;  schiefes  11 
213-216. 

Prismatoid  U  267—312. 

Pseudosphärische  Flächen  I 
300-309,  IV  279. 

Pyrami  de , dreiseitige  1 153— 173 ; 
fi-seitige  I  173—174;  regel- 
mäfsige  dreiseitige  siehe  Tetra- 
eder reg.;  unregelmäfsige  drei- 
seitige siehe  Tetraeder;  regel- 
mäfsige  fi-seitige  II  100—103; 
ihrStumpfni07— 109,134— 139; 
schräg  abgeschnittene  regel- 
mäfsige  n  183—185;  allge- 
meine n  251—257. 

Pyramidenoktaeder  I  48. 

Pyramidentetraeder  I  51. 

Pyramiden  Würfel  144,47,  48, 
76,  n  155. 
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Punktsysteme,  homogene  und 
ihre  Momente  IV  1 — 8. 

^Quadratische  Einteilung,  der 
Ebene  durch  Parallelenscharen, 
Kreise  I  196—247;  Spiralen- 
schar III  247;  logarithmische 
Doppelspiralen  lU  .99;  gleich- 
seitige Hyperbeln  IV  185;  kon- 
fokale Lemniakaten  und  Hyper- 
belbüschel  zweiter  und  höherer 
Ordnung  IV136, 141;  Parabeln  u. 
Eardioiden  verschiedener  Ord- 
nung rV  1H8;  konfükale  Para- 
beln IV  136;  des  Cylinders  I 
190;  des  Kegels  1 195—197;  der 
Kugel  I  248;  der  Drehungs- 
cyklide  I  27«— 281,  315;  der 
Dupinschen  Cyklide  I  310;  des 
Katenoids  lU  143;  der  Minimal- 
schraubenfläche  III  163. 

Quadratische  Cyklide  I  312. 

Quadratisches    Krystallsystem 

I  57. 

Quadratisches  Oktaeder  I  51. 
Quadratisches  Prisma  I  51. 

Baumkurven,  Bemerkungen  über 
solche  m  10—30. 

Bechteckskörper  I  144,  n 
1-23. 

Bechteoksteilungen  der 

Schraubenröhrenfläche  III  19"^ 
bis  206. 

Beciprozität  im  Sinne  der  Dua- 
lität siehe  diese;  im  Sinne  der 
Inversion  (redproke  Badien) 
siehe  diese;  im  Sinne  der  Pola- 
rität siehe  diese;  am  Tetraeder 

II  251. 

Begelmäfsige  Körper  I  36—45, 
76-81,  n  109-125,  139—148. 

Begelmäfsige  Prismen  II  24 
bis  40. 

Begelmäfsige  Pyramiden  II 100 
bis  104,  134-139. 

Bektifikation  der  Parabel  in 
101 ;  der  Schraubenlinie  in  114; 
der  Kettenlinie  III  132;  der 
logarithmischen  Spirale  III  245. 

Bektifizierende  Ebene  lU  17. 

Bektifizierende  Gerade  III  18. 


BeduziertePendelläagelVU,!?. 

Beversionspendel  IV  15. 

Bhombendodekaederl  48— 50, 
76,  II  149,  185. 

Bhombendreifsigflach  I  65. 

Bhomboeder  11  4. 

Bö hrenf lachen  der  SchraobeB- 
linie  m  181—209;  der  logarith- 
mischen  Spiralen  III  232—297; 
der  logarithmischen  Doppel- 
spiralen m  297—309 ;  der  Kogel- 
lozodromen  in  309-313;  der 
verallgemeinerten  Kngelloxo- 
dromen,  allgemeinere  B.  ni 
313-316. 

Bückkehrkante  (GhratUnie)  ab- 
wickelbarer Flächen  I  299,  ni 
18,  19,  283. 

Scheitelecke  I  28. 
Schichtenformel  IV  20—44. 
SchiefePrismen  undCylinder 

II  73-^0,  n  213. 
Schieter  Kreiskegel  I  346. 
Schliefsungsprobleme  I  267 

bis  272. 
Schmiegungsebene  IH  11,  28. 
Schmiegungskugel  in  28. 
Schmiegungswinkel  ni  19. 
Schraubenlinien  1190,  m  tos 

10  ab,    rV  289   (ihre  Parallel- 
projektion). 

Schraubenflächen  I  192-193. 

11  33-37,  111-209. 
Schraubengewinde  1 192—1^3, 

III  33—37,  rV  183,  184. 
Schraubenregelfläche  nilU 

bis  118;   abwickelbare  m  15, 

169-181. 
SchraubenrOhrenfläche    m 

181-209,  IV  201. 
Seh  we  rp  unk  t  vonPanktsjBtemeo 
I  20—22,  IV  3;  Schwerpunkt 
des  Tetraederkörpers  I  155; 
seiner  Elemente  n  236 ;  der  Halb- 
kreisscheibe n  50-57,  82-84; 
von  Prismen  n  74—75;  de» 
Kegels  und  seiner  Elemente  n  95 ; 
der  Pyramide  und  ihrer  Elemente 
n  102;  des  KegelstnmpfiB  und 
seiner  Elemente  n  106, 107;  des 
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PyramideDstnmpfs  and  seiner 
Elemente  n  108,  109,  253;  des 
schräg  abgeschnittenen  Ereis- 
kegels  n  180;  der  Obelisken 
und  Prismatoide  n  287—289; 
des  Dachkörpers  nnd  Paraboloids 
II  309;  der  Pyramide  nnd  des 
parabolischen  Cylinders  11  311; 
der  Engelelemente  II  362—366 ; 
ebener  Flächen  nnd  Enrven  (anch 
Enrvensysteme)  mit  Hilfe  der 
Gnldinschen  Regeln  siehe  diese 
nnd  IV  88—92;  der  Eettenlinie 
n  129;  für  Flächen  der  Parabeln 
höherer  Ordnung  IV  29—32; 
für  Paraboloide  höherer  Ordnnng 
IV  45 ;  für  abgeschrägte  Qylinder 
IV  73—76;  für  Gnldinsche 
Drehnngskörper  IV  77—79  und 
Drehnngsflächen  IV  75;  parabo- 
lische Cjlinder  höherer  Ordnnng 
nnd  entsprechende  Drehungs- 
körper, femer  allgemeinere 
Eörper  TV  153-156;  für  die 
von  Flächen  zweiten  Grades  be- 
grenzten Eörper  lY  von  190  ab. 

Schwerlinien  der  Prismen  II 
74;  Tetraeder  I  155. 

SchwerpunktsrechnungCbary- 
centrische  Rechnungen),  Inhalt 
abgeschrägter  Prismen  und  Qy- 
linder und  ihrer  Mantelflächen 
II  75—86;  Gnldinsche  Regeln 
siehe  diese ;  Schwerpnnktsachsen 
und  Trägheitsmomente  für  Dre- 
hungskörper IV  96—99. 

Schwingungspunkt  beim  Pen- 
del IV  J4— 15. 

Schwingungsformel  bei  Pen- 
deln IV  17. 

Sechsflach,  regelmärsiges,  siehe 
Würfel. 

Segment  der  Engel,  des  Ellip- 
soids,  des  Hyperboloids,  siehe 
diese  Eörper. 

Senkrechte  Prismen  nnd  Gylin- 
der  II  41—72;  Eegel  und  Pyra- 
miden n  93—139. 

Simpsonsche  Regel  II  262,  268 
bis  312,  IV  18—28;  erweiterte 
IV  187. 


Sinoideals  Parallelprojektion  der 
Schraubenlinie  IV  290. 

Sinus  der  Dreikantecke  II  189; 
Sinnssatz  für  solche  IE  189; 
Sinnskurve  1 188;  als  imaginäre 
Fortsetnng  der  Eettenlinie  IV 
289. 

Sonnenmasse  11  368. 

Sonnenstrahlung  U  370. 

Sonnenzeit,  wahre  und  mittlere 
II  407. 

Sonnentemperatur  11  372. 

Sphärik  I  200—324,  siehe  auch 
Engel. 

Sphärische  Abbildung  nach 
GauTs  I  293;  für  das  Eatenoid 
IV  285. 

Sphärische  Dreiecke  1210—214, 
215—225. 

Sphärische  Eegelschnitte  I  375. 

Sphärische  Trigonometrie II 390 
bis  424. 

Sphärische  Zweiecke  siehe  Meri- 
dianstreif. 

Sphärischer  Excefs  I  213. 

Spiegelbild,  siehe  Symmetrie, 
Inversion. 

Spirale,  archimedische  IV  38; 
logarithmische  lU  232—265; 
logarithmische  Doppelspirale  III 
297—303;  Spiralen  höherer  Ord- 
nung siehe  Polarparabeln. 

Spiralröhrenfläche  III  282  bis 
'J97. 

Statische  Momente,  siehe  Mo- 
mente erster  Ordnung  IV  1—5, 
18-28,  44—47,  73-80  etc. 

Steinersche  Ereisschar  I  231; 
Engelreihen  I  263;  Ereisreihen 
auf  der  Engel  1260;  Schliefsungs- 
probleme  I  267—272. 

Stereographische  Projektion 
der  Eugelfläche  I  252—257. 

Stereometrische  Darstellung 
Ton  Momenten  verschiedener 
Ordnung  IV  73— 88,  125  bis 
152. 

Stereo  metrisches  Zeichnen  I 
36-143. 

Stereoskopische  Bilder  I  104 
bis  106,  Tafel  I. 


304 


Sachregister. 


Stern,  Tetraederstem  I  68-71, 

83,  II  171—176. 
Sterndodekaeder,    zwölfeckig 

I  58,  n  167—170;  zwanzigeokig 

I  59,  85. 

Sterneckige  sDodekaeder  1 58,85. 

Sterneckige8lkokaederI60, 83. 

Sternkörper  1 58  -64;  Keppler- 
Bche  I  63;  Poinsotsche  I  64. 

iSternikosaeder,  konkaves  I 
59,  II  170. 

Stofsaufg:aben  IV  202—207. 

Symmetrie  I  9,  29;  der  Drei- 
kante I  30. 

Tangentenfläche  bei  Baom- 
kunren  III  15,  19. 

Tetraeder,  regelm&fsiges  I  38, 
39;  rechteckiges  I  162,  11  110; 
allgemeines  I  153—172,  II  216 
bis  251 ;  seine  Üm-Eogel  II  228 
bis  231;  Berühmngskugeln  11 
221—228,  241;  MittelUnien  U 
231;  Schwerpunkte  11  234; 
Höhen  II  246;  metrische  Rela- 
tionen II  237—244;  Halbierung 
durch  hyperbolische  Parabeln  11 
244 ;  Beciprozität  am  Tetraeder 

II  251. 
Tonnengewölbe  II  86. 
Torsion  oder  zweite  Krümmung 

der  Baumkuryen  III  19. 

Torsions  Winkel  (Schmiegungs- 
winkel)  m  19. 

Trägheitsabstand  für  Plan- 
momente zweiter  Ordnung  IV 
8;  für  Axialmomente  zweiter 
Ordnung  IV  14. 

Trägheitsellipse  von  Poinsot 
IV  107;  von  Glebsch-Oulmann 
IV  110. 

Trägheitsellipsoid  von  Poin- 
sot IV  186,  263;  von  Clebsch- 
Gulmann  IV  186,  271. 

Trägheitsradius  für  Axial- 
moniente  zweiter  Ordnung  IV  14. 

Trägheitsmittelpunkte  für 
Planmomente  zweiter  Ordnung 
IV  8. 

Trägheitsmoment  für  Punkt- 
systeme IV  8—18;   für  Linien 


und  Liniensysteme,  Flächen  vnd 
Flächensysteme  und  für  KQrper 
18-28,  29—35,  41  -46,  73-?*8, 
94,     95,     96-112,     125-176, 
von  190  ab. 

Traktrix  I  303;  als  Evolvente 
der  Eettenlinie  IV  275,  278. 

Transf  ormati  on  durch  redproke 
Radien,  siehe  Inversion;  dnrch 
reciproke  Polaren,  siehe  diese: 
durch  Dualität,  siehe  diese; 
durch  konforme  Abbildung,  äiäue 
diese;  durch  Affinität  (z.  B. 
Parallelprojektion),  siehe  öieae-, 
durch  Kollineation  (z.  B.  Coitral- 
Projektion),  siehe  diese. 

Transfer  mationsgrappenin 
2^6-231. 

Um- Kegel  der  Dreikantecke  II 

203. 
Um- Kr  eis  sphärischer  Dreiecke 

I  400—404,  409—411. 
Um-Eugel     des    regelmäCsigen 

Tetraeders   I  157;    des    al^e- 

meinen  Tetraeders  III  228. 

Verschiebung,  Cavalierische. 
siehe  Gavalieri. 

Verschiebungssatz  fftr  sta- 
tische Momente  IV  3 :  für  THg- 
heitsmomente  IV  9,  12;  für 
Centrifugalmomente  IV  122. 

Vielflächner,  siehe  Polyeder. 

Vierflach,  siehe  Tetraeder. 

Vierseit,  vollständiges  I  115. 

Vollständiges   Dreikant    I  31. 

Vollständiges  Vierseit  I  115. 

Weifsbach,  Grundsatz  der  Axo- 
nometrie I  91. 

Windschiefe  Geraden  I  13. 
19,  367,  n  244—246,  246  bis 
249. 

Winkeltreue  Abbildung,  siehe 
konforme  A. 

Würfel  I  37—39,  H  1—10: 
abgestumpft  I  47,  48;  abge- 
kantet I  49;  gebrochen  I  50: 
in  axonometrischer  Darstellung 
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1 86—97:  in  Centralperspektiye 
I  102,  103. 

Zeichnen,  Btereometriaches  I  36 
bis  143. 

Zeitgleichnng  n  436. 

Zerlegung  des  dreiseitigen  Pris- 
mas in  inhaltsgleiche  Ff  ramiden 

I  163;  des  Polyeders  in  Tetra- 
eder I  179,  des  Prismatoids 
in  Tetraeder  nnd  Pyramiden 
n  268. 

Zone    der    Engel    (Fl&che    der 

ParaUelscUcht)  U  327. 
Zonenpyramide  bei  der  Kngel 

II  338;  ihr  Stnmpf  H  339,  360, 
364—366. 


Zaglinien,  siehe  Traktrix. 
Zuordnungen  von  Kurven  und 

Flachen  IV  47—73. 
Zusammenhang,  ein-  u.  mehr- 
facher bei  Flächen  u.  Polyedern 

I  178—180. 
Zuschärfung  I  46. 
Zuspitsung  I  46. 
Zwanzigeckiges  Stemdodeka- 

eder  I  59,  85. 
Zwansigflach,    siehe    Ikosa- 

eder. 
Zwölfeckiges   Stemdodekaeder 

I  58,  n  167-170- 
Zwölfflach     siehe     Pentagon«^ 

dodekaeder. 


R«ltBtlUr,  St«r6Mi«trl«  IT. 
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Abel  IV  152. 

Abu  rWftfa  n  419. 

Adhemar,  J.  1 139. 

AigaiUon  I  257. 

Alchaü&mi,  Omar  I  378. 

Al-Chwarizmi  II  419. 

AltidBchzi  I  378. 

AnthemJns  von  Tralles  1 377. 

Apian,  Peter  n  420. 

Apollonins  von  Perga  I  318,  376, 

377. 
Archimedes  1 52,  54, 157, 181,  223, 

224,  377,  n  306,  319,  321,  866, 

367.  m  332,  IV  38. 
Aristftiu  d.  Ä.  1 376. 
August  1 182  n  315,  320,  322. 
AntolycuB  Ton  Pitane  n  416. 
Ayesac,  d'  I  257. 

Badoorean  n  317,  318. 

Baltzer  1 133, 141, 181, 183,  n313, 

31 4, 319, 367, 401, 423, 416,  IH  9, 

32,  48,  826,  332. 
Bantlin  IV  160. 
Barozzi  da  Vignola  1 134. 
Barrow  111325. 
Baaka  n  419. 
Beck  n  289,  321. 
Becker  n  315,  318. 
Beltrami  I  308,  323,  m  324. 
Berger  I  257. 

Bemonlli,  Jac.  HI  322,  325. 
BemoulU,  Job.  m  322,  IV  292. 
Bertolotti  n  315. 
Bertrand  I  64,  323.  U  317. 
Bianchi,  Lnigi  HI  29,  324. 
Binet  I  375,  381,  IV  270. 


Bla&c,  le  1 137. 

BobiUier  1 138,  380,  H  244. 

Böcher  I  322. 

Bohnert  n  442,  448. 

Bolte  n  442,  468. 

Bolyai  1308. 

BoBnet  m  324,  326,  329,   IV  287, 

291. 
Borda'  II  468. 
Bork  n  314. 
Bosse  1 134. 

Böttcher,  J.  E.  I  90,  92. 
Boor  m  323  IV  291. 
BonveUes,  CharL  de  11  313. 
Bradwardinos  11  313. 
Brannmühl,  ▼.  n  416,  418,  424. 
Bravais  n  817,  318. 
Breton  II  315. 

Bretschneider  n  319,  IH  213, 214. 
Breosing  I  258,  259,  H  382,  428, 

442,  446,  460,  463,  464,  46& 
Breysig  1 135. 
Brianchon  I  109,  118,  120,   121, 

136,  381. 
Brix  n  320. 
Brill.  Katalog  HE  325. 
Brocki  (Brosdos)  I  225,  n  313. 
Broeker  1 138. 

Brosdns  (Brocki)  1 225,  n  313. 
Brttckner  n  155,  177,  312,  315, 

316,  317,  318,  319. 
Brade  1 140. 
Brünnow  n  442. 
Bnrmester  m  326. 

Caillet  U  468. 
Campanns  IE  313. 
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Oantor,  M.  I  152,  224,  257,  377, 

n  5,  313,  416,   m  47,  322,  326, 

32t». 
Oarnot,   Las.  Nie.  Mar^.  I  136, 

n321. 
€a«ey  I  322,  m  327. 
Caspary  1 382. 
Cassini  IV  131. 
Oatalan    II  314,  316,     Ul  323, 

IV  291. 
Canchy  I  64,  182,    II  314,  315, 

317.320,  IV  270. 
€avalieri,  Bonav.   1 151, 152,  224, 

II  100,  102. 107, 108,  276,  291, 

319,422,  m47,  IV  190. 
Cayley  I  323,  H  315,  317,  IH  327. 
Chasles  I  137, 139, 171,  320,  379, 

381,382,  0  315,329. 
Cicero  I  224,  H  366. 
Clairaiüt,    AI.    Gl.     I    134,  171, 

TfT  328. 
Clebsch  IV  HO,  111,  186. 
GUfford  I  323. 
ComberoiMBe  IE  318. 
Commandinas,   Fed.    I  157,  257, 

II  321. 
Coppernicns  11 421. 
Oallagh,  Mac.  I  382. 
Calmaim  1 140,  IV  HO,  111,  186. 

Bandelin  1 322,  381. 

Dannemann  I  63. 

Darbooz  I  322,  m  324,  327,  328. 

Dedekiüd  11  313. 

Delabar  1 140. 

Delambre  n  191,193,423. 

Delannay  IV  284,  291. 

Demartres  m  327. 

Demokrit  1376. 

Desargruei,  Oir.  I  114,  134,167, 

171,  378. 
Descartes   I  181,  378,  380,    m 

325. 
Deschwanden  I  90. 
Digaet  I  323. 
Dingeldey  II  313. 
Dini  I  382,  IH  325. 
Dirichlet  II  313. 
Dostor  II  313. 
Doawes  II 466. 
Dsch&bir  ibn  Aflah  n  420. 


Dnpin  I  263,  319,  323,  375,  380, 

381,  in  327,  329,  IV  261. 
Dapnis  I  319,  322,  380. 
Dttrer  n  316. 

Eberhardt  H  313,  317. 

Engel  I  323. 

Eratosthenes  n  6. 

Essen  11423. 

Euklid  11,307,376,  H  319,  416. 

Enler,  Leonh.  I  135,  171,  175, 
178, 179,  180, 181, 183, 224, 285, 
287,  288,  319,  322,  379,  H  422, 
423,  0  9,47,99,318,  IV  269. 

Endoxos  n  319. 

Entokios  von  Askalon  1 224,  376* 

Faraday,  liaxwell  11 196. 
Farish  I  90, 136, 138,  H  5. 
Federow  II  317. 
Fermat  I  319. 
Ferriot  II 250. 
Fenerbach  11 250,  320. 
Fiedler  1140,210,376. 
Fink,  K.  1 136. 
Fiorini-GQnther  II  423. 
Fleck  m  47,  48. 
Foix-Ca&dalla  II  316. 
Fontana  (Domenico)  n  289. 
Foncher  de  Cflcreil  i  181. 
Frenet  III  328. 
Frezier  I  135. 
Fnfs,  N.    I  319. 

eatilei  1 152,  m  322. 

Ganltier  I  319. 

Ganfs  I  86,  88,  90,95,  218,259, 
291,  293,  295,  308, 323, 379. 382, 
n  192,  313,  423,  460,  IH  318, 
319,  323,  328,  329,  331,  IV  152. 

GeiTser  1 140,  272,  322,   H  250. 

Geminni  III  326. 

Gergonne  I  134, 137, 182,  U  314. 

Gerhard  v.  Gremona  11  420,  III 
322. 

Girard,  Alb.  I  224,  II  313,  422. 

Godt  n  313. 

Goldschmidt  III  323. 

Gonnerie,  de  la  1 139. 

GoapiUidre,  Hat()n  de  rV271. 

Green  1 379. 
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Giegory  1 137, 323,  m  322. 

Giegorio  a  St.  Vinoaitio   II 322. 

Grethen,  Hilger  n  320. 

Gietschel  HI  323. 

Groth  U  316. 

Gnmert  1182,320,  n3]5. 

Gndermaiiii  II  224,  423,  lY  289. 

Gnöbhard  I  259. 

Gagler  1 138. 

Galdiii  U  321,  DI  1,  46. 

Günther  11313,442,443. 

Gfkntlier-Fioriiii  II  423. 

GiuMrow  U  320. 

Gyidön  n  442. 

Hacfaette  I  319,  322,  378,  380. 

HaUerstein,  t.  II  422,  459,  463. 

HaUey  n  416. 

Halma  I  257. 

Hammer  II 422. 

Hansen  11  469. 

Haack  1210. 

Heiberg  I  223,  376,  377. 

Heilermann  I  382. 

Hdnze-Lncke  I  54    H  155,  268, 

271,  273,  274,  275, 277, 290, 305, 

317,  320. 
Helmholtz    I  323     n  371,  373, 

IV  152. 
Hennesy  11  5. 

Henrid-Trentlein  1 141,  n  314. 
Hermes  n  250,  313,  315,  m  319. 
Heron  I  376. 
Hertaer  n  313. 
Hess  n  313,  315,  316,  317,  318, 

319. 
Hesse'  I  376,  3»2,  383. 
Heasel  1 178, 182,  II 313,  314, 317. 
Hüaire,  St.   II 468. 
Hipparch  I  253,  257,    n  416,  419, 

IV  185. 
Hire,  Phü.  de  la    1 134, 171. 
Hirsch,  Mder    n  155,  315,  320, 

822,  m48. 
Hoffinann  II  322. 
Hohl  n  317. 
Holzmüller  I  141,  198,  263,  322, 

379,    n  291,  321,  373,  389,  427, 

ni  48, 132,  212,  326,  IV  88, 99, 

149, 188. 
Hoppe  II  314,  322. 


Hospital,  r  m  322. 
Hogl  I  105,  II  316,  3ia 
Hnüier,  V  1 182.  II 198, 250, 261, 

314,  315,  321,  423. 
Halt8chI377,  n419,  0145,326. 
Hnmmel  I  139. 
Hnygens  1301,304,   IH  322,  IV 

71,  269. 
Hypatia  1377. 
Hypsikles  1257,  n416. 

Isidor  ▼.  Milet  1 376. 
Israel-Holzwart  11 443. 
Ivory  I  379,  n  46a 

JTacobi,  C.  J.  J.    I  259,  320,  375, 

379,381,   m329,  IV  152,  258, 

261. 
Jacobi  ( Jacobi  van  Swindan)  1 182, 

n  5,  2f»0,  313,  314. 
Jamitser  II  316. 
Joaddmsthal  I  323,    n  250,    IQ 

329. 
Jonqoiöres,  de    n  313,  314. 
Jordan  1 182,  n  315,  317. 

Karsten  1 135. 

Kästner  1 135, 136,  n  5,  313,  317. 

Keppler  I  54,  63, 182,  U  316,  319, 

375,    in  46,  47. 
Kessels  11469. 
Killing  I  308,  323. 
Kirchhoff  I  321,  IV  152. 
Kirkmann  11314,315. 
Klein   I  308,  322,  323,    IH  330, 

rV186. 
Klingenfeld  I  140. 
Klügel  m  326. 
Knoblauch  I  323,  m  29. 
Kommerell,  ▼.  m  326. 
Kommerell-Hanck  n  250,  320. 
Konon  yon  Samos  I  377. 
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